Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  thaï  was  prcscrvod  for  générations  on  library  shelves  before  it  was  carefully  scanned  by  Google  as  part  of  a  project 

to  make  the  world's  bocks  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 

to  copyright  or  whose  légal  copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  culture  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  présent  in  the  original  volume  will  appear  in  this  file  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  hâve  taken  steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  lechnical  restrictions  on  automated  querying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  of  the  files  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  thèse  files  for 
Personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  fivm  automated  querying  Do  nol  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machine 
translation,  optical  character  récognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encourage  the 
use  of  public  domain  materials  for  thèse  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogX'S  "watermark"  you  see  on  each  file  is essential  for  informingpcoplcabout  this  project  and  helping  them  find 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  légal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  légal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countiies.  Whether  a  book  is  still  in  copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  spécifie  use  of 
any  spécifie  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  means  it  can  be  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  severe. 

About  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organize  the  world's  information  and  to  make  it  universally  accessible  and  useful.   Google  Book  Search  helps  rcaders 
discover  the  world's  books  while  helping  authors  and  publishers  reach  new  audiences.  You  can  search  through  the  full  icxi  of  ihis  book  on  the  web 

at|http: //books.  google  .com/l 


Google 


A  propos  de  ce  livre 

Ceci  est  une  copie  numérique  d'un  ouvrage  conservé  depuis  des  générations  dans  les  rayonnages  d'une  bibliothèque  avant  d'être  numérisé  avec 

précaution  par  Google  dans  le  cadre  d'un  projet  visant  à  permettre  aux  internautes  de  découvrir  l'ensemble  du  patrimoine  littéraire  mondial  en 

ligne. 

Ce  livre  étant  relativement  ancien,  il  n'est  plus  protégé  par  la  loi  sur  les  droits  d'auteur  et  appartient  à  présent  au  domaine  public.  L'expression 

"appartenir  au  domaine  public"  signifie  que  le  livre  en  question  n'a  jamais  été  soumis  aux  droits  d'auteur  ou  que  ses  droits  légaux  sont  arrivés  à 

expiration.  Les  conditions  requises  pour  qu'un  livre  tombe  dans  le  domaine  public  peuvent  varier  d'un  pays  à  l'autre.  Les  livres  libres  de  droit  sont 

autant  de  liens  avec  le  passé.  Ils  sont  les  témoins  de  la  richesse  de  notre  histoire,  de  notre  patrimoine  culturel  et  de  la  connaissance  humaine  et  sont 

trop  souvent  difficilement  accessibles  au  public. 

Les  notes  de  bas  de  page  et  autres  annotations  en  maige  du  texte  présentes  dans  le  volume  original  sont  reprises  dans  ce  fichier,  comme  un  souvenir 

du  long  chemin  parcouru  par  l'ouvrage  depuis  la  maison  d'édition  en  passant  par  la  bibliothèque  pour  finalement  se  retrouver  entre  vos  mains. 

Consignes  d'utilisation 

Google  est  fier  de  travailler  en  partenariat  avec  des  bibliothèques  à  la  numérisation  des  ouvrages  apparienani  au  domaine  public  et  de  les  rendre 
ainsi  accessibles  à  tous.  Ces  livres  sont  en  effet  la  propriété  de  tous  et  de  toutes  et  nous  sommes  tout  simplement  les  gardiens  de  ce  patrimoine. 
Il  s'agit  toutefois  d'un  projet  coûteux.  Par  conséquent  et  en  vue  de  poursuivre  la  diffusion  de  ces  ressources  inépuisables,  nous  avons  pris  les 
dispositions  nécessaires  afin  de  prévenir  les  éventuels  abus  auxquels  pourraient  se  livrer  des  sites  marchands  tiers,  notamment  en  instaurant  des 
contraintes  techniques  relatives  aux  requêtes  automatisées. 
Nous  vous  demandons  également  de: 

+  Ne  pas  utiliser  les  fichiers  à  des  fins  commerciales  Nous  avons  conçu  le  programme  Google  Recherche  de  Livres  à  l'usage  des  particuliers. 
Nous  vous  demandons  donc  d'utiliser  uniquement  ces  fichiers  à  des  fins  personnelles.  Ils  ne  sauraient  en  effet  être  employés  dans  un 
quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  procéder  à  des  requêtes  automatisées  N'envoyez  aucune  requête  automatisée  quelle  qu'elle  soit  au  système  Google.  Si  vous  effectuez 
des  recherches  concernant  les  logiciels  de  traduction,  la  reconnaissance  optique  de  caractères  ou  tout  autre  domaine  nécessitant  de  disposer 
d'importantes  quantités  de  texte,  n'hésitez  pas  à  nous  contacter  Nous  encourageons  pour  la  réalisation  de  ce  type  de  travaux  l'utilisation  des 
ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serions  heureux  de  vous  être  utile. 

+  Ne  pas  supprimer  l'attribution  Le  filigrane  Google  contenu  dans  chaque  fichier  est  indispensable  pour  informer  les  internautes  de  notre  projet 
et  leur  permettre  d'accéder  à  davantage  de  documents  par  l'intermédiaire  du  Programme  Google  Recherche  de  Livres.  Ne  le  supprimez  en 
aucun  cas. 

+  Rester  dans  la  légalité  Quelle  que  soit  l'utilisation  que  vous  comptez  faire  des  fichiers,  n'oubliez  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilité  de 
veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
les  ouvrages  dont  l'utilisation  est  autorisée  et  ceux  dont  elle  ne  l'est  pas.  Ne  croyez  pas  que  le  simple  fait  d'afficher  un  livre  sur  Google 
Recherche  de  Livres  signifie  que  celui-ci  peut  être  utilisé  de  quelque  façon  que  ce  soit  dans  le  monde  entier.  La  condamnation  à  laquelle  vous 
vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 

A  propos  du  service  Google  Recherche  de  Livres 

En  favorisant  la  recherche  et  l'accès  à  un  nombre  croissant  de  livres  disponibles  dans  de  nombreuses  langues,  dont  le  français,  Google  souhaite 
contribuer  à  promouvoir  la  diversité  culturelle  grâce  à  Google  Recherche  de  Livres.  En  effet,  le  Programme  Google  Recherche  de  Livres  permet 
aux  internautes  de  découvrir  le  patrimoine  littéraire  mondial,  tout  en  aidant  les  auteurs  et  les  éditeurs  à  élargir  leur  public.  Vous  pouvez  effectuer 
des  recherches  en  ligne  dans  le  texte  intégral  de  cet  ouvrage  à  l'adressefhttp:  //book  s  .google .  coïrïl 


BULLETIN 


PKS 


SCIENCES  MATHÉMATIQUES 


ET 


ASTRONOMIQUES 


*  • 


COMMISSION  DES  HAUTES  ÉTUDES. 


MM.  VUISEUX,  pr^sie/efit. 
BERTRAND. 
HERMITE. 
SERRET. 
BOUQUET. 
BRIOT. 
PHILIPPON,  secrétaire. 


AVIS. 

Toutes  les  communications  doivent  être  adressées  à  M.  /.  Hoûvly  Secrétaire 
de  la  rédaction,  Professeur  de  Malliématiques  pures  à  la  Faculté  des  Sciences 
de  Bordeaux,  cours  d'Aquitaine,  66. 


tV»T         l'arli    -  Imprtmerio  de  OAL'TUIER-VILLARS.  4uat  de»  Aa|:usllns,  &S. 


BIBLIOTHÈQUE  DE   L'ÉCULE  DES  HAUTES  ÉTUDES. 
puiLiÉE  SOUS  LES  ADspicEs  DU  iiiNisTÉiiB  DE  l'inothogtion  PUBUQVe. 


BULLETIN 

SCIENCES  MATHÉMATIQUES 

ASTRONOMIQUES, 

RÉDIGÉ  PAB  MM.  G.  DAR80UX,  J.  IIODeL  ET  J.  TANNBBY, 


m.  ANDRÉ.   BATTAGUni,  BELTRAM),  BOUGAÏEF,  BROCARD,  LAISANT,  LAMPE, 

LESPIAULT,  MANSION,  POTOCKI,  RADAU,  RAÏET,  WEYB,  ETC., 

nous    LA     DIKECTION   DE    LA    COMIIISSION    DBS    HAUTES   iTUDBS. 

DEUXIÈME  SÉRIE. 
TOHE  T.  -  AHHSE  1881. 


PREMIÈRE  PARTIE. 


PARIS, 

GACJTHIER-VILLARS,  IMPRIMEUR-LIBRAIBE 

BCBBAtI     DES  LONGITVDBS,    DE   L'ÉGOLE    POLYTECHN IQUI 

SUCCESSEUR  DE  MALLET-BACMELtRR, 

Quni  ild  AuRuatiiit,  h'j. 


158521 


•   • 

•  • 

•  • 

••; 

• 
•• 

••• 

•  •• 

0       ^ 

>                         •    • 

•'. 

•  ••  ••• 

•     *a 

• 
•  • 

•  4 

•  • 

••• 

•  • 

••• 

•  •• 

*                   •          • 

'X 

•• 

•• 

*     • 

.            •• 

• 

•  • 

•  •  • 

•  « 

•        • 

•  • 

•    •  • 

»          •          • 

• 

•  • 

•    • 

•      a 

•      •  »  4 

►                          •    " 

•    • 

•           • 

•   • 

•  -        t 


*    •     • 
•    •   • 


BULLETIN 


•    ^« 


DES 


SCIENCES  MATHÉMATIQUES 


ET 


ASTRONOMIQUES. 


PREMIÈRE    PARTIE. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

UPSCHITZ   (R.)-  —  Lehrbuch   der  Analysis.  Zweiter  Band  :  Difperen- 
TiAL-  iJXD  Integralreciinung.  I  vol.  in-S*,  734  pages.  Bonn,  1880. 

M.  Lipschilz  donne,  dans  ce  second  Volume  de  son  Lehrbuch 
der  AnalvsiSj  un  Traité  élémentaire  de  Calcul  différentiel  et  inlé- 
f;ral  ;  toutes  les  questions  qui  touchent  aux  principes  y  sont  déve- 
loppées avec  un  soin  et  une  rigueur  qui  lui  donnent  unînlérét 
particulier. 

Des  deux  sections  qui  le  composent,  la  plus  considérable  de  beau- 
coup concerne  les  quantités  réelles  (p.  1-626);  l'ordre  suivi  est  in- 
léressant  à  connaître. 

Après  la  définition  de  la  dérivée  et  les  règles  usuelles  de  dériva- 
lion,  Tauteur  introduit  la  notion  d'intégrale  définie  et  démontre, 
pour  les  fonctions  continues  ou  à  nombre  fini  de  discontinuités, 
Texistence  de  la  limite  vers  laquelle  converge  la  somme  dont  la  con- 
sidération sert  de  point  de  départ  pour  rétablissement  de  cette 
notion. 

dette  notion  suffit  pour  établir,  au  moyen  de  l'intégration  par 
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•'p^fiicSy  la  formule  de  Taylor  ;  le  reste  complémentaire  se  présente 
*rfrors  sous  la  forme  d'une  Intégrale  définie  ;  de  cette  forme  on  dé- 
**•  duit  sans  difficulté  la  forme  de  Lagrange,  en  supposant  toutefois 
•     que  la  dérivée  qui  y  figure  est  continue  ;  cette  restriction  n'est  pas 
nécessaire  lorsqu'on  emploie  le  mode  de  démonstration  qu'a  fait 
connaître  M,  Ossian  Bonnet.  L'auteur  déduit  du  théorème  de  Ta)'- 
lor  les  développements  en  série  les  plus  simples  et  les  applique  en- 
suite à  la  solution  des   questions  de  maxima  et  de  minima  pour 
les  fonctions  d'une  seule  variable. 

Passant  ensuite  aux  fonctions  de  plusieurs  variables,  il  développe 
la  notion  d'une  multiplicité  {Mannigfaltigkeit)  à  extension 
simple,  double,  triple,  etc.,  discontinue  ou  continue,  de  façon  à 
éclaircir  le  concept  de  fonctions  de  plusieurs  variables  et  à  préparer 
la  définition  des  intégrales  multiples;  puis  il  s'occupe  des  diiféren- 
tieU es  partielles  et  totales,  du  développement  au  sein  des  fonctions 
de  plusieurs  variables,  des  maxima  et  minima  de  ces  mêmes  fonc- 
tions, et  des  applications  géométriques  du  Calcul  différentiel. 

M.  Lipschitz  donne  ensuite  les  règles  concernant  l'intégration 
des  fonctions  rationnelles  par  rapport  à  la  variable  d'intégration 
et  à  la  racine  carrée  d'un  polynôme  entier  par  rapport  à  cette 
même  variable,  etc.  Il  examine  le  cas  où  la  fonction  sous  le  signe 
d'intégration  devient  infinie,  où  les  limites  d'intégration  deviennent 
infinies,  les  conditions  sous  lesquelles  il  est  permis  de  diiférentier 
sous  le  signey*;  il  consacre  un  Chapitre  à  la  démonstration  du  théo- 
rème de  Lejeune-Dirichlet  sur  la  possibilité  de  développer  en  série 
de  Fourier  une  fonction  qui  n'a  qu'un  nombre  fini  de  discontinuités, 
de  maxima  et  de  minima.  La  considération  des  séries  trigonomé- 
trlques  fournit  l'occasion  d'expliquer  la  distinction  si  profonde,  in- 
troduite aussi  par  Lejeune-Dirichlet,  entre  les  séries  qui  con- 
vergent uniformément  et  celles  qui  ne  jouissent  pas  de  cette 
propriété. 

Leslecteurs  du  i9<///e^m(^)connaissent  l'ingénieuse  démonstra- 
tion que  M.  Lipschilz  a  donnée  de  Texistence  d'un  système  de  fonc- 
tions satisfaisant  à  un  système  d'équations  différentielles  du  premier 
ordre,  en  supposant  certaines  conditions  remplies.  Cette  démons- 
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tralion,  qui  e»t  de  nature  à  pénétrer  dans  renseignement,   avait 
une  place  marquée  dans  son  Livre. 

La  notion  d'intégrale  multiple  est  développée  avecles  détailsné^ 
cessaires  pour  la  rendre  claire  et  précise  ;  la  transformation  de  ces 
intégrales  est  traitée  au  double  point  de  vue  de  la  Géométrie  et  de 
FAnalyse.  Enfin  le  Chapitre  qui  termine  cette  première  Section 
est  consacré  à  l'inversion  d'un  svstème  de  fonctions. 

Quant  à  la  deuxième  Section  (p.  627-734),  on  y  trouvera  les 
principesde  la  théorie  des  variables  complexes. 


■   o 


SCUELL  (\V.).  —  Théorie  dkr  Bewegung  vsti  der  Krafte.  Zwciie  Aur- 
la«;c.  Il  Band.  —  1  vol.  in-8^  G18  pages.  Leipzig,  1880. 

Nous  avons  rendu  compte  récemment  (  *  )  du  premier  Volume  de 
la  seconde  édition  du  Traité  de  Mécanique  de  M.  Schell;  cette 
œuvre,  maintenant  complète,  rendra  assurément  les  plus  grands 
services  ;  en  la  comparant  à  la  première  édition,  on  voit  combien 
l'auteur  a  été  préoccupé  du  désir  de  ne  rien  omettre  d'important. 
Les  travaux  récents  de  M.  Bail  sur  la  dynamique  d'un  corps  solide, 
de  M.  Darboux  sur  l'équilibre  asiatique  lui  ont  fourni  de  nouveaux 
et  intéressants  Chapitres.  Les  améliorations  de  détail  sont  trop 
nombreuses  pour  être  relevées. 

Le  premier  Volume  était  consacré  à  la  Cinématique,  ce  mot 
étant  toutefois  entendu  dans  un  sens  plus  large  qu'on  ne  fait  d'ha- 
bitude :  le  second  roule  sur  la  Statique  et  la  Dynamique. 

Il  convient  de  faire  quelques  réserves  sur  la  façon  dont  l'auteur 
introduit  l'idée  de  masse  et  passe  de  la  notion  d'accélération  à 
celle  de  force  ;  au  surplus,  on  est  obligé  de  reconnaître  qu'il  y  a 
là  une  difficulté  qui  est  dans  le  fond  des  choses  et  que  jusqu'à 
présent  on  n'a  guère  résolue.  On  regrettera  peut-être  aussi  que, 
dans  un  Ouvrage  de  cette  nature,  habituellement  si  riche  en  ren- 
seignements de  toute  sorte,  le  problème  de  la  composition  des 
forces  appliquées  à  un  point  matériel  n'ait  pas  été  traité  avec  les 
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développements  qu*il  comporte  ;  sur  ce  point,  les  renseignements 
bibliographiques  eux-mêmes  font  défaut  :  c'est  là  un  reproche 
que,  d'habitude,  on  n'a  pas  à  faire  à  M.  Schell. 

L'étude  de  la  composition  des  rotations  ayant  été  faite  avec 
détail  dans  le  premier  Volume,  le  problème  analogue  de  la  réduc- 
tion d'un  système  de  forces  appliquées  à  un  corps  solide  libre  est 
traité  ici  brièvement;  toutefois,  l'auteur  trouve  là  l'occasion  na- 
turelle de  développer  quelques-uns  des  résultats  géométriques 
obtenus  par  M.  Sylvester  et  M.  Cayley  touchant  la  solution  de  ce 
problème  :  Trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que  n  droites  données  puissent  être  les  lignes  d^  action  de  n  forces 
qui  maintiennent  un  corps  solide  en  équilibre,  11  s'occupe  ensuite 
du  cas  où  l'on  a  affaire  à  un  corps  solide  ou  à  un  système  de 
corps  solides  dont  les  mouvements  possibles  doivent  satisfaire  à 
certaines  conditions;  il  donne  de  nombreuses  applications,  il  dé- 
veloppe particulièrement  la  théorie  du  polygone  funiculaire,  des 
ponts  suspendus,  des  chaînettes,  et  expose  en  détail  les  analogies 
entre  le  problème  de  l'équilibre  d'un  fil  flexible  et  celui  du  mou- 
vement d'un  point  matériel,  analogies  déjà  signalées  par  Galilée 
et  développées  parMobius.  Vient  ensuite  l'exposition  du  principe 
des  vitesses  virtuelles,  établi  successivement  dans  des  cas  de  plus 
en  plus  généraux,  éclairci  par  de  nombreux  exemples. 

Un  Chapitre  est  consacré  aux  recherches  de  M.  Bail  sur  la 
statique  d'un  corps  solide.  M.  Schell  propose  de  revenir  à  l'expres- 
sion dyname,  déjà  introduite  par  Pliicker,  pour  désigner  l'en- 
semble de  la  force  et  du  couple,  de  plan  normal  à  cette  force,  qui 
équivalent  à  l'ensemble  des  forces  appliquées  à  un  corps  solide, 
au  lieu  d'employer  les  mots  Wrench  et  JVinder,  proposés  par 
M.  Bail  et  M.  Fiedler  ;  l'élément  cinématique  correspondant  est  la 
vitesse  de  torsion  (ÏVindungsgesc/nvindigkeit),  A  chaque 
dyname,  ou  vitesse  de  torsion,  est  attaché  un  complexe  de  droites 
du  premier  ordre,  dont  l'axe  est  la  ligne  d'action  de  la  force  ou 
l'axe  instantané  du  mouvement  hélicoïdal,  et  dont  le  paramètre 
est  le  Ftippoil  de  l'axe  du  couple  à  la  force  ou,  dans  le  mouvement 
hélicoïdal,  de  la  vitesse  de  translation  à  la  vitesse  de  rotation. 
L'expression  symétrique  du  travail  d'un  dyname  relativement  à 
une  vitesse  de  torsion  virtuelle  et  la  surface  réglée  à  laquelle 
]A«  Cayley  a  donné  le  nom  de  cyliiidroïde,  et  qui  est  le  lieu  géo- 
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métrique  des  axes  des  complexes  du  premier  ordre  qui  admettent 
une  congruence  commune,  jouent  dans  la  théorie  de  M.  Bail  un 
rôle  fondamental. 

Le  travail  élémentaire  du  dyname  s^obtient  en  multipliant  la 
quantité 

(pa-hpp)  cosX  —  dsinXy 

où  p^j  pf  sont  les  paramètres  des  deux  complexes  relatifs  au 
dyname  et  à  la  vitesse  de  torsion,  X  et  e/Tangle  et  la  plus  courte 
distance  de  leurs  axes,  par  le  produit  par  dt  de  la  force  et  de  la 
vitesse  de  rotation;  lorsque  le  coef/icient virtuel {oxxV invariant) 

iPtL-hpp)  cosX  —  ^sinX 

des  deux  complexes  est  nul,  les  deux  complexes  sont  dits  en  invo- 
lution,  ou  encore  leurs  axes  (auxquels  on  doit  supposer,  comme 
dans  tout  ce  qui  suit,  que  les  paramètres  sont  attachés)  sont  dits 
réciproques.  La  considération  du  cylindroïde  conduit  à  une  règle 
simple  pour  la  composition  de  deux  dynames  ou  de  deux  vitesses 
de  torsion.  Lorsqu'un  axe  est  réciproque  à  deux  axes  donnés,  il 
est  réciproque  à  tous  les  axes  appartenant  au  cylindroïde  déter- 
miné par  les  deux  premiers. 

Lorsque  les  mouvements  possibles  d*un  corps  solide  doivent 
satisfaire  à  certaines  conditions,  il  ne  peut  pas  prendre  de  mouve- 
ment de  torsion  autour  d*un  axe  quelconque,  mais  autour  d'axes 
appartenant  à  un  certain  système  dont  la  nature  dépend  des  con- 
ditions imposées  et  qui  est  déterminé  quand  on  se  donne  un 
certain  nombre  de  ses  axes  (avec  leurs  paramètres);  le  nombre  s 
de  ces  axes  qui  déterminent  le  système  d'axes  de  la  nature  consi- 
dérée est  la  dimension  (Stu/e)  de  ce  système;  un  axe  réciproque 
à  s  axes  d'un  système  de  la  5**^"®  dimension  est  réciproque  à  tous 
les  axes  de  ce  système  ;  l'ensemble  de  tous  les  axes  réciproques 
aux  axes  d'un  système  de  dimension  s  constitue  un  svstème  d'axes 
de  la  dimension  6  —  s.  Tout  système  de  forces  équivalent  à  un 
dyname  dont  l'axe  appartient  au  système  réciproque  laisse  le  corps 
solide  en  équilibre.  Enfin  la  dimension  de  la  mobilité  d'un  système, 
ou,  si  Von  veut,  son  degré  de  liberté,  est  égal  à  la  dimension  du 
système  d'axes  autour  desquels  il  peut  prendre  un  mouvement 
hélicoïdal.  M.  Schcll  examine  chacun  des  degrés  de  liberté  pos- 
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sibies,  et   développe  les  propriétés  géométriques  et   mécaniques 
qui  correspondent  aux  différents  cas. 

Si  l'on  considère  un  corps  solide  auquel  des  forces  sont  appli- 
quées en  des  points  déterminés,  de  telle  façon  que,  si  le  corps 
vient  à  changer  de  position,  la  grandeur  et  la  direction  des  forces 
restent  invariables,  on  peut  se  proposer  d'étudier  les  conditions 
et  les  positions  d'équilibre  du  corps  solide,  etc.  Cette  étude  a  été 
l'objet  des  travaux  de  Môbius,  de  Mindinget  de  M.  Darboux;  elle 
est  liée  à  l'étude  de  la  stabilité  de  l'équilibre  d'un  corps  solide, 
dans  le  cas  où,  après  un  déplacement  infiniment  petit,  les  forces 
appliquées  aux  mêmes  points  du  corps  conservent  la  même  gran- 
deur et  la  même  direction  :  ce  dernier  problème  conduit  à  l'intro- 
duction du  virieL  M.  Schell  expose  avec  détail  les  principaux 
résultats  de  ces  diverses  recherches. 

La  théorie  de  l'attraction  et  du  potentiel  est  traitée  avec  les 
développements  qu'elle  comporte  :  on  trouvera  dans  ce  Chapitre, 
outre  de  nombreux  exemples,  le  résumé  des  recherches  géomé- 
triques et  analytiques  de  Chasles  et  de  Lejeune-Dirichlet  sur 
l'attraction  exercée  sur  un  point  par  un  ellipsoïde,  les  conditions 
analytiques  par  lesquelles  on  peut,  d'après  Dirichlet,  définir  le 
potentiel,  et  l'application  de  ces  conditions  à  la  vérification  de  la 
formule  qui  donne  le  potentiel  d'une  couche  ellipsoïdale. 

Enfin  la  première  Partie  se  termine  par  un  Chapitre  consacré 
au  frottement. 

La  seconde  Partie  comprend  la  dynamique  du  corps  solide  et 
des  systèmes,  la  dynamique  du  point  ayant  été  faite  dans  le  pre- 
mier Volume  sous  le  nom  de  Cinématique. 

Quatre  Chapitres  sont  consacrés  à  la  dynamique  du  corps  solide* 
Dans  les  deux  premiers,  l'auteur  s'occupe  de  la  réduction  des  forces 
instantanées  et  des  forces  du  premier  ordre  :  en  d'autres  termes, 
en  désignant  par  m  la  masse  d'un  des  points  invariablement  liés 
qui  constituent  le  corps  solide,  par  ç  eiy  les  segments  de  droite 
qui  figurent  sa  vitesse  et  son  accélération,  et  traitant,  par  exemple, 
les  segments  tels  que  mç  comme  des  forces  appliquées  au  corps 
solide,  il  se  propose  de  trouver  la  force  unique  et  le  couple  unique 
qui  peuvent  remplacer  l'ensemble  des  forces  me  ;  de  même  pour  les 
forces  iftj'.  Cette  réduction  le  conduit,  par  une  voie  naturelle, 
aux   propositions    fondamenlalcs   qui    concernent    le  mouvement 
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d'un  corps  solide  et  aux  équations  dont  ce  mouvement  dépend. 
Les  deux  Chapitres  suivants  sont  consacrés  aux  applications  les 
plus  connues,  touchant  le  mouvement  d'un  corps  solide  libre  ou 
soumis  à  certaines  liaisons  :  mouvement  dans  son  plan  d'une 
figure  plane  solide,  qui  n^est  soumise  à  aucune  force,  qui  est  sou- 
mise à  Faction  d^un  couple  constant  ou  de  la  pesanteur  ;  mouve- 
ment d'un  corps  solide  libre  (sans  forces  extérieures)  ;  mouvement 
d^un  corps  pesant,  ou  soumis  à  rinfluence  d'un  couple,  dans  le 
cas  où  Tellipsoïde  central  est  de  révolution  ;  pendule  composé  ; 
mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe  ;  mouvement 
d'une  sphère  sur  un  plan  horizontal,  d'un  cylindre  sur  un  plan 
gauche,  etc. 

L'exposition  concise  des  principaux  résultats  obtenus  par 
M.  Bail  sur  la  dynamique  du  corps  solide  a  été  rejetée  après  le 
développement  des  principes  généraux  de  la  dynamique  des 
systèmes. 

Le  développement  de  ces  principes  comprend  trois  Chapitres  : 
on  y  trouvera,  outre  les  propositions  élémentaires  qui  sont  la  base 
de  celte  théorie,  le  principe  de  Gauss  {Princip  des  kleinsten 
Zsvanges)j  le  théorème  dû  k  Newton  touchant  la  similitude  en 
Mécanique,  la  démonstration  due  à  Lejeune-Dirichlet  du  critérium 
de  la  stabilité  de  l'équilibre,  les  équations  générales  de  Lagrange 
avec  de  nombreuses  applications,  le  principe  d'Hamilton  et  le 
principe  de  la  moindre  action,  les  équations  canoniques  d'Ha- 
milton, la  réduction  aux  quadratures,  obtenue  par  Jacobi,  des 
problèmes  de  Dynamique  qui  ne  dépendent  que  de  deux  variables, 
lorsqu'il  existe  une  fonction  des  forces  et  que  l'on  connaît  une 
intégrale  des  équations  différentielles  autres  que  l'équation  des 
forces  vives. 

Enfin,  dans  le  dernier  Chapitre  sont  traités  quelques  problèmes 
relatifs  au  mouvement  d'un  système  variable  :  mouvement  d'une 
corde  vibrante;  mouvement  d'un  fluide  élastique  en  général  et 
dans  des  cas  particuliers,  dans  un  cylindre  limité  ou  illimité,  etc  ; 
mouvement  oscillatoire  dans  un  milieu  élastique  indéfini  ;  figure 
d'équilibre  d'une  masse  fluide  animée  d'un  mouvement  de  rotation. 
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DINI  (U.)-  —  Série  di  Fourier  e  altre  rappresentazioni  analiticbe  délie  fun- 
zioni  di  una  variabile  reale.  —  i  vol.  in-S",  328  p.  Pise,  1880. 

La  multitude  de  travaux,  dispersés  dans  des  Recueils  divers, 
qui,  pour  chaque  question  particulière,  va  sans  cesse  en  grandissant, 
rend  de  temps  en  temps  nécessaire  la  publication  d'un  Livre  qui 
réunisse  Tensemble  des  résultats  acquis  sur  cette  question,  et 
marque  en  quelque  sorte  une  étape  dans  le  progrès  incessant  des 
Mathématiques.  Par  sa  connaissance  approfondie  du  sujet,  comme 
par  ses  rechen^hes  personnelles,  M.  Dini  était  parfaitement  pré- 
paré pour  écrire  un  tel  Livre  sur  les  divers  modes  de  représentation 
analytique  d'une  fonction  arbitrairement  donnée  dans  un  intervalle 
déterminé.  Celui  qu'il  donne  au  public  se  distingue  par  une  re- 
cherche extrême  de  la  généralité  et  de  la  rigueur. 

Lejeune-Dirichlet  a  fondé,  comme  on  sait,  la  représentation 
d'une  telle  fonction  au  moyen  d'une  série  de  Fourier  sur  l'étude 
des  intégrales  définies 

J^    ^,    .  sinA,r  _           r    ri    \  sin/i.r  , 
fix]—. dxj       I    /['T]—. ax 

et  des  limites  vers  lesquelles  tendent  ces  intégrales  quand  h  aug- 
mente indéfiniment  par  des  valeurs  impaires.  Pénétrant  plus  avant 
dans  une  voie  déjà  ouverte  par  M.  P.  du  Bois-Reymond  (*), 
M.  Dini  étudie  les  intégrales  analogues 

f  f[.T]^[xJi)dx,        f  f{,r)^[.r,h)dx, 

OÙ  a,  b  sont  des  nombres  différents  de  zéro,  de  même  signe  et  habi- 
tuellement compris  entre  des  limites  déterminées,  et  oùy(x, /i) 
est  une  fonction  qui,  pour  toute  valeur  finie  de  A,  est,  dans  l'inter- 
valle considéré,  susceptible  d'intégration ,  qui  pour  x  différent  de 
zéro  reste  finie,  même  pour  h  infini,  qui  dans  le  voisinage  du 
pointa:  =  o,  à  droite  ou  à  gauche  suivant  que  a  est  positif  ou  né- 


(')  Journal  tU  llorchartlty   l.  79. 
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galîf,  prend  des  valeurs  d'autant  plus  grandes  que  h  est  plus  grand, 
telle  enfin  que,  pour  toutes  les  valeurs  considérées  de  a  et  de  i, 
on  ait 


lira    /     ^(jr,  h)  ri.r  =  o, 


a 

lim 


h 


lim    /     f{.r,  h)  fia^  =  G, 
=  «•/„ 


G  étant  une  quantité  déterminée,  finie,  différente  de  zéro  et  indé- 

pendante  de  a:  telles  sont  les  fonctions  —. — -^  he"^. rr-iy  etc. 

*^  '  sinx  '  1  -h  h*.T^ 

M.  Dini  parvient  ainsi,  par  la  généralisation  de  Tidée  de  Lejeune- 
Dirichlet,  à  fonder  une  méthode  uniforme  pour  trouver  une  infi- 
nité de  développements  (en  séries  de  fonctions  spéciales)  propres  à 
représenter  analytiquement  une  fonction  arbitrairement  donnée 
dans  un  intervalle  déterminé. 

Cette  méthode  est  fondée  sur  les  égalités 

(l)  lim     j    /{j:)f{jr,h)(ix^=o, 

[2]  lim     /    /(.r)y(.r, //)^.r=/(-ho)  lim    /     y ( -r, // )  </.r ; 

la  première  égalité  subsiste  toutes  les  fois  que,  de  a  à  £,  la  fomaion 
f(x)  reste  finie  et  susceptible  d'intégration^  quant  à  la  seconde, 
il  faut  tout  d'abord  quey  (-h  o)  ait  un  sens;  cette  condition  étant 
remplie  ainsi  que  les  précédentes,  elle  aura  toujours  lieu,  ainsi  que  Ta 
démontré  M.  du  Bois-Reymond,  si  la  fonction  cf  (x,  A),  outre  qu'elle 
satisfait  aux  conditions  générales  qui  lui  sont  toujours  imposées,  est 

telle  que  l'intégrale  /    <y<  (  j:,  A)  dx^  où  figure  la  valeur  absolue  ^1  de 

•/o 

la  fonction  y,  étendue  à  un  intervalle  o,  e  à  droite  du  point  o,  reste 
toujours  inférieure  à  un  nombre  fini,  lors  même  que  h  croît  indé- 
finiment. Si  la  fonction  cp(j:,  h)  n'est  pas  astreinte  à  cette  dernière 
condition,  la  formule  (2)  ne  subsiste  plus  pour  toutes  les  fonctions 
y(.r),  assujetties  seulement  à  être  finies  et  susceptibles  d'intégration; 
mais  il  existe  des  conditions  de  formes  très  diverses  et  qui  laissent 
encore  h  la  fonction /^(j?)  une  généralité  singulière  et  telles  que, 
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certain  triangle  PQS.  Si  le  point  (A,  B)  traverse  le  côté  PS,  la 
forme  F'  cesse  d'être  réduite,  et  une  nouvelle  substitution  fournit 
une  forme  F''  réduite  à  l'intérieur  du  triangle  PST.  Enfin,  si  1 


point  (A,  B)  traverse  le  côté  PT,  une  dernière  substitution  conduit 
à  une  forme  F*''  réduite  à  Tiiitérienr  du  triangle  PTU.  Nous  écrirons 
ainsi  cette  forme  F''' 


l^'3 


-f-  (//13-f- /«aA-f-  m'Bjfj—  t)^-h(n^-h  ft\A  -{-  n''^B]{z  —  t 


Or  il  arrive  que  Ton  a 


M 


i?3 

/'3 

^■3              '3 

///, 

tr 

// 

X                 / 

m 

1 

tr 

t»3 

h' 

''  ^         '3 

m' 

«r 

r>3 

1^\ 
h" 

^^3               '3 

//l 


n 


n. 


n 


n. 


n 


n 


Appelons  X  la  valeur  commune  des  premiers  rapports,  -  celle  des 

deuxièmes  et  -  celle  des  derniers  ^  on  voit  alors  que  la  forme  F'''  n'est 

autre  chose  que  la  forme  F,  dans  laquelle  on  a  remplacé  A  par  —  > 

B  par  —  j  et  qu'on  a  multipliée  par  X.  La  multiplication  par  X  n'in- 
tervient pas  dans  les  conditions  de  réduction,  et  l'on  voit  alors  que, 
si  F  est  réduit  quand  on  a  A  =  A|,  B  =  B|,  la  forme  F"''  sera  ré- 
duite quand  on  aura  A  =  A|  /ji,  B  =  B|  |u.  Le  triangle  dans  lequel  F'^' 
est  réduit  peut  donc  se  déduire  par  une  transformation  très  simple 
du  triangle  relatif  à  la  forme  F. 
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Si  Tou  applique  à  la  forme  F'"  la  substitution  par  laquelle  ou 
passe  de  la  forme  F  à  la  forme  F',  on  obtiendra  une  forme  F'^,  qui 
sera  réduite  dans  un  triangle  que  la  même  transformation  fournira, 
au  moyen  du  triangle  relatif  à  F'.  De  même  la  substitution  qui  mène 
de  F'  à  F",  appliquée  à  F'%  fournira  une  forme  F'',  réduite  dans  un 
triangle  qu'on  déduira  du  triangle  relatif  à  F'^  par  cette  même  trans- 
formation que  donne  le  changement  de  A  en  A/ji  et  de  B  en  Bv.  En 
continuant  ainsi,  on  obtiendra  une  série  indéfinie  de  triangles  for- 
mant une  chaîne  dans  le  plan  des  coordonnées,  et,  si  le  point  (  A,  B) 
se  meut  indéfiniment  à  l'intérieur  de  cette  chaîne,  les  formes  réduites 
nîlatives  aux  différentes  positions  de  (A,  B)  s'obtiendront  toutes  en 
employant  périodiquement  et  indéfiniment  les  substitutions  qui 
conduisent  de  F  à  F',  F''  et  F"',  ou  les  substitutions  inverses  de 
celles-ci,  si  Ton  parcourt  la  chaîne  en  sens  inverse. 

Mais  la  chaîne  de  triangles  obtenue  par  cette  période  de  substi- 
tutions ne  couvrira  pas  entièrement  le  plan. 

Si  le  point  (A,  B),  d'abord  situé  dans  le  triangle  PQR,  traverse 
le  côté  PR,  la  forme  F  cesse  d*ètre  réduite,  et  une  certaine  substi- 
tution conduira  à  une  forme  F|,  réduite  dans  un  nouveau  triangle, 
et,  en  poursuivant  la  même  marche  que  plus  haut,  on  arriverait  à 
trouver  une  deuxième  chaîne  de  triangles,  engendrée  par  Temploi 
périodique  et  indéfiniment  répété  de  trois  nouvelles  substitutions. 

Ainsi  apparaissent,  dans  cette  théorie,  deux  périodes  de  substi- 
tutions. Au  lieu  de  prendre  le  triangle  P(^R  pour  origine  des  deux 
chaînes,  on  pourrait  prendre  un  (|uelconque  des  triangU^,  déjà  ob- 
tenus, et  Von  verrait  faeil(îment  qu'on  couvrirait  le  plan  dun  réseau 
de  triangles.  L'élude  de  ce  réseau  conduit  au  résultat  suivant. 

Qu'on  imagine  un  carrelage  hexagonal  et  qu'on  inscrive  dans 
chaque  hexagone  un  triangle-,  on  obtiendra  la  représentation  sui- 
vante, où,  pour  simplifier,  nous  figurerons  les  hexagones  égaux  et 
réguliers,  bien  qu'ils  soient,  en  réalité,  inégaux  et  irréguliers. 

Les  formes  relatives  à  un  point  quelconque  du  plan  peuvent 
toutes  être  déduites  de  quatre  formels  fondaiinnitales  qui  sont  les 
formes  relatives  aux  quatre  triangles  inscrits  dans  un  quelconque 
des  hexagones  qui  couvrent  le  plan.  iNous  prendrons  par  exemple, 
pour  formes  fondamentales,  les  (ormes  /o, /<,/o,  /i.  Nous  avons 
r»crit  /i  dans  le  triangle  relatif  à  la  forme  /,',,  /i  dans  le  triangle 
relatif  à  la  formeyi,  <*t  ainsi  de  suite.  La  subslituti(Mi  «jui  ronduil 
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dej'o  kfi  est  aussi  celle  qui  conduirait  de  cp©  à  cp^,  de  ç^  à  Çp  de 
ij^o  à  ^1,  . . . ,  et,  en  général,  la  même  substitution  lie  les  formes 
adëctées  des  mêmes  indices  dans  chaque  hexagone. 

Il  en  résulte  que,  les  formes  afïectées  de  Tindice  zéro  étant  ob- 
tenues, il  sera  facile  d'obtenir  toutes  les  autres  au  moyen  des  sub- 
stitutions qui  font  passer  de/i  ^fh-^f^  ou/i- 


Appelons  S  l'ensemble  des  substitutions  par  lesquelles  ou  passe 
de/o  à  /i,  puis  à  ^ 3  et  à  cpo?  c'est-à-dire  la  substitution  par  laquelle 
on  passerait  directement  dey*o  à  fo?  on  trouve  que  cette  même  sub- 
stitution permet  aussi  de  passer  de  9^  à/i,  c'est-à-dire  que  la  sub- 
stitution inverse  de  S,  que  nous  désignerons  par  S"*,  conduirait  de 
,/o  «  9o'  ^^  ^^  même  j^J,  et  ^\  se  déduiraient  de/i  par  des  substi- 
tutions inverses  de  celles  qui  permettent  d'obtenir  j^©  ^^  ^o»  Soit  T 
la  substitution  qui  conduit  àefo  à  ^O)  on  trouve  alors  qu'on  ob- 
tient -/^o  en  appliquant  àyi  la  substitution  T~*  suivie  de  la  substi- 
tution S""* .  De  sorte  qu'il  n'y  a  en  réalité  que  deux  séries  de  sub- 
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stitutions,  celles  qui  conduisent  de  fo  à  (po  cii  passant  par  y^  et  cps, 
et  celles  qui  conduisent  de  fo  à  (fo  en  passant  par^i  et  ^2-  Une 
forme  relative  à  un  point  quelconque  du  plan  peut  être  déduite  des 
formes  fondamentales  yi,  ^1,^2 7 /s  en  répétant,  dans  un  certain 
ordre,  ces  deux  séries  de  substitutions,  car,  ces  deux  séries  de  sub- 
stitutions permettant  d'entourer  Thexagone  fondamental  yi^iy^yi 
de  six  nouveaux  hexagones,  on  voit  qu'en  partant  d'un  des  hexa- 
gones déjà  obtenus  on  couvrirait  le  plan  d'un  réseau  hexagonal 
indéfini. 

Ainsi  les  irrationnelles  relatives  à  des  équations  dont  les  trois 
racines  sont  réelles  conduiront  à  des  formes  ternaires  dont  la  réduc- 
tion indéGnie  s'opère  au  moyen  de  deux  périodes  de  substitutions, 
et,  si  l'analogie  avec  les  fractions  continues  est  manifeste,  la  double 
périodicité  marque  aussi  la  différence  entre  les  irrationnelles  du 
second  degré  et  les  irrationnelles  du  troisième. 

Dans  l'exemple  précédent,  les  polygones  limitatifs  des  formes 
réduites  sont  des  triangles.  M.  Charve  donne  d'autres  exemples  où 
s  offrent  des  quadrilatères,  et,  dans  le  cas  général ,  les  polygones 
limitatifs  sont  des  hexagones. 

Mais,  dans  tous  les  cas,  M.  Charve  montre  qu'il  y  aura  toujours 
deux  et  seulement  deux  périodes  de  substitutions,  permettant  d'ob- 
tenir toutes  les  formes  réduites  au  moyen  d'un  certain  nombre  de 
formes  fondamentales  réduites. 

Le  travail  que  nous  analysons  se  termine  par  une;  application  de 
la  théorie  précédente  aux  unités  complexes  formées  avec  les  ra- 
cines d'équations  du  troisième  degré  à  coefficients  entiers,  le  coef- 
ficient du  premier  terme  étant  l'unité. 

M.  Charve  démontre  que  ,  pour  les  équations  n'ayant  qu'une 
racine  réelle,  les  unités  complexes  sont  des  puissances  entières 
positives  ou  négatives  d'une  certaine  unité  complexe,  et,  pour  les 
équations  dont  les  trois  racines  sont  réelles,  les  unités  complexes 
peuvent  toutes  être  formées  par  le  produit  des  puissances  entières 
positives  ou  négatives  de  deux  d'entre  elles. 


ai  rKEMIKUK   PAUTIK. 


FAVARO  (Prof.  Antonio).  —  Inedita  Galilkiana.  Frammenli  tratti  dalla 
Biblioteca  nazionale  fli  Firenze.  —  Venezia,  tipografia  di  Giuseppe  An- 
lonelli,  1880;  143  pages,  i  pi. 

11  y  a  quelque  temps,  M.  Favarf>,  dont  les  travaux  sur  l'hisloire 
des  sciences  exactes  sont  connus  et  appréciés  de  tous  les  savants, 
annonça  dans  une  petite  brochure  qu'il  pensait  publier  bientôt  des 
Communications  sur  des  manuscrits  encore  inédits  de  Galilée. 
Celte  nouvelle  dut  paraître  d'autant  plus  étonnante,  qu'il  était  uni- 
versellement admis  que  tous  les  fragments  de  cette  nature  avaient 
été  insérés  dans  la  célèbre  édition  complète  d'Albèri. 

L'écrit  d'une  certaine  étendue  que  nous  avons  sous  les  yeux,  et 
qui  est  un  tirage  à  part,  extrait  des  A  tti  del  B,  Istituto  Veneto, 
réalise  pourtant  de  tout  point  la  promesse  de  l'éditeur.  M.  Favaro 
a  compulsé  avec  soin  les  deux  cent  quatre-vingt-treize  volumes  de 
la  Bibliothèfque  nationale  de  Florence  qui,  outre  les  manuscrits 
proprement  dits  du  maître  et  des  exemplaires  de  ses  œuvres  impri- 
mées, contiennent  encore  tous  les  écrits  possibles  se  rapportante 
lui  et  à  son  école,  et  il  a  reconnu  que  sous  Tordre  merveilleux  qui 
semble  régner  dans  le  Catalogue  de  cette  Collection  se  cachent  cer- 
taines irrégularités,  en  conséquence  desquelles  un  grand  nombre 
de  fragments  sont  restés  inaperçus.  Ainsi  il  nous  fait  connaître 
d'abord  le  Proœmium  inédit  de  la  Notice  historique  de  Viviani 
sur  Galilée,  dans  lequel  on  remarque  cette  circonstance  peu  con- 
nue que  le  grand  physicien  portait  le  plus  vif  intérêt  à  l'Agricul- 
ture et  à  la  pratique  rationnelle  de  cet  art.  Les  études  sorties  de  la 
plume  même  de  Galilée  et  que  M.  Favaro  nous  fait  connaître  sont 
de  trois  espèces  différentes,  hydrostatiques,  géométriques  et  hydro- 
tethniques.  Dans  un  Appendice,  non  encore  imprimé,  à  la  Bilan- 
cetta,  on  trouve  des  indications  étendues  sur  la  perte  de  poids  des 
substances  les  plus  diverses  dans  l'eau  ;  ces  déterminations  de  poids 
spécifiques,  où  l'on  aperçoit  évidemment  les  efforts  de  l'auteur  pour 
atteindre  la  plus  grande  exactitude,  ne  peuvent  qu'être  du  plus  haut 
intérêt  pour  l'histoire  de  la  Physique.  Viennent  ensuite  certaines 
constructions  et  propositions  de  Géométrie  élémentaire,  auxquelles 
Galilée  avait  l'habitude  de  renvoyer,  dans  ses  célèbres  Leçons  sur 
la  fortification.  Il  est  à  remarquer  que,  pour  le  pentagone  régulier, 
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il  reproduil  la  conslriiclion  au  moyen  d'une  seule  ouverture  de 
compas  que  Chasles  (  *  )  allribue  à  Albert  Diirer  ;  que,  pour  l'hepta- 
gone régulier,  il  enseigne  la  construction  approximative  d'Aboul 
Wefà  (*);  qu'enfin  il  fait  voir  aussi  comment  un  polygone  régu- 
lier de  n  côtés,  que  l'on  sait  déjà  inscrire  dans  un  cercle,  peut  être 
construit  sur  un  côté  donné.  Le  théorème,  presque  évident  d'ail- 
leurs, qu'i//i  triangle  construit  sur  r hypoténuse  dUin  triangle 
rectangle  équivaut  à-  la  somme  de  deux  triangles  semblables 
construits  sur  les  deux  autres  côtés  est  donné  avec  une  démonstra- 
tion très  élégante,  visiblement  calquée  sur  celle  que  donne  Euclide 
du  théorème  de  Pylhagore.  On  trouve  encore  dans  cet  écrit  quelques 
remarques  sur  le  nivellement.  Eu  troisième  lieu,  enfin,  l'éditeur  nous 
fait  connaître  un  Rapport  rédigé  par  Galilée  sur  l'amélioration  de 
la  rivière  du  Bisenzio,  et  dont  on  ne  possédait  jusqu'ici  qu'une  par- 
tic;  cette  pièce  est  d'une  véritable  importance  au  point  de  vue  de 
THydraulique.  Dans  un  Appendice,  on  trouve  une  Lettre  auto- 
graphe, adressée  probablement  à  Cloli,  ainsi  que  des  matériaux 
nouvellement  découverts  pour  Thistoire  de  Galilée.  Ces  nouveaux 
documents  sont  particulièrement  intéressants  pour  Thistoire  de  la 
première  horloge  à  pendule. 

Nous  croyons  pouvoir  conclure,  de  quelques  indications  de  l'édi- 
teur, que  ses  recherches  sur  les  fragments  de  Galilée  ne  sont  pas 
encore  près  d'être  terminées.  Nous  souhaitons  à  cette  entreprise 
méritoire  une  continuation  de  succès,  et  nous  ne  doutons  pas  que 
nos  \œu\  ne  soient  partagés  par  tous  ceux  qui  s'intéressent  à  la 
Science   historique.  S.  G. 


MÉLANGES. 

SUR  LE  PROBLÈME  DES  BŒUFS  D'ARGHIMËDE; 
Par  m.  PAUL  TANNERV. 

En  1^7.3,  Lcssing  fit  connailro,  d'après  un  manuscrit  de  la  bi- 


{*  )  .-iperçti  htston'f/tie,  p.  â3()  (edit.  alleniuiiilc,  p.  <3'|'")* 

'.  *;  Caxtob.   f-'oriesiin^rn  i'tber  Geschichte  dcr  Mathfitnatik,  1.  I,  p.  i)\*). 
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bliothèque  de  Wolfenbûttel,  une  épigraiume  grecque  donuaiU, 
en  quaranle-quatre  vers,  renoncé  d'un  problème  d'Analyse  indé- 
terminée qu'Archîmède  auraîl,  dans  une  Lettre  à  Ératosthènes, 
proposé  aux  géomètres  alexandrins. 

Il  s'agit  de  calculer  le  nombre  des  bœufs  du  Soleil,  distingués  en 
quatre  troupeaux^  de  couleurs  blanche,  noire,  rousse  et  mêlée. 
D'après  les  notations  modernes,  les  nombres  X,  •/,Ç,  fx  des  taureaux 
de  ces  quatre  troupeaux  et  ceux  V,  x',  g',  fi!  des  vaches  doivent 
satisfaire  auxneuf  équations  suivantes,  qui  contiennent  deux  autres 
indéterminées,  p  et  q  : 


I 

4 


(•)      >  =  (î  +  5)''  +  5'  (4!      v=(i. 

(8)    X  +  x=/>S  (9)        i,^  +  ',  =  lSS±lL 

La  solution  du  système  formé  par  les  sept  premières  conditions 
n'offre  aucune  difficulté;  elle  donne  les  huit  inconnues  ronmie 
multiples  d'une  même  indéterminée  jr,  par  des  coefficients  qui  ont 
d'ailleurs  de  huit  à  neuf  chiffres.  Cette  indéterminée  est  supposée 
égale  à  8o  dans  les  nombres  donnés  par  une  scolie  qui  accompa- 
gnait l'épigramme  dans  le  manuscrit  et  que  Lessing  a  également 
publiée. 

Mais  ces  nombres  ne  satisfont  à  aucune  des  deux  dernières  équa- 
tions, qui  conduisent  à  une  équation  de  Pell  dont  la  solution  nu- 
mérique est  matériellement  impossible,  eu  égard  à  la  longueur  des 
calculs  qu'elle  entraînerait. 

L'examen  du  problème  «  des  bœufs  »•  et  la  question  de  son  authen- 
ticité, en  tant  qu'il  est  attribué  à  Archiniède,  ont  fait,  en  Alle- 
magne, l'objet  d'assez  nombreux  travaux  (Leiste,  Struve,  Klùgel, 
Hermann,  Wurm,  Nesselmann,  Heiberg):  Gauss  lui-même  parait 
l'avoir  traité  à  fond,  mais  il  n'a  rien  publié  à  ce  sujet.  F^n  France, 
il  n\   a   guère  que  Vincent  [Xoiivelles   .innalcs  dr  Mathêma^ 


MÉLANGES.  a; 

tiques,  l.  XIV,  XV)  qui  s'en  soit  occupé-,  mais  il  ne  considère 
comme  authentiques  que  les  trois  premières  conditions,  et  rejette 
toutes  les  autres,  comme  ajoutées  par  des  mains  relativement  mo- 
dernes. 

Le  Zeitschrift  fur  Mathematik  und  Phjsik  vient  de  publier 
(t.  XXV,  1880,  Historisch'literarische  Abtheilung,  p.  iai-i36 
et  153-171),  de  B.  Krumbiegel  pour  la  partie  philologique,  de 
A.  Amlhor  pour  la  partie  mathématique,  une  nouvelle  étude  sur  le 
Dos  Problenia  boifinum  des  Archimedes.  On  doit,  à  notre  sens,  la 
considérer  comme  définitive. 

Sur  la  question  de  Tauthenticité,  les  conclusions  de  cette  étude 
représentent  exactement  l'opinion  que  nous  avons  déjà  eu  Tocca- 
sien  d'émettre  ailleurs  (*),  à  savoir  que,  dans  sa  forme  actuelle, 
1  epigramme  est  probablement  postérieure  à  Archimède,  mais  que, 
quant  au  problème  lui-même,  il  est  non  seulement  très  possible, 
mais  encore  très  vraisemblable  qu'il  est  réellement  du  au  célèbre 
géomètre  de  Syracuse. 

Sans  répéter  l'argumentation  très  serrée  du  D"" Krumbiegel,  je  me 
contenterai  d'y  ajouter  les  deux  remarques  que  j'ai  faites  sur  cette 
question. 

L'une  est  que  le  passage  du  Scoliaste  de  Platon  sur  le  Charmide, 
qu'Hermann  a  signalé  le  premier  comme  parlant  de  ce  quArchi- 
mède  a  appelé  le  problème  des  bœu/s,  parait  copié  d'un  Ouvrage 
de  Geminus,  mathématicien  vivant  au  i*' siècle  avant  notre  ère; 
on  le  reconnaît  en  comparant  les  extraits  de  Gcniinus,  faits  par 
Proclus  dans  ses  Commentaires  sur  le  premier  Lii^re  des  Eléments 
d'Euclidcy  avec  ceux  qu'a  recueillis  l'anonyme  delà  Collection  hé- 
ronienne  (éd.  Hultsch,  p.  a48),  et  où  se  retrouve  le  passage  en 
question. 

Notre  seconde  remarque  est  que  la  proposition  d'un  problème 
impossible  comme  celui  des  bœufs  concorde,  comme  trait  de 
caractère  chez  Archimède,  avec  l'énoncé  qu'il  se  vante  (Préface  du 
Traité  des  Spirales)  d'avoir  fait  de  théorèmes  faux  dans  une  Lettre 
à  Conon,  dans  le  but  de  convaincre  de  mensonge  les  géomètres  qui 
auraient  prétendu  en  avoir  trouvé  les  démonstrations. 


'  ')  Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  physiques  et  ttatnr elles  de  Bordeaux^  l.  111^ 
2*  série,  dans  noire  essai  sur  V Arithmétique  dex  Grecs  dan^  Pnppuf. 
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Nous  allons  parler  plus  longuement  des  intéressants  résultats 
obtenus  par  le  D*"  Amllior. 

Soit  X  rindétermînéc  qui  reste  après  la  solution  du  système  des 
sept  premières  équalidns;  hîs  deux  dernières  sont  satisfaites  en  po- 
sant 

X  z=:  3 . 1 1 .  29 .  4657  j*, 

274-1  =  r, 

2.4657       r     =     Uy 

et  en  résolvant  l'équation  de  Pell 

(10)  /-  —  2 . 3 . 7 . 1 1 .  9g .  353  /l*  =r  I , 

de  façon  que 

(11)  «^o     (mod.2.4657  ). 

M.  Amtlior  commence  par  chercher  la  plus  petite  solution 
(r<,  w,)  de  Téquation  (10)  •,  la  racine  du  déterminant  se  développe 
en  une  fraction  continue  dont  la  période  régulière  a  91  termes;  il 
calcule  t| ,  qui  a  4^  figures,  et  ji^  ^^^  en  a  4 1  • 

Ces  calculs,  quoique  fastidieux,  ne  sont  pas  exorbitants.  Dans  uu 
essai  en  cours  d'impression  sur  la  Mesure  du  cercle  d'Archi- 
mède  (  *  ),  j'ai  exposé  comme  pouvant  être  connue  du  géomètre  de 
Syracuse  une  méthode  de  calculs  analogues  à  ceux  qu'entraîne  le 
développement  en  fractions  continues.  M'étant  proposé,  k  cette  oc- 
casion, de  traiter  Téquation  (10),  je  suis  arrivé  à  une  période  de 
58  termes,  et  j'ai  admis  que  le  calcul  de  ces  termes  n'eût  été  qu'un 
jeu  pour  Archimède.  Je  ne  puis  croire,  à  la  vérité,  qu'il  ait  eu  la 
patience  de  calculer  tt  et  Mi,  comme  l'a  fait  M.  Amthor^  mais  qui 
a  lu  V Arénaire  ne  peut  douter  que,  ayant  les  éléments  de  la  pé- 
riode, Archimède  ne  fut  eu  état  de  déterminer  l'ordre  (pour  nous 
le  nombre  des  figures)  de  ces  inconnues  avec  une  approximation 
suffisante  pour  son  but  probable,  la  composition  d'un  problème 
qui  rebul/it  tout  calculateur. 

Quant  à  satisfaire  à  la  condition  (i  i),  il  ne  me  parait  guère  su|>- 
posable  qu' Archimède  se  soit  préoccupé  de  savoir  quel  surcroit  de 


('  )  Il  sera  publié  dans  le  tome  iV  (•»'  série)  îles  Mémoires  île  la  Société  des  Sciences 
l>hysi<ines  vt  naturelles  de  liordenitj . 
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besogne  die  eut  imposé  ;  mais  iJ  ii'<îii  est  pas  moins  intéressant  de 
voir,  avec  M.  Âuitlior.  à  quels  nombres  cilrayants  elle  conduit. 

Le    persévérant  calculateur    allemand    commence    par    établir 
quelques  lemmes  sur  Téquation  de  Pell  V^  —  D/i-  =  i. 

1.  Soit  [tm-iUm)   la  solution   dérivant  du  développement  de  la 
puissance  m  de  i|  4- 1/|  y^D,  en  sorte  que 


on  a  en  général 


et  en  particulier 


^'m-^n  -—  '«  "/«  "~*~  hii  ^^n  > 
^«1  =  tl,  -^-  <  ï>. 


2.  Si  Ton  cherche  toutes  les  valeurs  de  i/ satisfaisant  «à  l'équa- 
tion de  Pell  et  divisibles  par  M,  supposé  premier,  elles  sont  com- 
prises  sous  la  forme  i/«f,  i/^  étant  la  plus  petite  d'entre  elles,  et  a 
étaut  im  nombre  entier  quelconque. 

3.  Si  M  ne  divise  pasD,  ni  f|,  ni  Ui,  on  a 

/ji_,^i,     i/y_,^o       mod.  Ml, 

ou 

rj|^.,^i,     //||_^,^c»     (mod.  Ml, 

suivant  que  D  est  ou  non  résidu  quadratique  par  rapport  au  pre- 
mier M. 

4.  Par  conséquent,  pour  trouver  p,Wp  étant  la  plus  petite  valeur 
de  u  satisfaisant  à  Téquation  de  Pell  et  divisibh»  par  M,  il  suffit 
d'essayer  les  diviseurs  de  M  —  i  ou  ceux  de  iNI  -f-  i ,  suivant  le  cas; 
les  calculs  sont  facilités  par  l'emploi  du  lemmc  1. 

Pour  satisfaire  à  la  condition  (i  i),  il  n'y  a  pas  à  s'inquiéter  du 

facteur  a,  car  il  divise  déjà  i/j;  quant  aupr(îmier4657,  D  =  479.9494 

est  non  résidu  quadratique  par  rapport  à  lui.  11  faut  donc  essayer 

les  diviseurs  de 

'{(558  =  9.17. 137. 
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En  calculant  les  résidus  de  f ,  u  par  rapport  au  module  4^5j^  on 
trouve  que  la  plus  petite  solution  satisfaisant  à  la  condition  (ii) 
est 

M.  Amthor  se  sert  ensuite  des  logarithmes  pour  déterminer  le 
nombre  des  chiffres  et,  par  quelques  remarques  simples,  établit  que 
le  nombre  des  bœufs  du  Soleil,  d'après  la  solution  minima,  a 
206545  figures. 

Il  suffit  de  remarquer  qu'une  page  d'une  Table  de  logarithmes  de 
Callet  ne  contenant  guère  que  2D00  chiffres,  il  faudrait,  à  ce  for- 
mat, un  Volume  de  ^44  pages  pour  imprimer  les  neuf  nombres, 
partiels  et  total,  demandés  par  Tépigramme. 

Quant  à  l'énormilé  de  pareils  nombres,  eu  égard  à  nos  moyens 
de  mesure,  elle  dépasse  absolument  l'imagination*,  mais  ils  sont  en- 
core bien  loin  d'atteindre  la  limite  de  la  première  période  de  la 
numération    proposée    par    Archimède    dans     VArénaire^     soit 

IqBOOOOOOOO^ 


LETTRE  ADRESSÉE  A  M.  HERMITE; 
Par  m.  Ad.  STEEN. 

Monsieur, 

Permettez-moi  de  vous  présenter  encore  une  intégration  par  in- 
tégrale définie,  cette  fois  d'une  équation  diflërentielle  que  personne 
n'a  encore  traitée,  que  je  sache.  Quoique  la  méthode  que  j'ai  em- 
ployée dans  ma  Lettre  du  mois  d'août  m'ait  paru  très  exception- 
nelle, c'est  pourtant  essentiellement  la  même  dont  je  me  suis  servi 
ici.  Voilà  pourquoi  je  nourris  l'espoir  de  pouvoir  l'appliquer  désor- 
mais plus  amplement.  Elle  est  brièvement  caractérisée  ainsi  :  par 
des  transformations  successives,  soit  par  exemple  des  différentiations 
ou  des  substitutions,  on  arrive  à  une  équation  intégrable,  puis  on 
remonte  à  l'intégration  de  la  proposée  par  des  intégrales  multiples 
qu'il  faut  en  dernier  lieu  changer  en  une  intégrale  définie.  Quoique 
les  transformations  des  deux  cas  traités  jusqu'à  ce  jour  pro- 
duisent une  équation  intégrable  seulement  pour  certaines  valeurs 
des  constantes,  il  en  a  pourtant  réussi  l'intégration  finale  pour 
presque  toutes  les  valeurs  de  ces  constantes. 
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on  trouv<î 

2=—!-^^ P, 

a.r 

ce  qui  rend  à  réqualion  de  ç'  la  forme 


/'  -t-  1  -y.     ^ P  1  «•  -h  r.v  =  o, 


quî  a  Tintégrale  particulière 

'=^      '    d.        ' 

dépendante  de  celle  de  (  i  ). 

Par  cette  méthode  ou  tire  des  intégrales  connues  de  Téquatiou 

facilement  celles  de 

X 

puis  celles  de 


i,^4--/±flî,.  —  o, 


X 


et  Ton  parvient  généralement  à  Tintégration  de 

jn 

p  étant  un  nombre  positif  entier. 

2.  Appliquons  la  méthode  aux  équations 

(3)  ^  ^ 

pour  lesquelles  on  a 


Si  Ton  peut  faire  ici 


I 


ri./u        9        Jr  -T 

ac         .T        p 
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il  faut  que  Téquation 


ou  bien  celle  qui  en  est  tirée  par  difTérentiation, 

soil  identique^  a  et  |6  sont  donc  déterminés  par  les  équations 

(  rt  —  «  )  (  «  -M  )  =:  O, 
.  /  I  I  \         «  —  « 

mais,  le  nombre  des  équations  surpassant  celui  des  inconnues,  il 
n'est  pas  généralement  possible  d'eflectuer  l'intégration,  quels  que 
soient  a  et  b. 

Sans  entrer  dans  plus  de  détails,  il  suffit  ici  d'indiquer  les  deux 
formes  suivantes  de  la  première  équation  (3),  dont  on  peut  trouver 
les  intégrales,  savoir 


1  ''  —     — h       —  ) j^'  4-  r)  =z  o     avec  1  intégrale     >  =  .i- -h  i 

(a  (^r     \     , 

y"  — 1 )  )  '  -h  rj  =  o  •. 

\  ./•        a  —  I  /  * 


î 


vr=e""  ■" 


Il  s'ensuit  pour 


— h        -     ](''-+- Cl' =  o     rintégralr     r^zz.i^-"r*   , 

^        (a  c.r    \    , 

\j:        n  —  lj 


I  —  // 


Maintenant,  il  y  a  lieu  de  chercher  si  une  forme  algébrique  res- 
semblant à  celle  de  deux  de  ces  dernières  intégrales  convient  à 
des  équations  plus  générales  des  formes  (3).  En  effet,  on  trouve 

/?////.  d^s  Sciençet  mathém.^  2'  Série,  t.  V.  (Janvier  iftSi.) 


et 
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sans  difticulu'?  les  équations 

intégrées  par  des  polynômes  en  x  des  degrés  2^  et  a  -f-  ap  +  i  res- 
pectivement, ou  plutôt  en  x^  des  degrés  ^  et  ^(a  -H  2/>  -f-  1). 

3.  Les  derniers  résultats  nous  mettent  sur  une  nouvelle  voie  qui 
mène  à  l'intégration  des  équations  (3),  car  on  voit  que 

où  3,  est  un  polynôme  en  j:^  du  degré  p  —  1  ou  ^  (a  -h  2/;  —  i ).  On 

a  donc 

(i.tu       I        3', 

€fx         .r        Zi 

par  conséquent 


1  udx  =  (  «  —  >  — T  )  ^'  —  ^'»  *'^* 


qui  conduit  a  Téquation 

—  9.       j:  \   ,        bc  —  2 


/  n  —  9.        j:  \   , 


5i=0. 


Or,   si  bc=z  2/7,  ^  entier  positif,  la  série  suivante  de  substitu- 
tions 

» I  »      

Zj »*2j,        *,  «^^S»        •••»        2/»-l ^^p 

aboutira  «1  Téquation 


-( 

ce  qui  donne 

•- 
partant 

1=    I  .rr/x   i  jcdr,  .  .    I  J-dlr   l  x^^^Pe^^  dz. 

Pour  faciliter  la  transformation  de  cette  expression,  qui  exige />  -|- 1 
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intégrations,  posons  x^  =  ty  de  sorte  qu'on  ait 


On  a  omis  le  polynôme  en  x^  du  degré  p  provenant  par  les  con- 
stantes des  intégrations,  parce  qu'il  faut  déterminer  k  de  façon  que 
ce  polynôme  puissere  présenter  Tintégrale particulière  de  l'article  2. 

Mais  laissons  de  côté  ce  détail  et  cherchons  directement  Tinté- 
graledela  première  des  équations  (3),  en  faisant  dans  l'intégrale 
déjà  définie  ap  =  bc  et  en  omettant  son  coefficient  constant, 
c'est-à-dire  supposons 


r=  /     (  '*      -^'"  "     *      -'^ 


11  faut  donc  trouver  une  valeur  de  A'  qui  satisfasse  à  Téquation 


l  /•'*  *  lu'—         *t  —  f>f^*       J 


a  —  hc — I      « 


XJ-*  I  a  —  Uv  ~- 1     ^ 

^  ««  I         /f  —  /«• — I     « 

^  k 

La  dernière  intégrale  se  change  facilement  en 


cx^ 


b 


f*  ^t,c—l I  -iH—f       - 


dy.^ 


dont  le  premier  terme  s'évanouit  avec  l'avant-dernier  de  l'équa- 
tion (4)- 

Puis  on  a,  par  une  intégration  par  parties, 

j|-t  I  .  /i  —/»«•-+- 1       a 


.'x'-ai^'"^    '«       '        tr^'drA 


r 

[I   _       « — />«•  *- 1    «  "i-** 

«^    A 
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dont   le    premier   terme  s'évanouit   si    ic^  2  et    A=  —  oo  ^   le 
deuxième,  multiplié  par  —  c,  se  réduit  avec  la  première  de  (4)  à 

a  —  hc  —  I       « 


Après  ces  réductions,  il  ne  reste  dans  l'équation  (4)  que  cette 
dernière  intégrale,  dont  le  coefficient 

bc(bc  —  2 )  -^  bc[i  —  a)  -^  bc{a  —  bc  -f-  1  ) 

est  évidemment  égal  à  zéro. 
Donc  r équation 


^■"-{^i^jy-^'->-='' 


a  pour  bc^  2  l'intégrale  particulière 


fx^  I.       a  —  bc  —  1      « 


et  l'o'ii  en  tire  pour  l'équation 


l' intégrale 


.1*  .1*      f%.v'  \  ,  a  —  ùc—i       « 


Voilà,  iVlonsieur,  les  choses  élémentaires  dont  je  vous  importune 
aujourd'hui.  Je  ne  suis  pas  sans  espoir  d'entendre  quelque  jour 
votre  opinion  là-dessus.  Je  serais  assez  heureux  si  ce  petit  travail 
vous  plaisait  aussi  bien  que  le  précédent. 

Recevez,  Monsieur,  l'expression  de  la  plus  haute  considération 
de  votre  confrère  dévoué.  Ad.  Steen. 
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SUR  LA  SOMBIATION  DES  NOMBRES  ^  ; 
Par  m.  JOSEPH  PKROTT. 

Soit  h  un  nombre  entier  quelconque;  on  désigne  par  o[h)  le 
nombre  qui  indique  combien  il  y  a  de  nombres  premiers  à  h  et  non 
supérieurs  a  //.  Si  Ton  donne  à  h  les  valeurs  successives 

(i)  I,  2,  3,  4*5,6,7, 8, 9, 10,  II,  12,  1 3, 14.  i5, 16, 17, 18,  19,  20,... ,N,..., 

on  obtient  les  nombres  f  correspondants 
(2)  I,  i,2,2,4»2,6,4,6,  4,  10,  4»  12,  6,  8,  8,  16,  6,  8,  8,. ,.  î'iN],.  . . 

On  voit  que  la  série  (2)  est  des  plus  irrégulières.  Si  cependant, 
au  lieu  de  considérer  chaque  terme  de  la  série  isolément,  on  prend 
la  somme  des  N  premiers  termes,  le  rapport  de  cette  somme  à  celle 
des  termes  correspondants  de  la  série  (i)  tend  de  plus  en  plus  vers 
une  limite  constante  à  mesure  qu'on  fait  croître  le  nombre  N.  La 
démonstration  de  cette  propriété  des  nombres  y  fait  Tobjet  du 
présent  travail. 

Un  terme  quelconque  ^(/«)  de  la  série  (2)  pouvant  être  consi- 
déré comme  indiquant  le  nombre  de  fractions  irréductibles  de  dé- 
dominateur  A,  la  somme  des  N  premiers  termes  de  la  série  donnera 
le  nombre  de  toutes  les  fractions  dont  les  dénominateurs  ne  sur- 
passent pas  N.  Or  il  est  clair  qu'on  pourra  aussi  arriver  h  la  con- 
naissance du  nombre  de  ces  fractions  en  partant  de  la  considéra- 
lion  de  leurs  numérateurs.  Le  nombre  de  fractions  de  numérateur  À" 
sera  évidemment 

ç(X,Â*)  désignant  la  quantité  de  nombres  non  supérieurs  à  iN  et 
premiers  à  k. 
On  aura,  par  conséquent, 


don 


c 


I,    \  /  -» 
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Mais  nous  avoDS 

Là      \Pll        L^       \PlPml 

la  sommation  s*étendant  à  tous  les  facteurs  premiers  de  k» 
Par  conséquent, 

,„*|;«  =  l.ij».-2[B(^,)]^S[H,-;^)J-...j> 

car  chaque  terme  E  ( 1  fîffure  juste  autant  de  fois  dans 

\PiPmPn'"J  •' 

la  somme   \  ç(N,/l)  qu'il  y  a  de  nombres  non  supérieurs  à  N 

et  divisibles  par  pipmPn'  •  ••  Les  symboles  E  de  Legendre  s'an- 
nulant,  du  reste,  toutes  les  fois  que  l'argument  devient  moindre 
que  Tunité,  la  série  (3)  s'arrêtera  d'elle-même. 

Divisons  maintenant  les  deux  membres  de  la  formule  (3)  par  N^; 
nous  aurons 


ou,  en  posant  t,  I  •  = ^f,m,n,  •  •  •  «> 

\PlPini*n''l  PtPmPn  ' 

i^î-— =  i  r^i -4- 1 -"y  4- +y -r-r -y -^-î— r  (lesdén.  D<N' 

^\LdPl        LkPlPm         LàPiPmPn  1 

~"  7.   V        ^J  /^^         ^  P) pli         Zd  P)Pm Pn 

2  N«  N   \         ZdP/         Zà  PiPm         Zà  PlPmPn         *  "  / 

où  ;  est  uu  nombre  moindre  que  l'unité  en  valeur  absolue. 
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Mais  1*011  a  toujours 


I         I 


par  conséquent. 


I         /     N     X'^'  IN 


♦  ?M 


_       I      .    î,elogN 


-1 


N  — I 

pîr%pX 


) 


(D<N») 


2JN  = 


N  —  I 


donc 


lia.  ♦t^' 


=  lim 


*:n; 


-    lim   I  — \  ~  -+- >  — r 


Z'*, 


(D<N«) 


=  -j  =  o ,  30896  35509  270 1 3  3 1 433. 


Le  Tableau  suivant  permettra  de  juger  de  Tapproximation  avec 

3  N* 
laquelle  la  fonction  — j-  représente  les  valeurs  du  symbole  4>(N) 

pour  les  cent  premiers  nombres  naturels  : 


♦(^: 


mA.-.-.;^n 


1 

I 

1 

•y 

s 

1 

t 

f> 

1 

10 

6 

r> 

/ 

18 

X 

:i7. 

9 

'j>8 

10 

b. 

II 

Î2 

17 

i»i 

i] 

S« 

li 

^M' 

• 

II 

7> 

ifi 

Ko 

o 
I 

i 

') 

8 
f  I 
iS 

«9 
3o 

1 1 
il 
(><> 


7« 


N      ♦(«) 


(?) 


;[.-<-.,'(-)] 


17 

9<i 

18 

102 

»9 

120 

9.0 

128 

•21 

iî<> 

22 

i5o 

2^ 

172 

'^* 

180 

25 

200 

26 

2 1 2 

27 

23o 

28 

2Î2 

^'9 

270 

k) 

278 

Hi 

3o8 

32         32  î 


88 

99 
no 

1 22 

i3', 

'i7 
161 

175 

190 

20  5 

222 

2.38 

256 

292 
3ii 


4o 


N      ♦(N) 
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m 


33 

3n 

34 

36o 

35 

384 

36 

396 

37 

432 

38 

450 

39 

474 

4o 

490 

4i 

53o 

42 

542 

43 

58  i 

44 

604 

45 

628 

46 

65o 

47 

(>96 

48 

712 

49 

75i 

5o 

77  î 

5i 

806 

52 

83o 

53 

882 

54 

900 

55 

940 

56 

964 

57 

1000 

58 

1028 

59 

1086 

6o 

1102 

6i 

1169. 

62 

1192 

63 

1228 

64 

1260 

65 

i3o8 

66 

i328 

i[.-<-.'C-)] 


33i 
35i 
372 

394 
416 

439 
462 

.i86 
5ii 
536 
562 
588 
616 
643 
671 
70<» 
73o 
760 

791 
822 

854 

886 

9»9 
953 

988 

I023 

io58 

»«9i 
I  i3i 

1168 

1206 

1245 

1284 

i32i 


N 

♦  (N) 

c; 

1394 

i364 

68 

1426 

M06 

69 

1470 

1447 

70 

1494 

1489 

7' 

i564 

i532 

72 

î588 

1576 

73 

1660 

1620 

7i 

1696 

1666 

75 

1736 

1710 

76 

1772 

1756 

i832 

1802 

78 

i856 

1849 

79 

1934 

'897 

80 

1966 

1945 

81 

2020 

»99i 

82 

2060 

2044 

83 

2142 

209  i 

;  S\ 

2166 

2145 

85 

223o 

2196 

86 

2272 

2248 

87 

2328 

23oi 

88 

2368 

2354 

89 

2 156 

2(08 

90 

2480 

2  {62 

9» 

2552 

25i7 

9^ 

2596 

2573 

93 

2656 

2629 

9i 

2702 

2686 

9^ 

^•77  i 

2743 

96 

2806 

2801 

97 

2902 

2860 

98 

•>9ii 

2919 

î)9 

3o«4 

2979 

100 

3on 

3o39 

(-«) 


<^) 


Lisbonne,  le  27  novembre  1880. 
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contemporains  *,  nous  allons  maintenant  les  juger  à  notre  point  de 
vue  actuel. 

Eu  première  ligne  se  trouve  son  uilgorismi  tractatus,  qui  a  été 
imprimé  à  Padoue  en  i483  et  qui,  sans  être,  comme  Ta  cru 
M.  Chasles,  le  premier  Livre  imprimé  sur  le  système  décimal  (car, 
à  la  page  4/?  M.  Favaro  cite  un  traité  anonyme  de  Calcul,  publié  à 
Trévise  en  1478),  n*en  doit  pas  moins  être  considéré  comme  un 
document  remarquable  au  point  de  vue  historique,  dont  M.  Favaro 
énumère  avec  soin  les  éditions  successives.  Il  rapporte  aussi  les  ju- 
gements des  plus  éminents  mathématiciens  de  Tépoque  ancienne 
sur  ce  Livre,  et  il  consacre  h  cette  occasion,  une  longue  digression  à 
la  recherche  de  Tétymologie  du  mot  algorithmus.  Prosdocîmo, 
toutefois,  n'a  jamais  eu  la  moindre  notion  sur  cette  origine  :  il  défi- 
nit (p.  73)  son  livre  comme  un  liber  de  numeris;  ars  numeramli 
vel  introductio  in  numerum,  telle  est  T interprétation  habituelle 
du  mot  en  question.  Il  compte,  d'accord  avec  les  autorités  recon- 
nues de  son  siècle,  neuf  règles  fondamentales  [species).  Dans  la 
sommation  des  progressions  arithmétiques,  il  distingue  les  deux 
cas  d'un  nombre  pair  ou  impair  de  termes,  et  à  ce  propos  son  his- 
torien s*étend  sur  les  dilférenles  règles  données  pour  cet  objet  et 
rapportées  dans  sou  travail.  11  en  est  de  même  relativement  à  la 
niensa  Pjthagorœ,  qui  est  décrite  sous  plusieurs  formes  diverses. 
Mais  ce  qui  doit  exciter  le  plus  vif  intérêt,  ce  sont  les  extraits  d'un 
manuscrit  de  la  Bibliothèque  bodleyenne  d'Oxford  que  M.  Favaro 
a  reproduits  dans  son  Livre.  Ce  manuscrit  renferme  non  seulement 
le  Traité  d'xArithmétique,  mais  encore  six  Livres  de  Géométrie 
avec  figures  et  un  Traité  De  tnotibiLS  corporum  super cœlestium. 
accompagné  de  Tables.  C'est,  du  moins,  le  sens  de  la  description 
donnée  par  Tauleur  anglais  de  la  découverte  du  manuscrit,  descrip- 
tion sur  l'exactitude  de  laquelle  M.  Favaro  élève  avec  raison  des 
doutes.  Il  est  1res  vraisemblable  que  Prosdocîmo  n'est  pas  l'auteur 
de  cette  Géométrie,  et  le  seul  vestige  de  ses  études  géométriques 
parait  se  réduire  à  un  fragment  conservé  h  Bologne  et  traitant  de 
la  construction  d'un  parallélogramme  équivalent  à  un  triangle.  Au 
contraire,  l'Ouvrage  d'Astronomie  est  bien  réellement'soiti  de  sa 
plume,  et,  d'ailleurs,  l'enseignement  dont  il  a  été  chargéj  dans  les 
dernières  années  de  sa  vie  suffit  pour  établir  qu'il  s'est  beaucoup 
occupé  d'Astronomie»  :  ainsi  il  a  composé  un'Commcnlaire  sur  la 
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sphère  (c'est-à-dîre,  sur  la  Sphère  de  Sacro  Bosco),  un  grand 
Recueil  de  Tables  des  mouvements  des  planètes,  formant  un  Ou- 
vrage détaché,  une  sorte  de  Catalogue  d*étoiles  corrigé  ;  un  écrit 
astrologique,  intitulé  Tractatus  de  electionibus,  une  Table  de  la 
marche  du  Soleil  et  de  la  Lune  à  travers  les  signes  du  zodiaque,  et 
deux  Mémoires  sur  l'astrolabe.  Enfin  il  s'est  occupé  en  passant  de 
la  partie  tlu'orique  de  la  Musique,  qui,  non  seulement  à  cette 
époque,  mais  encore  bien  longtemps  après,  était  considérée  comme 
faisant  partie  des  Mathématiques  appliquées. 

Cette  monographie,  faite  avec  un  soin  admirable,  apporte  à  tous 
les  points  de  vue  d'importantes  contributions  à  l'histoire  des 
sciences  mathématiques^  mais,  h  d'autres  égards,  elle  a  encore  un 
grand  mérite  :  relui  de  montrer,  par  un  remarquable  exemple, 
comment  doivent  être  écrites  les  biographies  scienlifiques. 

S. 


BOCRGUET.  —  ScR  lks  IiNtégrales  eulkriennks  (Thèse  présentée  à  la  Fa- 
culté des  Sciences). 

Ce  travail  se  compose  de  deux  Parties.  Dans  la  première,  M.  Bour- 
guet  expose  les  travaux  de  Stirling  et  de  Binet  sur  la  détermination 
de  lV{a).  La  seconde  forme  la  partie  originale.  Elle  contient  des 
résultats  nouveaux  et  intéressants,  et  elle  comble  une  lacune  dans 
la  théorie  des  intéi^rales  euléricnnes. 

On  sait  que  r(rt)  est  déliai,  pour  toute  valeur  d(î  a  dont  la  partie 
réelle  est  positive»,  par  Fintégrale  délinio 

/       y-^c-''  (ir. 

Elle  jouit  dr  la  propriété  tondameiitalc 

(i  nVn      -  Va  -+-  i  ), 

qui  sert  à  définir  la  ftinction  dans  le  reste  du  plan.  1  («)  jouit  en- 
core de  la  propriété 

T  V   a    V    \  —   n    z-~  —, y 

SIIW/77 
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qui,  d'abord  démontrée  pour  le  cas  où  la  partie  réelle  de  a  est  com- 
prise entre  o  et  i,  s*étend  h  tout  le  plan  au  moyen  de  la  rela- 
tion (i). 

M.  Prym,  en  partageant  l'intégrale  en  deux  parties, 


0  •   1 

î  I  I  II 


n  i«-4-l  1. 2^-4-2  ^ 


.  .  .-f-   /      .r^'-^C'dx, 


décompose  r(a)  en  deux  fonctions  uniformes,  dont  la  seconde  est 
Iiolomorplie  dans  tout  le  plan.  Cette  dernière,  en  effet,  est  égale  à 

I      ./'•-*  ces ^Ix  dx  H-  I   /      x»~*  sin  5 Ix  dx^ 

qui  est  bien  liolomorphe  dans  toute  Tétendue  du  plan. 

En  désignant  la  première  par  P(fl)  et  la  seconde  par  Q(«),  on  a 
deux  fondions  qui  jouissent  de  la  propriété  suivante, 

(3)  < 

»  Q(„-Hl)=rtQ(rt)  +  -. 

d'où 

P{«-(-i)  ■4-Q(a-1-i)  =a[P(rt)  +  Q(«)], 

<:t,  comme  pour  toute  valeur  de  a  telle  que  la  partie  réelle  soit  posi- 


tive, on  a 


(4)  r(«)  =  P(«)  +  Q(«); 

au  moyen  des  relations  (a)  et  (3),  la  relation  (4)  s'étend  à  tout  le 
plan. 

P(a)  n*a  pas  d'autres  pôles  que  o,  —  i ,  —  *>.,  .  .  .  •  donc 

sinû7TP(fl) 

est  liolomorphe  dans  tout  le  plan;  par  suite,  sinflTi  F  (a)  est  liolo- 
morphe dans  tout  le  plan;  par  suite,  — est  aussi  liolomorphe 

1                 11»                  '               sin/77T  _  ,    . 
dans  tout  le  plan,  puisque  — r  = '  ('^)- 


COMPTES  UENDUS  ET  ANALYSES.  45 

Ainsi  - /— V»  que  nous  désignons  par  G  (a),  peut  être  développée 

en  série  convergente  suivant  les  puissances  croissantes  de  a  et 
pour  toutes  les  valeurs  de  a.  C'est  M.  Weîerstrass  qui,  le  premier, 
a  fait  connaître  cette  propriété  de  T[a). 

M.  Boui^uet  fait  connaître  d'abord  une  limite  simple  des  coeffi- 
cients du  développement. 

M.  Heine,  prenant  l'intégrale 


ITZI 


sur  le  contour  suivant,  Taxe  des  x  depuis  —  co  jusqu'à  une  pe- 
lile  distance  de  l'origine  — yj,  un  cercle  autour  de  Torigine  de 
rayon  tj,  retour  vers  l'infini  par  le  même  chemin,  trouve 

Reprenant  la  même  intégrale  sur  le  même  contour  en  agrandissant 
seulement  la  circonférence  et  lui  donnant  pour  rayon  i,  et  sachant 
que  les  deux  intégrales  ont  la  même  valeur,  puisque  les  deux  con- 
tours ne  comprennent  pas  de  point  critique,  il  vient 


G  //  l  :=::    f        C'^p-"  flp  +  -     /       t'*'""'^  C()S[(  I  —  O  )  W  -+-  SIUw]  (Im 

e'^**^"cos[(  I  —  tf  )  w  -h  sinw]  r/w. 

0 

En  désignant  par  yn  et  5„  le  coefficient  de  a'^  dans  les  deux  dé- 
veloppements, on  a 

'"        7LT:ir[n  4-l)  J^  ^^   '  '  '   '  ^    J     .' 

Trr>-f-ll    /  (OS 
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Donc,  eu  valeur  absolue, 


^n<^ 


TT  r  (  /i  -4-1  )    fi  -h  I 

Pour  calculer  la  valeur  approchée  dey„,  il  faut  dégager  son  ex- 
pression des  imaginaires.  Pour  cela,  on  pose 

/|3=rrCOSw,      rr^r/sinw, 

et  alors  il  vient 

7,.  rrr  -r-^ I      ^-Ppr(/p)*  -f-  7r*1    î     SÎll/lw^/w. 


n-+-2 


Le  facteur  e~?p  [(A'^)^  -4-  tt^]  *    n*a  qu'un  maximum  qui  corres- 
pond à  la  racine  de  Téquation 


[Ipr Ip  -t-  7:^=  o. 


La  racine  de  cette  équation  va  en  augmentant  avec  //. 
Pour  obtenir  une  valeur  approchée  de 


n 


on  partage  l'intégrale  en  -  parties  égales,   de  telle  sorte  que  dans 

chacune  de  ces  parties  sin/zo)  conserve  le  même  signe,  l'argument 
«w  variant  de  tt. 
Soient 

âr,   b,   c,    .  .  .,  /,    /,    /,   X-,  /,   m^  n,    .  .  .,   x,  j,   c 

les  valeurs  absolues  des  intégrales  partielles^  il  est  clair,  puisque 
le  facteur  qui  accompagne  sin^iot)  va  en  augmentant,  passe  par  un 
maximum  et  puis  va  en  diminuant,  que  ces  intégrales  sont  dans  le 
même  cas. 

Soit  h  la  plus  grande;  on  aura 

A        (A  —  /)  -f-  (w—  /îl  -h.  .  .—  /  —  (/  —  m]  —  ...  ^ 
B  --  (  /  — ./  '  -\-     i  — /)  -1-  .     .  -1-  /.  --[j  —  r    —  .  .  .  . 


.< 
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Toutes  les  parenthèses  étant  positives, 

0  <  A  <  / ,     o  <  B  <  X  ; 

donc 

—  X  <  A-J-B  —  X  </. 

Ainsi  l'intégrale  totale  est  plus  petite,  en  valeur  absolue,  que  la 
plus  grande  des  intégrales  partielles. 

Soitjui  le  maximum  du  facteur  e~pjo[(/jo)^+ t:^]  *  , 


'"^7r*r(//-H  il/i    /  7z*nr{n-hi) 

Soi  en  l  M,  a'  les  valeurs  correspondant  à  n  et  w  -4-  i , 

Le  premier  et  le  troisième  facteur  sont  plus  petits  que  1  ;  le  second 
s^approche  de  e- ,  en  augmentant,  donc 


:<['^(«-3)y. 


e  -~ —  I  est  sensiblement  égal  à  i .  Donc,  pour  n 


supérieur  a  -to, 


P 


/ 


De  plus, 


Donc,  pour  n  supérieur  à  20, 


Donc 


7T-AI  ri//   -h   I 
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ce  qui  esl  sensiblement  éffal  à •  Par  conséquent, 


7r*^r(/i  4-  i) 


M.  Bourguet  a  ainsi  trouvé,  pour  valeur  approchée  du  coeffi- 
cient de  a**, 

G  ,00000000 1  '240, 

tandis  que  la  vraie  valeur  est 

0,000000000104. 

Voici,  à  présent,  comment  on  obtient  les  coefficients  du  dévelop- 
pement 

G(fl)  =  fl(«  -h  i)(i  -f-  A,<i  -f-  Ajfl'H-  Ajrt^-f-.  .  .). 

On  a,  d'après  Gauss, 
Le  facteur 

Le  coefficient  A',,  s'obtient  en  faisant  la  somme  des  combinai- 
sons i  à  i  des  quantités  -»-»•••»-•  Il  est  facile  de  déduire  ces  coef- 

^  2    3  // 

ficients  les  uns  des  autres.  En  effet, 

ilaia^.  .  .£1,=:  lailaiO^. ..  ^//_j  —  la^ï.€iia^.,.  «/   ,  -}-  .  •  -it  S/rJ, 

d'où 

'  A^-  ^^  oj  A/_j        ^1  A/_5  -+-  03  A/ — 3       .  .  .  ZJZ  O/. 

D'autre  part, 

n-""  =zi 1 ^ — ■ .     .  . 


I  i  .  à 

Donc 

Gin)  r        aln        a^[tn\*  1^  ,  ,    ,        .,    , 

n[a  -+-  1)        L  '  '  •"  J 

=:  I  -f-  A,«  -h  A^fl'  4-  Ag^'^-h  .... 


i(l 


PKHMlÉUl!:  PARTIi: 


loppeiiieiil  dr.  M.  Prv.u  : 

r(x  -h  2;  —  P(.r-+-  2)  -4-  Q(^  -4-  9.) 


=  P(.r-f-  «2)  -f-  -(.r-f-  2)  -4-  .rl>  -+-  l)Q^J") 


I  I 


X  -h  2 


I    X  -h  3  I     2    ./'  -i-  3 


-+-  -  (jT  H-  2)  -f-  ^^o-r  -f-  r-, 

6' 


(\ 


.r*  -t-  r, 


r, 


►.3 


x*-f  . 


=r  I  -T-  BiX  -h  B,.r*  -h  .     .  . 

Après  avoir  formé  le  développement 


I        I 


.r  -+-  2       I  .r  -f-  3        1 . 2  ./  -f-  4 

développement  facile,  on  obtient  les  cocfiicients  Cq,  C|,  c\»,  Cj,  . . ., 
par  identification.  M.  Bourguet  a  ainsi  calculé  les  dix-huit  premiers 
coefficients  Cq,  C|,  C2^  ,  . . . ,  c,?. 
On  a 


Or  h",  maximum  du  facteur  |  -^  |  est  -:  donc* 


r/.r. 


'•«< 


izLr 


f~'' .r '       tl.r  <^  — ; 


(.y'-i; 


r  i  //  -4-  1 


2  /  2  \  "  V  7^ 


«  \  t? 


•'< 


('^ 


cl,  en  remplaçant  F  f j  par  la  vairur  approclicc  de  I^aplacr, 
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M  É  L  A  N  G  E  S. 

SUR  DES  FONCTIONS  DE  DEUX  VARIABLES  PROVENANT  DE  L'INVERSION 
DES  INTÉGRALES  DE  DEUX  FONCTIONS  DONNÉES  ; 

Par  m.  L.  FUCHS,  à  Heidciberg. 

(Mémoire  présenté  à  la  Soc.  roy.  des  Sciences  de  Gœltinguc,  le  8  janvier  1881.) 

Traduit  par  M.  Stkpda!ios. 

Dans  une  Communication  publiée  dans  les  Nachrichten  de  la 
Société  royale  des  Sciences  de  Gœttingue  (février  1880,  p.  170 
et  suiv.),  j'ai  déGni  des  fonctions  de  plusieurs  variables,  lesquelles 
doivent  leur  origine  à  rinversion  des  intégrales  des  solutions  des 
équations  dilïérentielles  linéaires  homogènes.  J*ai  présenté  en  ce 
lieu,  et  avec  plus  de  développements  dans  le  Journal  de  Borchardt, 
t.  89,  p.  i5i  et  suiv.  (*),  un  exemple  de  pareilles  fonctions,  eu 
introduisant  certaines  restrictions  pour  le  cas  des  équations  dilïé- 
rentielles du  second  ordre.  Plus  tard  j'ai  dressé,  dans  les  Nach- 
richten  de  la  Société  royale  des  Sciences  de  Gœttingue  (juin  1880, 
p.  445  et  suiv.)  (^),  le  Tableau  des  équations  dilïérentielles  rem- 
plissant ces  restrictions,  et  donné  en  même  temps  les  intégrales 
de  ces  équations  dilïérentielles. 

Ayant  porté  par  la  suite  mes  ellbrts  à  trouver  les  conditions  né- 
cessaires et  suffisantes  auxquelles  doivent  satisfaire  les  équations 
diÛérentielles  linéaires  et  homogènes  du  second  ordre  pour  qu'elles 
puissent  donner  lieu,  par  Tinversion  mentionnée,  à  deux  fonctions 
de  deux  variables  indépendantes,  telles  que  toute  fonction  symé- 
trique de  ces  fonctions  soit  une  fonction  uniforme  des  deux  va- 
riables, je  suis  parvenu  à  une  généralisation  du  problème,  et  cela 
en  prenant,  au  lieu  des  solutions  d'une  équation  dillerentielle 
linéaire  du  second  ordre,  certaines  fonctions  présentant  un  ensemble 
de  caractères  particuliers.  C'est  la  solution  de  ce  problème,  pour 
les  fonctions  ainsi  caractérisées,  que  je  nie  permets  de  présenter 
dans  ce  qui  suit. 


('  )   Voir  la  Iraductiou  de  rc  Mémoire  dans  oc  DuUetin,  IN,,  578. 
iM  Cctlc  Noie  a  aussi  paru,  en  lradu«ii«»n,  dans  ce  Bti/felin.  IN',. 
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Parmi  ivs  foiiclîoiis  sjul  coiuprises  entre  aulivs  les  solulioiis  des 
(M]uatioiis  difi'érciitîelles  linéaires  (ïorr/re  f/uclcoii^ue  (et  par  con- 
séquent aussi  les  fonctions  a1gébri(|ues,  lesquelles  satisfont  toujours 
à  des  équations  dinérenlielles  linéaires),  de  sorte  que  dans  ce  qui 
suit  est  contenue  aussi  la  résolution  de  ce  problème  particulier  : 
Trouver  de  quelle  nature  doivent  être  ces  solutions  pour  que,  par 
l'inversion  de  leurs  intégrales,  on  arrive  à  des  fondions  de  deux 
variables  dont  les  Jonctions  symétriques  soient  uniformes. 


Soient y( 2),  o{z)  deux  fonctions  de  z  dont  le  quotient  ne  soit 
pas  une  constante  et  lesquelles,  pour  chaque  valeur  de  la  variable 
indép(*ndante,  prennent  un  nombre  limité  ou  illimité  de  valeurs 
déterminées,  tandis  que  pour  chaque  valeur  z  =  ade  cette  varîabh*, 
pour  laquelle  elles  deviennent  infinies  ou  subissent  une  ramifica- 
tion, de  même  que  pour  s  =  00  ,  elles  admettent  des  développemenls 

procédant  respectivement  suivant  les  puissances  entières  de  (z  — a)" 
1 

ou  de  (  ;  )  (n  étant  un  nombre  entier  positif),  et  ne  présentant 

qu*un  nombre  limité  de  puissances  négatives  et  de  produits  de  telles 
puissances  par  des  puissances  entières  positives  (et  dont  les  exj)o- 

sants  ne  surpassent  pas  un  nombre  fini)  de  logfc  —  a)  ou  de  log- 

respectivement.  ^lOUS  ajouterons  encore  la  restriction  que  les  plus 

]>elits  c\[K)sants  des  puissances  de  z  —  a  ou  de  -»  multipliées  par 

■^ 

(les  facteurs  logarithmiques,  ne  doivent  surpasser  respectivement 

l'unité  négali>e  ou  1  unité  positive.  Les  valeurs  a  seront  appelées, 

dans  la  suite,  points  singuliers  des  fonctions  /^r:),  'z>[z). 

Lorsque  z  accomplit  un  nombre  illimité  de  circuits,  le  quotient 

^        z,(  z) 

!^  =  ^        jKîUt  atteindre  une  valeur  indépendante  de  z.  Ces  \aleurs 

(le  ^seront  désignées,  par  la  suite,  par  la  lettre  *\  \oussupp')serons 
(|u'alors  une  au  moins  des  fonctions  ff  z  dz^  f'Mz)dz  de\ient, 
après  le  paieoiirs  de  tous  ces  circuits,  inlinie  pour  toute  vahrnr 
(le  z.  Si  de  plus,  après  raccompliNS-niont  d'un  nombre  limité  de 
cil  cuits,    il    arrive  que,   pour  une  valeur  z  =  If^  Z  prend  uur  drs 
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val(*urs  Y,  il  faudra  de.  même  qu'alors  uuc  au  moins  des  foiietions 
fj\^)  dz^  fz>[z)  (Iz  devienne  infinie  pour  z  =^  h. 

Nous  pouvons,  sans  atteindre  à  la  généralité,  admettre  que,  pour 
chaque  point  singulier  a  et  pour  2  =  oo  ,  les  fractions  qui  entrent 
respectivement  en  exposants  dans  les  diverses  puissances  de  z  — a 

ou  de  -  aient  un  dénominateur  commun,  et  le  même  pour  les  deux 

>^ 

fonctions /(g),  ©(z),  puisque,  si  le  contraire  avait  lieu,  on  pourrait 
prendre  pour  dénominateur  n  le  moindre  commun  multiple  des 
divers  dénominateurs. 

\]n  exemple  de  telles  fonctions  est  fourni  par  les  solutions  des 
équations  diilérentielles  linéaires  homogènes  de  Tespèce  que  j'ai 
caractérisée  dans  mon  Mémoire  publié  dans  le  Journal  de  Bor» 
chardt,  t.  60,  p.  14^^  éq.  (i5»). 

Nous  allons  maintenant  nous  proposer  la  question  de  trouver  les 
conditions  nécessaires  et  sufiisantes  pour  que  les  fonctions  Z|,  z^ 
des  variables  indépendantes  ii|,  ï/j,  définies  par  les  équations 


f  'f{z)dz-\-f  \f{z)dz.-.u,. 


(A) 


—  où  0| ,  02  sont  des  constantes  arbitraires  pour  lesquelles  les  quan- 
tités y(0|  )',J\^'i)'i  'f  (3|  ),  'f  (02)  admettent  des  valeurs  déterminées, 
et  où  les  intégrations  prises  entre  les  mêmes  limites  doivent  être 
elîectuées  le  long  d*un  même  chemin  — ,  soient  les  racines  d'une 
équation  quadratique  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  uni- 
formes des  variables  i/|,  u*  aux  environs  de  tous  les  couples  de  va- 
leurs finies  d<^  ces  variables. 

II. 

Soient,  aux  environs  de  3|  =  0,,  z.,  =  o^, 

I   /{^\)  ~  '^0  -^  ^ii^\  —  0,  )  H-  .  .  .  , 

]  çp(j,)  t- a;  -^a',  (j,  — 0,)  4- 

(  I  ) 

i  /(  -i  )  ~  ?o  -H  ?,  (  Z.  —  Oj  )  -f- .  .  . . 
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;: 


)  ) 


les  équations  (  A  )  doiinciil  alors 

Puisque  0|,  O2  rcprésciilent  des  quantités  arbîtraîrcs,  et  que  77-"^ 

n*a  pas,  d'après  l'hypothèse,  une  valeur  constante,  on  peut  sup- 
poser que  la  quantité  «o^J, —  *'o?o  soit  différente  de  zéro.  On  ob- 
lîenl  alors  ( Jacob r,  Jowmal de  Crelle,l.  6,  p.  a 74)»  pour  Zt  — 0|, 
^3 —  ^i-i  <l^s  développements  procédant  siuvant  les  puissances  posi- 
tives de  U|,ii2,  valables  pour  les  environs  de  fi<  =  o,  1/3  =  o.  Ces 
développements  servent  alors  k  définir  les  fonctions  ^1,  z^  dans  ce 
voisinage.  En  faisant  maintenant  parcourir  aux  ii|,  112  des  chemins 
arbitraires  et  indépendants  entre  eux  et  partant  de  o,  o,  les  fonc- 
tions z,,  Zi  décrivent  des  chemins  correspondants  en  restant  holo- 
morphes  dans  le  voisinage  des  valeurs  de  111,1/2  parcourues,  tant 
qu'aucune  des  quantités  Zi^Z2  ne  devient  infinie  ou  ne  coïncide 
avec  quelqu'un  des  points  singuliers  des  fonctions  /(z),'^(^),  et 

aussi  tant  qu  aucun  des  quotients  j,,  =  -jr — r  >  sa  =  7 — --  n  atteint 

une  des  valeurs  y,  et  enfin  tant  que  les  Zi ,  z^  n'obtiennent  des  va- 
leurs satisfaisant  à  Téquation 


(B)  A  = 


-  o. 


(^r,  en  considérant  des  valeurs  Zi  =A<,  22  =  ^2  soumises  aux 
restrictions  précédentes  et  auxquelles  correspondent  des  valeurs 
ji,  =  t',,  f/2  =  ^ai  on  démontrerait,  de  la  même  façon  que  pour  le 
voisinage  de  m,  =  o,  Mj  =  o,  que  S|  —  i,,  z^  —  A2  peuvent  èlre 
développées  aux  environs  de  i/|  z=:  ^^^^  u^  =  ^2  suivant  les  puis- 
sances entières  et  positives  de  iit  —  l'j,  u,  —  t'a- 

Puisque  11,,  «2  sont  des  variables  indépendantes  entre  (îllès,  on 
n'aura  à  soumettre  à  une  discussion  particulière  les  positions  de 
/i,  =  i',,  U2  —  V2,  pour  lesquelles  il  arrive  soit  qu'une  des  quantités 
-1,  ^2  coïncide  avec  quelqu'un  des  points  singuliers  des  fonctions 
/f  c),  ^(3),  parmi  lesquels  se  range  dans  certaines  circonstances  l<; 
|K»iiit  a  Tiniini,  soit  qu'une  des  quantités  I^i,  ÎÇj  atteint  une  des  va- 
li'urs  y,  soit  «-nlin  cjuc  les  ::,,  z*  satisfont  à  rrf|nation  (  \)]^(\uc  (hi/ts 
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la  cas  seulement  oii  les  ^i,  ^^  arrivent  aux  valeurs  précitées  sans 
qu'il  soit  néeessaire  tle  supposer  quelque  relation  entre  les  derniers 
éléments  des  chemins  suivant  lesquels  «i,  u^  parviennent  à  i'i,  v^- 

Lorsque,  au  contraire,  aucune  des  valeurs  indiquées  de  ?|,  z^  ne 
peut  être  atteinte  pour  Uf  =  ç^f ,  u^  =  i/2  ^^ns  qtt*une  relation  soit 
supposée  entre  les  derniers  éléments  des  chemins  des  variables 
?£i,ii2,  les  fonctions  ^1,^2  des  variables  indépendantes  1/1,1/2  doivent 
prendre  en  ces  positions  d'autres  valeurs  à  côté  des  valeurs  excep- 
tionnelles dont  nous  avons  parlé;  elles  restent  donc  uniformes  tout 
autour  de  ces  positions  tant  que  ii|,  u^  demeurent  indépendantes 
entre  elles,  tandis  qu'elles  deviennent  indéterminées  pour  ces 
positions  mêmes. 

Pour  éviter  toute  prolixité,  nous  remarquons  que  Ton  pourra 
supposer  par  la  suite  que,  dans  les  développements  de  f[z)^  ^{^) 
relatifs  au  voisinage  d'un  point  singulier  de  ces  fonctions,  ou  d'un 
point  non  singulier,  ou  eniin  du  point  à  l'inGni,  les  exposants  des 
plus  petites  puissances  soient  les  mômes,  et  que,  lorsque  Ç  coïncide 
avec  une  des  valeurs  v,  ff[z)(lz^f<^[z)dz  deviennent  simulta- 
nément infinies.  En  ell'et,  si  cela  n'avait  point  lieu,  on  pourrait 
prendre 

/i(-)  — ïii/(-)  -H7iJ?(-)' 
?i(-)  —  7si/(-)-HTît?(-). 

Yi  11  "^la*»  V-JM  Ti2  étant  des  quantités  arbitraires.  En  posant  ah)rs 

les  équations  (A)  deviennent 

(V)  ^^^*' 


Les  fonctions  yi  (s),  ^i{z)  ont  maintenant,  parce  que  v,,,  ..  ,  y^j 
sont  quelconques,  la  propriété  requise,  et  les  fonctions  symétriques 
de  2|,  ^2  seront  uniformes  au  voisinage  de  valeurs  déterminées  de 
i/i,M2,  lorsque  ces  mùm(*s  fonctions  sont  uniformes  au  voisinage 
des  valeurs  correspondantes  de  ^V|,  iVj,  et  lorsque,  d'autre  part,  les 
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Ç  étant  une  quantité  quelconque  et  7|  une  quantité  infiniment  petite 
d'un  ordre  supérieur  à  celui  de[z^  —  b )*^* ,  on  pourra  déterminer  Ç 
de  manière  que  la  quantité 

(où  X  désigne  une  quantité  donnée  arbitraire)  soit  infiniment  petite 
d'un  ordre  supérieur  à  celui  de  (z<  —  i)*+*.  Cette  valeur  de  Ç  est 
donnée,  en  eflet,  par  Téquation 

(4)  5(p;-xp.)  +  °lî^  =  o. 

Puisque  ^       n'est  pas  une  constante,  on  peut  déterminer  Za  =  c 
de  manière  qu'aucune  des  équations 

ne  soit  vérifiée.  Si  X  a  une  valeur  finie,  Ç  sera  alors  une  quantité 
finie,  et  les  quantités 


Po^^-^T^,    p;ç  + 


seront  différentes  de  zéro.  Par  conséquent,  U|  —  t^i  et  Ui  —  ^2  repré- 
sentent alors  des  quantités  infiniment  petites  du  même  ordre  que 

(3, — ^)*^*5  tandis  que  — ^ prend  la  valeur  arbitrairement 

donnée  X.  11  résulte  de  là  d'abord  que  ^i,  Z2  acquièrent  respecti- 
vement les  valeurs  i,  c  si  les  dernicîrs  éléments  des  chemins  sui^ 
vaut  lesquels  2/|,  2/2  arrivent  à  t^i,  i^2  sont  indépendants  entre  eux. 
D'autre  part,  on  obtient  des  équations  (2) 

à  un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur  près.  Puisque  le  coefficient 
de  {zi  —  i)^+*  dans  celte  équation  n'est  point  nul,  on  en  lire 


(5)       ..-6^vV("«-"«,>^-(".->'.)^'»(,^.). 

V  «itPo— «APo 

ce  qui  montre  que  Zt  acquiert  /'  -I-  i  valeurs  différentes  de  c  lorsque 
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II,,  Us  circulent  respeclivemenl  autour  de  i^, ,  v^i-  H  résulte  de  là  que 
2|-+-^ai  ^i^a  "^  *oiït  pas  uniformes  aux  environs  de  ii,  =  i/,, 
II,  =  1/3  pour  Ar>i,  d*où  il  s'ensuit  quey(z)  et  o{z)  nn  dowent 
jHis  s'annuler  simultanément  pour  une  valeur  b  non  singulière 
de  z. 
Considérons  maintenant  un  point  singulier  a  tel  que  Ton  ait 

/{a)  —  o,     ^{a)  —  o. 

D'après  les  suppositions  du  §  J,  les  développements  de  f(z)^ 
?(^)  poui*  1^  voisinage  du  point  a  ne  contiennent  pas  de  loga- 
rithmes dans  ce  cas.  Si  ces  développements  procèdent  suivant  les 

1 

puissances  entières  de  {z  —  a)",  posons 

(5  — «)"=  t. 
Soient,  au  voisinage  de  z  =  a^ 

\  ^{z)=z:i'^t'^-^:i',.^,t'^^'-\-,... 

m 

En  supposant  que,  lorsque  z^  prend  la  valeur  /z,  z^  arrive  à  un 
point  quelconque  non  singulier  c,  et  en  désignant  de  nouveau  par 
i'o  ^2  1^^  valeurs  correspondantes  de  ii|,  112,  on  établirait,  de  la 
même  manière  que  pour  le  cas  où  Zi  parvenait  «1  un  point  non  sin- 

gulier  i,  cas  que  nous  venons  de  traiter,  que  /,  =  (3,  —  a)"  acquiert 
aux  environs  de  ii|  =  i^,,  Uy  =  v^^  ^  "+-  '^  valeurs  dillérentes  de  c. 
Par  conséquent,  ^i  -+-  ^2^  "i  -2  ne  sont  pas  uniformes  aux  environs 
de  ces  2*aleurs  si  f[z)  et  o[z)  s'annulent  simultanément  pour 
z  =  a. 

Ainsi  se  trouve  démon tr€»e  la  proposition  énoncée  au  rommen- 
ccment  de  ce  paragraphe. 

Si,  dans  l'équation  f6\  on  a 

/•  -h  /i  >  o. 

",  -h  rj  et  Z|  Z2  ne  pourront  i^tre  nnifonnes  aux  environs  de  ii,  =  v^,, 
112  =  i'2  que  ^'  '*<*^  ^ 

k  ~\-  n  zir.  I      on     k  rzz:  —  (  n  —  r  ). 
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Od  obtient  ainsi  la  proposition  ; 

II.  L'exposant  de  la  plus  petite  puissance  de  z  —  a,  dans  les 
dés^eloppements  de  J\z)^^[z)  relatifs  au  voisinage  d'un  point 
singulier  «,  est  un  nombre  négatif,  lequel  ou  ne  surpasse  pas  l'unité 

négative  ou  bien  a  la  valeur in  étant  un  nombre  entier 

positif). 

Supposons  que  le  plus  petit  exposant  dans  les  développements 
de  y(3),  (p(z),  relatifs  au  voisinage  de  z  ==  oo  ,  soit  plus  grand  que 
l'unité  positive.  Ces  développements  ne  doivent  pas  contenir  alors 
des  logarithmes,  d'après  le  §  I.  Si  ces  développements  procèdent 

suivant  les  puissances  entières  de  (  -  )  ,  posons 


1 


iV=.. 


et  soit 


Supposons  que  Z|  devienne  infini,  tandis  que  z^  vient  à  coïncider 
avec  un  point  c  arbitraire  non  singulier,  et  désignons  de  nouveau 
les  valeurs  correspondantes  de  i/i,  1/2  par  ^'^ ,  ^^2»  On  prouverait  alors, 


comme  pour  le  cas  d'une  valeur  finie  singulière,  que  f ,  ==  f  -—  ) 

prend,  aux  environs  de  U|  =  ç',,  1/2  =  ^2>  f^  —  n  valeurs  difierente» 
de  c,  et  par  suite  que  z^  -h  ^2^  ^i  ^2  "^  sont  pas  uniformes  aux  en- 
virons de  W|  =  i'i,  «£2  =  ^2î  s-i  A'  —  /i ^  i.  Il   s'ensuit  de  là  que  ; 

III.  L'exposant  de  la  plus  petite  puissance  de  -  dans  les  déve- 
loppements def[z)^  ?(  ^)'  l'clatifs  au  rroisinage  de  z  =  ce  ^  est  un 
nombre  ne  surpassant  pas  l'unité  positive,  ou  bien  il  est  égal  à 

)  H —  [n  étant  un  nombre  positif). 
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IV. 


Supposons  maintenant  que  ^1,^2  s'approchent  de  deux  valeurs 
&,,&2)  dîflerentes  Tune  de  l'autre,  et  ne  constituant  pas  des  points 
singuliers,  mais  satisfaisant  à  Téquation  (B). 

Soient  aux  environs  de  ^i  =  i| ,  ^2  =  ^2^  respectivement, 

?(2,)  =  a'o -h  a'j  (5,  —  ^>i) -h  a;  (-3,  —  6t)' -+-. . . , 

/(-î)  =  ?o  -^  P, (z,  -  b,)  -h  ?, (z, -  b,y  -+-..., 
^(5,)  =  ?;-+-?;(:;,- 6,) -+- ?;(^,~  ^)' 4-. . ., 

où,  d'après  la  proposition  I  du  paragraphe  précédent,  les  olq  et  aj,, 
de  même  que  les  ^0  et  ^'^^  ne  doivent  pas  s'annuler  simultanément. 
Ainsi  nous  pourrons  admettre,  d'après  la  remarque  de  la  fin  du 
§  IL  que  ao,  a'^,  ^ot  ^'0  soient  tous  dillérents  de  zéro.  En  supposant 
qu'à  z,  =  6j,  Z2  =  ^2  correspondent  les  valeurs  u^  =  i'<,  112  =  V2t 
on  obtient,  des  équations  (A), 

(a)  / 

«.  —  »'j  =  »'o (-1  —  ^1)  -t-  ?'o  (=«  —  *j)  +  ^  (-1  —  61  )' 

D'après  notre  hypothèse,  on  a  la  relation 

(3)  «o^;— a'oPo^O. 

Lorsque  S|,  ^2  s'approchent  respectivement  des  valeurs  hx^h^ 
sans  que  l'équation 

(4)  «o(-i  —  ^i)-+-?o(-2—  b^)  —  o 

ait  lieu,  il  se  trouve  que  iix  —  v^^  112  —  ^2  deviennent  infiniment 
petits  du  même  ordre  avec  celle  des  quantités  infiniment  petites 
Zi  —  A|,  Z2  —  ^2  qui  est  d'ordre  inféiieur.  Supposons  que  Z2  —  ^2 
soit  d'un  ordre  égal  ou  supérieur  à  celui  de  2 1  —  i, .  En  multipliant 
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la  première  des  équalious  (2)  par  ^g,  ia  seconde  par  ^oi  et  c" 
faisant  la  soustraclion,  on  trouve,  en  vertu  de  l'équation  (3), 

(  P'o(«.-*'i)-?o(«.-«'ï)=^(«iP',-»;po)(«.-*i)' 
(5)  ; 

I  +^(?ip'.- ?;?.)(-.- 6.)'-h.... 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  doue  d'un  ordre  supé- 
rieur i  celui  de  U|  —  Ut  ou  U2  —  •'a?  c'est^â-dîre  qu'on  doit  poser 

(6)  P'o(«i-^i)-po(«i-^2)  =  o. 

Par  conséquent,  quels  que  soient  les  derniers  éléments  des  chemins 
suivant  lesquels  Z4,  Z2  parviennent  à  £«,  £3,  pourvu  qu'ils  ne  soient 
pas  liés  entre  eux  par  la  relation  exprimée  par  Téquation  (4)9  il 
arrivera  que  les  derniers  éléments  des  chemins  correspondants  dé 
iii,  113  satisferont  invariablement  à  la  relation  (6). 

Les  éléments  des  chemins  de  ii|,  112  mentionnés  en  dernier  lieu 
ne  peuvent  être  indépendants  entre  eux  que  dans  le  cas  où  entre 
les  quantités  infiniment  petites  Zt  —  i|,^2  —  ^2  existe  la  rela- 
tion (4),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  lorsque 

(7)  ^==ao(-i— ^)-+-?o(-ï— ^1) 

est  une  quantité  infiniment  petite  d'un  ordre  supérieur  à  celui  dt?s 
quantités  Z|  —  Ai,  ^2  —  ^2  qtii  sont  d'un  ordre  égal. 

Eu  introduisant  la  notation  de  l'équation  (7)  et  en  posant 

/o\  *o  __p        P'o  __  ^'0  _-v 

(8)  —  ô--*»      T^V  ' 

po  po  »0 

les  équations  (2)  deviennent 


(9> 


M,-i',=  À<+i[<+?',e»](s.-6,)» 


|(.._,.„^l|i.^.;: 
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On  peut  supposer  que  t  devient  infiniment  petit  de  manière  que 
Ton  ait 

(10)  t  =  \{z,-^b,)\ 

\  étant  une  quantité  arbitraire.  Il  suit  alors  des  équations  (9),  à 
un  infiniment  petit  près, 

Lorsqu'on  fait  parcourir  à  i,  par  une  variation  continue,  toutes 

les  valeurs  possibles,  -^ ~  prend  aussi  toute  valeur  possible,  de 

sorte  que  les  ^1,  z^  arrivent  à  i|,  £21  quels  que  soient  les  derniers 
éléments  des  chemins  suivant  lesquels  ii|,  112  parviennent  à  t^i,  ^2^ 
pourvu,  toutefois,  que  Téquation 

(12)  a;4.p;6Î_X(ai-+-p,e«):=o 

ne  soit  pas  satisfaite,  car,  autrement,  le  rapport  de  — ^ dans 

Téquation  (11)  prend  une  valeur  indépendante  de  \, 

D*autre  part,  il  résulte  de  Téquation  (9)  qu'en  prenant  arbitrai- 
rement le  rapport  — ^ on  a,  à  un  infiniment  petit  d'ordre  supé- 

rieur  près, 

(i3)    i/,_r,~X(w,-r,)=:^[<^P;£^~X(«,-+-?,£^)](5,-6,r. 

Cette  équation  donnerait  ainsi,  pour  le  voisinage  de  M|  =  ^,, 
U]  =  i^2,  deux  valeurs  de  z  dillerentes  de  io?  et,  par  conséquent, 
Zx  -f--2,  ZxZ^  ne  pourraient  pas  être  uniformes  en  ce  voisinage 
sans  que  Téqualion  (12)  eût  lieu. 

Par  conséquent  : 

Pour  que,  la  relation  (4)  étant  satisfaite,  les  Zy  -f- ^^i  -i^j 
soient  uniformes,  il  faut  que  la  relation  (12)  ait  aussi  lieu. 

En  posant 


64  PREMIÈRE  PARTIE, 

et 

l'équation  (12)  devient 

(i5)  F{b,)/{b,y-^¥{b,)/(b,y:=o. 

Comme  nous  avons  désigné  par  £,,  £2  un  couple  de  valeurs  ar- 
bitraire satisfaisant  à  Téquation  (B),  on  trouve  que  : 

I.  Pour  que  Zj -+- Z2, -Zi  ^2  soient  des  Jonctions  uniformes  de 
"m  "27  il  faut  que  l'équation 

(C)  V(z,)f(z,Y  +  V{z,)/{z,Y=--o 

ait  lieu  pour  tous  les  couples  de  valeurs  Zx^z^  satisfaisant  à 
l'équation  [B). 

Définissons  maintenant,  par  Téquation 

z  comme  fonction  de  ^.  On  en  déduit 

dz       /(zY 


(E) 


rf;  ~  F(s) 


Si  z, ,  Z2  appartiennent  à  deux  branches  de  la  fonction  z  de  Ç, 
on  aura 

-fi.  dzt_/(z,y     dz,  _  /(z,y 

^  ^  d^  ~  F(5,)'      du  -  t\z,)' 

De  ces  deuK  équations,  il  suit,  au  moyen  de  l'équation  (C), 

(F)  ^/(^.)+^/(^.)  =  o. 

Comme  on  a,  d'autre  part^ 
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I*équation  (F)  donne  aussi 

Soient 

En  posant,  dans  les  équations  (2), 

-I  — ^  =  ^i(C)  — ^i(«)» 

leurs  seconds  membres,  par  suite  des  équations  (F),  (F'),  devien- 
dront identiquement  nuls,   c'est-à-dire  nuls  pour  toute  valeur 
deX,. 
De  là,  en  faisant  dans  Téquation  (a)  les  substitutions 

1^1  —  ^!  —  dz^  -=1  g\{%)  et:,, 
clz^~g\{^)(^^ 
où  V  est  une  quantité  infiniment  petite  et  gi{^)  =        1"^  •>  et  ayant 

égard  à  ce  que  t  (éq.  7)  doit  être  une  quantité  inliniment  petite 
d'ordre  supérieur,  on  trouve 

(18)  ? 

(    "2  —  ^'î  =^  du^  =11  ('  <is2  tp  (  6î  )  -h  r/j|(  9.  i'  -h  (^2  )    '     ■  -i-  .  .  .  . 

Ainsi  les  du^^  du2  sont  du  même  ordre  que  v  dz2'  En  multipliant 
la  première  des  équations  (18)  par  ^(^2)  ^*t  la  seconde  ^diV /[b^), 
t't  en  faisant  la  soustraction,  on  obtient 

(19)  ^{lfi)dui—/{bi)dn^----  iuizl  V(bi)  -f- 

Le  second  membre  est  par  conséquent  du  même  ordre  que  ^dz\^ 
c*est-à-dire  que  Ton  a 

1 101  ?  (^1)  dui—fibi)  du  2  "■■  o. 
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11  s'ensuit  de  là  que  : 

II.  Si  Véqualion  (C)  est  satisfaite  pour  chaque  système  de 
solutions  zi  =  i| ,  ^2  =  ^2  ^^  l' équation  (  B),  il  ne  sera  point  pos- 
sible que  les  Zi^  z^  atteignent  les  valeurs  b^^b^  tant  que  les  derniers 
éléments  des  chemins  par  lesquels  les  u^^U2  parviennent  à  \^^<yS^t 
sont  indépendants  entre  eux, 

V. 

l'examinons  maintenant  le  cas  où,  pour  U|  =  V|,  i<2  =  ^2?  on  a 

-l  — û,       5jr=:6, 

b  désignant  un  point  non  singulier  et  a  un  point  singulier  pour 
lequel  J*f{z)dz^f(f[z)dz  prennent  des  valeurs  finies,  en  même 
temps  que  Téquation  (B)  est  satisfaite  par  z^  :=  a,  Z2  =  b. 

D'après  la  proposition  II  du  §  III,  l'exposant  de  la  plus  petite 
puissance  de  z  —  a  dans  les  développements  iicf[z)  et  de  ^{z) 
pour  le  voisinage  de  z  =  a,  lesquels,  d'après  le  §  I,  ne  doivent  pas 

contenir  de  logarithmes,  sera  de  la  forme (/i  étant  un 

nombre  entier  positif). 
En  posant  donc 

/  i 

(I)  î  {z  —  ay—t. 


L 


et  en  faisant,  dans  les  équations  (A),  les  substitutions 

I  8,=a-HTi?,     8,-a-i-Ti;, 
ces  équations  prennent  la  forme 

t    f    ft{t)dt-hf  /,(t)dt  =  u„ 
(A')  ^*'\ 

j       ■^,{t)dl-\-\       Ot{t)dt=::Ut. 


'M 


^     1. 
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Lorsque  Z|  =  a^  z^=z  &,  ou  a 


de  sorte  que  ^  =  o,  f  =  ^  ne  peuvent  pas  être  des  points  singuliers 
des  fonctions  y'i  (f),  Çi  (^).  Pour  que  f|  ne  puisse  arrivera  o,  nî/2  à  ^ 
qu'avec  supposition  de  quelque  relation  entre  les  derniers  éléments 
des  chemins  suivant  lesquels  /i|,  1/2  arrivent  à  Vt^  (^2,  il  est  néces- 
MÎre,  d'après  une  disciission  identique  à  celle  du  paragraphe  pré- 
cédent, qu'à  coté  de  l'équation 

l^\  ?t(o)_?i(P)  . 

soit  aussi  satisfaite  Téquatiou 

(4)  Fi(o)/i(P)'4-F,(p)/,(o)».z.o, 
où 

(5)  Fi(^)  =  ?',(0/i(0-?i(0/t(0. 

Or,  puisque 

(6)  Fi(0  =  '*'^'^''-*^F(z), 

Téquation  (4)  montre  que  l'équation  (C)  doit  être  aussi  satisfaite 

pour  3|  =  a,  ^2  ==  ^• 
Réciproqueraent,  on  établirait,  comme  dans  le  paragraphe  pré- 
cédent, que,  lorsque  cette  condition  est  remplie,  z^  et  z^  ne  peuvent 
mriver  respectivement  à  a  et  b  que  s'il  existe  une  relation  entre 
les  derniers  élên/ents  des  chemins  suivant  lesquels  »f,  U2  par^ 
viennent  à  Vi^V2» 
On  démontri'rait  tout  à  fait  de  la  même  manière  que  : 
Si,  pour  Ui  =^1,  «2  =  ^'2t  ou  a 

rt,,  «2  étant  deux  points  singuliers  distincts,  dont  l'un  pourra  coïn- 
rider  avec  le  point  à  TinGni,  et  si  Ton  suppose  qUe  Téquation  (B) 
soit  satisfaite  par  3,  =  ^1,  Z2  =  «2^  tît  que//(3)  rf^,  f'f{z)dz  aient 
pour  3  =:  ^1,  r  =  «2  des  valeurs  Unies,  il  se  trouve  que  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  Zt ,  z^  ne  puissent  atteindre  les  va- 
leurs indiquées  que  seulement  sous  la  supposition  de  certaines  rela- 
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lions  entre  les  derniers  élémenls  des  elieiniiis  par  lesquels  iii^u^ 
arrivent  en  i'i,  V2  ^^^  y^  l' équation  (C)  soit  satisfaite  par  ce 
couple  de  valeurs  5:,  =  a|,Z2  =  '^2' 

VI. 

Lorsque  pour  li,  j=  ç^i,  «2  ==  ^2  les  Z|,  Z2  prennent  une  même 
valeur  i,  il  peut  se  faire  que  Iesy(z,  ),y(z2)»  de  même  que  les 
ç(z,  ),  <p(52),  atteignent  des  valeurs  diilerentes.  Soienty*(i),  <p(i) 
ces  valeurs  pour  z,  =  A,  et  ^i  (i),  ^i  (i)  pour  ^2  =  ^»  Si  main- 
tenant Téquation  (B)  est  satisfaite  pour  z,=:^2==i,  c'est-à-dire 

si  Ton  a 

f{h)     Mb) 

il  faut,  d'après  le  raisonnement  du  §  IV,  qu'en  posant 


(0 


=  0. 


(3)  [F(5,)]z,  =  6  =  F(6),     [F(;,)],,=,=  F,(6), 

l'équation 

(3)  V{b)Mbf+¥,{b)/{bf=.o 

soit  satisfaite. 

L'équation  (i)  ne  peut  être  satisfaite,  dans  les  circonstances  indi- 
quées, que  si  z,  considéré  comme  fonction  de  î^,  revient  pour  un 
certain  circuit  de  cette  dernière  variable  à  sa  valeur  initiale,  sans 
que  les  fonctions  ^(z)  et  y(^)  reprennent  en  même  temps  leurs 
valeurs.  En  supposant  que  cela  soit  ainsi,  et  en  désignant  par  z  une 
valeur  de  cette  variable  correspondant  à  une  valeur  arbitraire  de  Ç, 
par  y^(z),  ^{z)  les  valeurs  correspondantes  des  deux  fonctions  et 
par  y,  (3),  cpi  (2)  les  valeurs  qu'elles  prennent  après  le  parcours  du 
circuit  précité  de  Ç  lorsque  z  revient  à  sa  valeur  initiale,  on  peut 
déduire  de  l'équation  (  3  )  que  l'équation 

(H)  F(^)/,(^)'^-F,(^)/(^-)'-o 

doit  aussi  av^oir  lieu  pour  toute  valeur  de  z. 

On  obtiendrait  alors,  par  des  considérations  analogues  à  celles 
du  §  IV,  que  Z|,  z^  ne  peuvent  pas  atteindre  la  t^aleur  commune 
tant  que  les  derniers  éléments  des  chemins  de  U{^  1/2  ne  remplissent 
quelque  relation. 
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Par  des  considérations  analogues  à  celles  du  paragraphe  précé- 
dent, il  résulte  encore  que  Téquation  (H  )  a  lieu  pour  des  valeurs  sin- 
gulières ou  inGniment  grandes  de  z^  de  même  que  pour  des  points 
non  singuliers,  et  que  2<,  Z2  ne  peuvent  acquérir  une  valeur  com- 
mune de  cette  sorte,  sans  qu*on  ait  en  même  temps /'{z^  )  zznfi^z^)^ 
^(:r,  )  =  :p(z2),  dans  le  cas  où  il  n*y  a  pas  de  relation  entre  les 
derniers  éléments  des  chemins  des  1/1,2/2* 

VII. 

En  faisant  parcourir  à  1/1,1/3  des  chemins  arbitraires  et  en  pour- 
suivant les  fonctions  Z|,  z^  d'une  manière  continue  tout  le  long  de 
CCS  chemins,  il  peut  se  faire  que,  pour  m,  =  t^,,  1/2  =  v^  (où  t^i,  v^ 

désignent  des  valeurs  finies),   un  au  moins  des  quotients  ^^—~ 9 

—^  acquiert  une  des  valeurs  représentées  par  y,  ou  qu'une  ou 

deux  des  fonctions  z^^z^  parviennent  à  des  points  singuliers  des 
fonctions  y^(^),  ©(2),  pour  lesquels  au  moins  un  des  couples  de 

valeurs 

ff{z^)dz^,     f^{z^)dz^, 

ff{z^)dz^,     f^(Zi)dzt 

devient  infini,  sans  que  les  ^1,  z^  aient  accompli  un  nombre  illi- 
mité de  circuits. 

Supposons,  par  exemple,  que  Ton  ait  poursuivi  les  fonctions  ^j, 
Z2  en  les  développant  dans  l'intérieur  de  cercles  dont  les  centres 
coïncident  successivement  avec  les  points  des  chemins  de  M|,  z/o,  et 
soient  Kj ,  K2  les  premiers  cercles  correspondant  aux  variables  i/| ,  1/2 
sur  les  circonférences  desquels  se  trouvent  les  points  //|  =  v^, ,  //2  =  ^2. 
Les  intégrales//(2,)  rfz,,/cp  (::,  )  dz^^ //{z^)  dz.^,  /'f  (^2)  dz^  ont 
alors,  dans  Tintérieur  de  ces  cercles  et  à  une  distance  de  V|,V2 
aussi  petite  que  Ton  voudra,  pas  infiniment  petite  cependant,  des 
valeurs  finies. 

Soient  ainsi  v^  —  s,,  v^  —  £2  des  valeurs  de  W|,  «2  situées  respec- 
tivement dans  l'intérieur  des  cercles  Ki,  K2  et  \oisines  autant  que 
l'on  voudra  de  v^-i  ^2^  ^^  soient  i|,  b^  les  valeurs  de  z,,  z^  corres- 
pondant à  ce  couple  de  valeurs  de  /ii,  «2.  Kn  supposant  que  les  //,,  «-> 
vienn<*nt  respectivement  de  Vs  —  t^  •<  *'»  ^'^  *'<-'  *'i —  ^-i  ^  ^'2  par  lei> 


/ 
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chemins  Fi,  r2,  désignons  par  Wf,  W2  les  chemins  correspondants 
de  Z|,  Zi  menant  les  Z|,  z^  aux  valeurs  C|,  r^.Il  esta  remarquer  que 
les  portions  des  chemins  W<,W2  peuvent  être  infiniment  longues, 
tandis  que  les  traits  correspondants  sur  les  chemins  T^ ,  r2  sont  aussi 
courts  que  Ton  voudra.  En  désignant  par  Vi  —  ei  -h^i,  «'a  —  £2 +5^5 
des  valeurs  de  iii ,  112  situées  respectivement  sur  r< ,  r2  entre  v^  —  e< 
et  ^M  ^2  —  62  et  ^21  et  par  c\ ,  c!j  les  valeurs  correspondantes  de  Zi^  z^ 
situées  sur  W,,  W2,  il  s'ensuit  que 


^1 


«^2 


bx  ^b^ 

peuvent  prendre  des  valeurs  aussi  petites  que  possible. 

D*après  notre  supposition,  il  peut  se  faire  d'abord  que,  pour 

M,  =  i>,,  ii2  :=  v^^  au  moins  un  des  quotients  77-^x  >  rt^^\  devient 

égal  à  une  des  valeurs  représentées  par  y.  11  arrive  alors,  d'après 
le  §  II,  qu'au  moins  un  des  termes  de  chacune  des  sommes  a-|,  0*2 
devient  infini  lorsque  i|  et  c',,  ^2  et  c'^  s'approchent  de  Ci,  C2  en 
suivant  les  chemins  W|,  W2,  d*oii  il  résulte  que  l'autre  terme  de- 
vient aussi  infini. 

En  second  lieu,  il  peut  se  faire  qu'une  au  moins  des  quantités 
2i,  Z2  parvient  à  un  point  singulier  des  fonctions y"( s),  0(2),  tel 
qu'au  moins  un  des  couples  de  valeurs 

//(-i)^-i,  /?(-i)^^i,     fAzt)dz^y  f^Mdz^ 

devient  infini,  sans  que  les  z^^z^  aient  accompli  un  nombre  illi- 
mité de  circuits.  Les  choses  se  passent  donc  comme  dans  le  cas 
précédent. 

Or,  puisque  o-i,  0-2  sont  aussi  petits  que  l'on  voudra,  les  divers 
couples  de  valeurs  c\ ,  c^  sur  W| ,  W2  seront  aussi  peu  dificrents  que 
l'on  voudra  des  couples  de  valeurs  Zf ,  22  satisfaisant  aux  équations 

l    f  '/(s)dz~i-f  */{z)dz^o. 

(I)  1.'^^  ^'\ 

I    f    ^iz)dz^f    ^(z)dz  —  o. 
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Mais  toute  série  contiuue  de  couples  de  valeurs  2,,  2:2  satisfaisant 
aux  équations  (1)  satisfait  aussi  à  Téquation 

ainsi  qu'à  Téquation  (C)  ou  à  Téquation  (H).  Par  conséquent,  le 
couple  c\^c^  aurait  dû  être  aussi  peu  diflérent  que  Ton  voudrait 
d  an  couple  de  valeurs  satisfaisant  simultanément  aux  équations 
(B)  et  (C)  ou  bien  (H).  Mais,  d'après  les  §§  IV-VI,  de  tels  couples 
de  valeurs  ne  peuvent  être  atteints  que  si  i/|,  u^  décrivent  des 
chemins  dépendants  l'un  de  Tautre. 

Comme,  d'autre  part,  les  z< ,  Zo  "c  peuvent  pas  s'approcher  simul- 
tanément d'une  valeur  de  l'espèce  indiquée  lorsque y(2|)  elf^z^)^ 
aussi  bien  que  cp(zi)  et  7(^2)»  tendent  simultanément  vers  une 
même  valeur,  sans  que  les  i^i,  u^  deviennent  infiniment  grands,  on 
obtient  la  proposition  : 

En  faisant  parcourir  aux  «1,1/2  des  chemins  arbitraires,  il  ne 
pourra  point  arriver  que  pour  des  valeurs  finies  de  ces  variables 
les  Zx^z^  atteignent  des  valeurs  pour  lesquelles  au  moins  un  des 

ijuotients  '.  ^'  y   '  acquiert  une  des  valeurs  v,   ou  que  l'on 

parvienne  à  des  points  singuliers  z^^  Z2  des  fonctions  y^(  ^  )  1  ?  (  ^  )  1 
pour  lesquels  l'un  au  moins  des  couples  de  valeurs 


ff(z^)dz^,  f^{zi)dzi,     f/{Zi)dZi,  f^(Zi)dZi 

devient  infini,  sans  que  les  variables  aient  accompli  un  nombre 
illimité  de  circuits. 


VIII. 


11  résulte  de  Téquation  (F)  que  : 

I.  La  fonction  z  de  1^  ne  peut  pas  admettre,  pour  des  valeurs 
(irbitraires  de  cette  variable,  pi  ils  de  deux  valeurs. 

Vax  edrt,  si  ^i,  Sj,  C3  constituaient  trois  branches  différentes  de 
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la  fonction  z  de  s?  pn  aurait,  d'après  l'équation  (F), 

et,  par  conséquent, 

D'autre  part,  on  aurait,  d'après  la  même  équation  (F), 

On  aurait  dû  ainsi  avoir 

c'est-à-dire  il  faudrait  que  z  fut  indépendant  de  ÎJ,  ce  qui  n'a  point 
lieu  pour  des  valeurs  arbitraires  de  J^. 

Eu  divisant  l'équation  (H)  par  F(z)  F^  (r),  et  en  posant,  d'après 
l'équation  (E), 


(3) 

il  vient 

(4) 

^  [/(s) -+-/.(--)]       0, 

ou 

(J)  /(-)+/.(5)  =  o. 

D'après  la  proposition  I,  ou  a 


(K)  ;;rz:P(î)^Q(Ç)0R(ïi, 

P(Ç),  Q(s),R(s)  étant  des  fonctions  uniformes  de  ^. 
En  posant  maintenant 

on  déduit  do  l'équation  (J)  qu'à  chaque  couple  de  valeurs  de  «^, 
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y/K(^J  correspond  une  valeur  unique  pour  g(^).  De  la  mùme  ma- 
nière, à  tout  couple  de  valeurs  de  ÎJ,  —  y/R(Ç)  correspond  une  va- 
leur déterminée  unique  de  cette  fonction,  que  nous  désignerons  par 
^, (!J).  Nous  avons  alors 

où  S(s)i  1  (s)  représentent  des  fonctions  uniformes  de  s- 

En  ajoutant  maintenant  les  deux  équations  (6)  après  avoir  mul- 
tiplié la  seconde  par  y/K(sj,  on  obtient 


En  posant 


(K'i  ^  =  p,(!:)  +  Q,(!:)v^H^ii^ 

oùP|(!J),Qi  ^X)  désignent,  d'après  l'équalion  (K),  des  fonctions 
uniformes  de  ^,  on  déduit  di;  l'équation  (F)  que 

_  /(z) 

"vH<^[p,(î:)-r-<^,U)v"HTT)j' 

considéré  comme  fonction  de  '^,  rrsle  invariable  pour  des  circuits 

de  Z  ramenant  v^R(  v)  ^*"  —  V^^^^)*  ^^  niônic  propriété  appartient 
donc  aussi  à  t^.  Ainsi  t-  est,  d'après  l'équation  (L),  une  fonction 
unifornic  de  î^.  En  posant,  d'après  cela, 


on  obtient 


R,(^^  étant  une  fonction  uniforme  et   \/R,(I^)   restant  invariable 

pour  des  circuits  de  ^  ramenant  \/H  (  ÎÇ  )  en  —  y/R(^). 

On  déduit  de   l'équation  (E)  et  des  équations  (K)  et  (L)  que 

O/tl/.  th.%  Sciences  rnathcNt.,   i*  Stàr'xv,  t.   V.   (  Frvrier  iSfti.)  b 
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r 


on  a 


(M)  F(c)=W(Ç)-4-U(î)V^K(Ç), 

où  W(J^),  U(JJ)  sont  des  fonctions  uniformes  de  s. 

IL  Les  fonctions  f[zY  et  F(z)  sont  donc  des  fondions  deX^  à 
deux  valeurs,  reprenant  ou  non  la  même  valeur,  en  même  temps 
que  z,  pour  les  div^ers  circuits  de  Ç. 


IX. 

En  considérant  z  comme  fonction  de  !^,  on  déduit  des  équations 

(C)  et  (H)  que  ^7^    n'admet,  pour  une  même  valeur  de  J^,  que 

r  (Z) 

deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires.  On  a  donc 

^*(Ç)  représentant  une  fonction  uniforme  de  ÎJ.  D'après  les  équations 
(7)  et  (8)  du  paragraphe  précédent,  on  aura 

(N')  V(i:)  =  R(!:)R,(!;). 


Un  circuit  de  X,  ramenant  ^R(2^)  en  —  ^R(Î^)  ramène  donc  aussi 

v/^rlT)  en  -  v/^f(^. 

En  transformant  les  équations  (A)  par  l'introduction  de  la  va- 
riable 2^,  et  en  désignant  par  ei,  £2  deux  valeurs  de  X^  correspondant 
respectivement  à  z,  =  0|,  ^2  =  ^2,  ces  équations  deviennent 


;.  ^U 


f'  vV(Ç)^/;-f-/^  '  vV(;)^=:f/,, 


(A^ 


..;.  ^^. 


1  f  ';vu*(î)^/;4-r 'î\/V(î)^  ==//,. 


X. 


Pour  les  valeurs  de  s,  que  nous  avons  représentées  par  y,  z  admet 
toute  valeur  possible  {voir  §  I);  ces  valeurs  sont,  par  conséquent, 
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des  points  singuliers  de  la  fonction  z  de  Ç  (éq.  K),  pour  lesquels  un 
développement  de  z  procédant  suivant  les  puissances  croissantes 
de  ^  —  a  avec  un  nombre  limité  de  termes  à  puissances  négatives 
n'est  plus  possible.  Nous  emploierons,  pour  désigner  les  points 
singuliers  de  cette  nature,  le  nom  de  points  essentiellement  singu- 
liers, dont  s'est  servi  M.  Weierstrass  pour  le  cas  des  fonctions  uni- 
formes [Abhandlungen  der  Berliner  Ahademie^  année  1876, 
p...-.5)C). 

Puisque  les  fonctions  P(s)î  Q(îî)  I^(s)  admettent  pour  un  point 
essentiellement  singulier  toute  valeur  possible  (Weieustrass,  loc, 

cit.,  p.  59-60),  il  s'ensuit  que  ^  ^    =  ^  doit  être  indépendant  de  z 

pour  un  tel  point. 

Par  conséquent,  les  disperses  valeurs  y  de  ^  sont  les  seuls  points 
essentiellement  singuliers  de  la  Jonction  z  de  î^. 

Si  ^  =  a  est  une  valeur  qui  ne  coïncide  avec  aucun  des  points 
essentiellement  singuliers,  et  z  =  a  une  des  deux  valeurs  de  z  qui 
lui  correspondent  d'après  l'équation  (K),  on  aura,  aux  environs 
de  Ç  =  a, 

i.  î 

-H  Co  4- C,  (Ç  —  a)* -+- Cj( Ç— a)* -h .  .  . , 

OÙ  le  nombre  des  termes  à  exposants  négatifs  est  limité  (=  k). 

Si  maintenant  a  est  un  point  singulier  des  fonctions  y^(z),  îp(s), 
on  aura,  d'après  le  §  I,  au  voisinage  de  z  =  a^ 

i  /{z)'  =  Po  +  P,  \o^(z  -a)^  P,[\oir{z  -  a)y-^-.. , 
1  -f-P>[loî;(c -«)]>, 

où  Po,  P^,  . . .,  Px  sont  développés  au  voisinage  de  z  =  a  suivant 

les  puissances  entières  de  [z  —  a)"  avec  un  nombre  limité  de  termes 
9  exposants  négatifs. 


(')  Une  traduction  française  de  ce  Mémoire,  par  M.  E.  Picard,  a  paru  dans  1rs 
Annales  scientifiques  de  VÉcole  Normale  supérieure,  2*  série,  t.  VIII,  1879,  p.  1 1 1 
et  siiiv.  {\ote  du  traducteur.) 
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De  réqualiuii  (i),  on  lire 

k 

(3)  i;-a:=i(Ç  — aj^^/J^), 

y  (Ç)  étant  une  fonction  qui  ne  s*annule  ni  ne  devient  infinie  pour 
Ç  =  a,  et  logy(!J)  étant,  par  conséquent,  développable  suivant  les 

puissances  entières  positives  de  (îj  —  a)^. 
On  a  ainsi 

^ /(«)'  =  p;  + F.  loge;- a)  4- p;[iog(!:- «)]'+.. . 
^^'      \  +Pl[iog(!:--«)]\ 

en  posant 

(5)   )  (-^)V^-^P'-t(''-^'),logx(0 


ou 

m  (m  —  i).  .  .(m  —  l  -h  i) 

1.2.../ 


nif. 


Les  coefficients  P],,  P'^,  P!^,  .  .  .,  Pi  sont  développables  suivant  les 
puissances  croissantes  à  exposants  rationnels  de  îj  —  a,  avec  un 
nombre  limité  de  termes  à  exposants  négatifs. 

Or,  d'après  la  proposition  II  du  §  \lU,J'[z)^  est  une  fonction 
de  2J  à  deux  valeurs^  elle  n'admet  donc,  lorsque  2J  circule  autour 
de  a,  que  deux  valeurs  seulement,  tandis  que  le  second  membre  de 
Téquation  (4)  prend,  j)ar  la  répétition  de  ces  circuits,  une  infinité 
de  valeurs,  il  suit  de  là  (|u'il  faut  que  Ton  ait 

P;  =  o,     P;^o,      ...,     Pl  =  o, 
d'où 

(6)  P,— O,       Pj=rO,        ...,       Px=0. 

Par  conséquent,  le  dév^cloppement  de  J'[z)  au  voisinage  de 
z  =  a  ne  contient  pas  de  logarithmes.  Comme  maintenant 
(f(zY  =  "Q^fi^Y  est  aussi  une  fonction  de  Ç  à  deux  valeurs,  il  suit 
que  le  développement  de  ^(z)  ne  confient  pas  non  plus  de  loga- 
rithmes. 


Il  scnsiill  «le  réqualiuii  (4)  que 

c'esl-à-<lire  quey(s)^  est  aussi  développable  aux  environs  de  î^  =  o 
suivant  les  puissances  af^ccndantes  et  à  exposants  rationnels  de 
IJ  — 1,  avt*c  un  nombre  limité  de  termes  à  exposants  négatifs. 

Par  conséquent,  s=  a  ti  rst  pas  un  point  essentiellement  sin- 
^iiiiet'  (le  la  fonction  /(r)-  ilc  *^. 

Soient  maintenant 


p  -4-  I 


\  /(  5  )  rti:  <»j,(  3  —  rt  )"  -h  e^^i  {Z  —  a)   "     4- 


j4  j4_»-  I 


'  ^i  z)  —  el{z  —  a  r  -h  e.^^i  (z  —  a)  "    -h . . . , 
«>"  f^^^l,  sont  difléivnts  de  zéro.  En  posant 

-^  -  a 


I 


^(  Z  ) 

cldévt'loppant  -'         suivant  les  puissances  croissantes  de  (  z  —  iiy\ 

on  obtient 

i  1 


nu 


Pi 


r,if?.,_^.j       ^..-n  '- 


Si  le  coeificient  û|  n'est  point  nul,  (z  — n)"  est  nécessairement 
uniforme  aux  environs  de  !J  =  a.  Si,  au  contraire,  p,  =  o,  pa 
ne  pourra  pas  s'annuler,  puisque,  autrement,  z  — a  admettrait  au 
vftisina2;e  de  I^  =  a  plus  de  deux  valeurs,  ce  qui  serait  en  conlra- 
'iiclion  avec  la  proposition  L  du  §  VIJl. 

F-n  résumant  ce  qui  précède,  ou  a  la  proposition  ; 

I.  Les  fonctions  z  et  fiz  ]-  de  '^  ont  las  mêmes  points  essentiel- 
lement singuliers,  qui  coïncident    ai'cc    celles  des  valeurs  S  ^=  Y 

pour  lesquelles  '  —  est  égal  à  ^^  pour  toute  valeur  de  z.  Les  deux 

valeurs  de  z  qui  correspondent  à  un  point  '^  =  a  non  essentielle- 
nif  ni  singulier  de  la  fonction  z  de  ^  sont  soit  des  points  non  singu^ 
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liers  des  fonctions  J  [z)  ^  ?(^)>  ^^^^  ^^^  points  singuliers  a  tels  que 
les  dés^eloppements  de  f[z)^  ?(^)  f^^l^t^ft  o,u  voisinage  de  a  ne 
contiennent  pas  de  logarithmes  et  pour  lesquels  il  n  arrivée  pas  que, 

dans  le  dés^eloppement  de  77— r  suivant  les  puissances  ascendantes  de 

(z  —  nf, 

îiîl=«  +  p,(5-ar+p,(5-ar  +  ..., 

les  Pi,  P2  scient  simultanément  nuls,  A  toute  valeur  de  z  pour 
laquelle  ff[z)  dz,  J^{z)  dz  ont  des  valeurs  finies  ne  corres- 
pondent que  des  points  non  essentiellement  singuliers  de  la /onc- 
tion z  de  1^. 

Il  est  à  remarquer  qu'ici  le  point  s  =  00  doit  être  compté  parmi 
les  points  singuliers. 
De  Téquation 

(10)  Ç-— a  =  p,(w  —  a)"-i-pj(^  — ^)"-l-.  .  . 

résulte  pour  -^  : 

r*  Dans  le  cas  où  pi  est  différent  de  zéro 

i»0  ^  —(^z  --  a)~"  [ko-h  Ay(z  —  af  -\- . .  .\; 

2"  Dans  le  cas  cependant  où  pi  s'annule^ 

(II'')  -J  —  (z  ~  a)~"[\,-]-  l,(z  —  af  -h . ,  .\, 

où  Xo,  )vQ  représentent  des  quantités  différentes  de  zéro. 

En  désignant  par  [jl  l'exposant  de  la  plus  petite  puissance  de 
z  —  a  dans  le  développement  dey(3)  aux  environs  de  z  =  a^  on  a, 
d'après  la  proposition  II  du  §  III, 


—  /*  —  A'  -h  I 


l^ 


n 


A  désignant  soit  o,  soit  un  nombre  entier  positif.  Il  s'ensuit  main- 
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naiit  de  réqualion  (E)  que,  dans  le  cas  i"*,  on  a 

(12)  ^^^'  =  (  s  -  a)7  [a-;  +  k\{z-ar +  ...], 

tandis  que,  dans  le  cas  2°, 

(•a-)  ^'  =  (-  -  af^  [x;  +  \\  (:  -  af  +  . . .]. 

1 

Dans  le  cas  i",  on  déduit  de  Téquation  (lo)  que  [z  —  a)"  est  une 
fonction  uniforme  de  ^  —  a, 

(l3)  (5_a)''=|x,(i;-a)4-(jL,(;-a)'-H...; 

1 

dans  le  cas  a**,  cependant,  [z  —  a)"  est  une  fonction  uniforme  de 

OÙ  |jL,,  p.',  désignent  des  quantités  diilérentes  de  zéro. 

Ainsi,  d*après  Téquation  (N),  on  aura,  pour  le  voisinage  de 
v,  =  a,  dans  le  cas  i°. 


(i5)  y%^Ç)3z:(?-.a)->^[A;-+-r,(;-a)-t-...], 

et,  dans  le  cas  2", 


A-f-l 


oùx'jj,Vjj  sont  dillérents  de  zéro. 

Ces  équations  ont  encore  lieu  dans  le  cas  où  i^  =  a  correspond  à 
-  =  «  [voir  la  proposition  111  du  §  111). 

11  suit  de  là  que  : 

11.  Les  points  non  essentiellement  singuliers  de  la  Jonction  z 
w^  ^  sont  aussi  des  points  non  essentiellement  singuliers  de  la 
fonction  ^'[^). 

Soil  1^  =  ^  un  point  non  essentiellement  singulier  de  la  fonction  z 
de  w,  pour  lequel  ^*(w)  devient  infini,  et  qui  soit  tel  que  les  deux 
valeurs  de  z  conespondaul  à  î^  =  |i  ne  soient  pas  parmi  les  points 
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singuliers  des  fondions /'(j)  et  ^(2).  Si  5  =  A  est  une  de  ces  valeurs, 
il  faudra,  d'après  Téquation  (]\),  que  Ton  ait  F(i)  =  o,  et  F[z) 
devra  avoir  pour  développement,  au  voisinage  de  2  =  A, 

(16)  F(5)=:(;;~6)'[vo4-v,(5-ô)-+-...], 

où  /est  un  nombre  entier  positif  et  v^  est  différent  de  zéro.  On  a 
ici  h  distinguer  deux  cas  : 

\^  f[b)  est  dillérent  de  zéro.  Alors  l'équation  (E)  donne,  pour 
le  voisinage  de  Ç=  p, 

où  vj,  est  différent  de  zéro.  En  intégrant  cette  équation,  on  obtient 

/  -t-  I 

j 
Puisque  z  —  h  est  une  fonction  uniforme  de  (  ÎJ  —  P)-,  on  doit 

avoir 

(18)        /  =  !    et   5-z.=:v;(;-3)i-Hv;(;-?)^4-..., 

v^  étant  différent  de  zéro.   En  substituant  cette  valeur  de   z  —  h 

f(zY 
dans  V.  /^    »  on  trouve,  pour  le  voisinage  de  !^  =  ^3, 


(19)  ^/V^r^  =  p_,(!;-3)   *^.p,(;_3,2.^^^^^ 

où  p_i  doit  être  différent  de  zéro. 

a°  Soit  /(i)  =  o.  Puisque,  d'après  la  proposition  I  du  §  III,  ou 
ne  peut  pas  avoir  en  même  temps  o[b)  =  o,  il  s'ensuit  que,  dans  et* 
cas,  J^  devient  infiniment  grand.  Si  maintenant  I^  =:=  00  n'est  pas  du 
nombre  des  points  essentiellement  singuliers  de  la  fonction  z  de  !î, 
«•t  si,  aux  environs  de  ^  =  è,  on  a 

/(z)  ^  (z  -  by^lz,-^  i,{z  ~  h)  -^ , .  .1 

où  tf^  est  différent  de  zéro,  il  résulte  de  l'équation 

/'{ Z)        1 


(ao 


•7  <  5  )      ; 
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(|II0 

121)  (z  —  hr[t,  -f.  g;  (  j  -  ^)  -+- . . .]  zn  -J , 


*> 


où  e'  est  (lillérciit  de  zéro.  Coinint!  z  —  h  est  uiuî  fonction  uniforme 


0 


-|  aux  environs  tle  !J  =  oc  ,  on  voit  que  Ion  doit  avoir,  soit 


m  :zz  I  , 


(ifi")  ,  .   /    I    i  .    /    I    V- 


1  ^-^--■;(:)-^-;(') 


t- 


MMt 


i  .-  —  //:- s;/  --  )  -I-  £;(  -  )    t  . .., 

£,  étant,  dans  les  denx  eas,  di lièrent  d(î  zéro. 
.Si  ^{b)  =.  Yo,  Yo  devra  être  dillérent  de  zéro,  et  Ton  aura 


r  {  z)       -•  mty  Y„  [  z  -  -  hV       -t  .  . . , 


1 //*    1   . 

ll'fHl 

^ "     —  —  --  i  ^  • — •  tt  ) -f   .  .  . 

V {  Z)  V , 


l  ^  • — •  tf  )  -f 


I 


En  sulistiliianl  dans  écrite  é(|nation  les  valeurs  (18'')  cl  (18*),  on 
trouve  i\\\v  Ton  aura,  j>onr  le  voisinage  de  !!^  =  oo  ,  soil 

soit 


•       • 


4 

I 


I       •    «    .   « 


Par  consrquent,  dans  la  cas  '>J^^  M*(  z)  n  est  jnis  infini. 

Soil  maintenant  ^  =  ,3  une  valeur  qui,  annulant  M'(î^),  ne  eoïn- 
<itlo  pas  a\<*r  (|uelqu  ini  des  points  essentiellenuînt  singuliers  de  la 
fonclion  r:  «le  î^,  «a  avant  de  jdns  la  propriété  que  les  deux  valeurs 
<lc  z  qui  lui  eorrespondent  n(î  soient  pas  parmi  les  points  singuliers 
«N's  linutions  /"(  r  ),  's(  z).  Si  h  est  un(î  des  valeurs  de  z  correspon- 
«laiU  à  1^  r=:  3,  on  dr\ ra  avoir,  d'après  l'équation  (N), /(/;)  =  o. 
Mai>  ro:nin(\  d'après  la  propîisilion  I  du  §  Hl,  'v(A)  ne  s'annuK* 
|>a^  «Il  niènir  tt^Mps,  011  voit  (juc  1  On  de\rait  aNoir  ,3--  zc  . 
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Ainsi,  pour  le  cas  où  2^  =  00  est  un  point  non  essentiellement 
singulier  de  la  fonction  z  de  Ç,  et  étant  supposé  que  ^(00  )  est  égal 
à  zéro,  de  plus  z  =  i  étant  une  des  valeurs  de  z  qui  correspondent 
à  s  =  ^  [d'après  la  remarque  faite  au  §  II,  il  ne  peut  correspondre 
à  s  =  00  aucun  des  points  singuliers  des  fonctionsy(z),  cp(^),  dans 
le  cas  où  2^  =  00  n'est  pas  un  des  points  essentiel lement  singuliers 
de  la  fonction  -s  de  Ç  j,  on  parviendrait  encore  aux  mêmes  équations 
(20-22''). 

L'examen  qui  précède  donne  la  proposition  suivante  : 

in.  Soit  21  =  P  une  valeur  finie  ne  coïncidant  ai^ec  aucun  des 
points  essentiellement  singuliers  de  la  fonction  z  de  ^, 

Si  l'une  des  deux  valeurs  de  z  qui  correspondent  à  J^  =:  ^  est 
un  point  singulier  des  fonctions  f[z)  et  o(z)^  et  que  l'on  repré^ 
sente  le  plus  petit  exposant  de  z  —  a,  dans  les  développements  des 

y(z),  '^{z)  relatifs  au  voisinage  de  a,  par >  A"  dési^ 


gnant  ou  zéro  ou  un  nombre  entier  positif  la  fonction  ^W{X^) 

i±i 
multipliée  par  {X^  —  ^Y  ou  par  (  Ç  —  ^ )  *     reste  au  voisinage  de 

!J  =  ^  uniforme  et  pour  2^  =  ^  finie  et  différente  de  zéro.  On 

aura  à  prendre  le  premier  ou  le  second  des  multiplicateurs,  sui- 

%^ant  que  z  admet  aux  ens^irons  rfe  ÎJ  ==  P  une  ou  deux  valeurs, 

La  même  chose  a  lieu  pour  «  =  oo  ,  si  l'on  représente  par 

/  ''exposant  de  la  plus  petite  puissance  de  -  • 

n  /Z 

&'  à  Ç  =  P  correspond  un  point  non  singulier  z  z=.b  des  fonc- 
tions  f(^z),^  ?(^)i  ^^  «^^  ''^'ï  ^ 

(!^  —  P)^  y/W(!^)  sera  aux  env^irons  r/e  ^  =  ^  uniforme  et  pour 
^  =  ^  finie  et  différente  de  zéro, 

La  fonction  W[X^)  ne  peut  s'annuler  pour  aucune  valeur  finie 
de  Ç.  Si  î^  =  00  n'est  pas  un  des  points  essentiellement  singuliers 


de  la  fonction  z  de  X^,  Ç'  v/^*(!î)  o/£  v^^v^^r(!î)  sera  uniforme  aux 
environs  rfe  ÎJ  =  00  et  finie  et  dij^érente  de  zéro  pour  î^  =  oc  , 
suis^ant  que  z  admet  aux  environs  de  'C=  x  une  ou  deux  valeurs. 
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XI. 


Après  les  discussions  des  §§  II- VIT,  il  nous  reste  encore  à  exa- 
miner comment  se  comportent  les  z^,  z^  considérés  comme  fonc- 
tions de  tt|  ,U3  au  voisinage  de  valeurs  u,  ==  ^, ,  1/3  =  v.^  pourlesquelles 
on  a 

-t  =  -«  =  «»    /(-i)=/(-î)=/(a),     o(:;,)r=i(p(;;,)  =  ?(«), 

lorsque  Jf[z)dz^  /?( ^)  ^^  ^^  deviennent  pas  infinies  pour  z  =  a, 
et  si  l'on  suppose  que  a  n*est  pas  infini,  ou  qu'il  ne  coïncide  pas 
avec  quelque  point  singulier  des  fonctions  y*(z),  ç(z),  soit  qu'il 
coïncide  avec  quelqu'un  de  ces  points  singuliers  ou  qu'il  est  iufi- 
niment  grand. 

Si  s  =  ?  est  une  des  valeurs  de  J^  correspondant  à  z  =:  a,  p  devra 
être,  d'après  la  proposition  I  du  §  X,  diilérent  des  points  essentiel- 
lement singuliers  de  la  fonction  z  de  2^. 

Si  a  est  un  point  singulier  des  fonctions y*(z)  et  0(3),  il  résul- 
terait, d'après  les  suppositions  faites  aux  §§  I-II,  de  ce  que  ff[  z  )  dz^ 
Jz[z)dz  ne  doivent  pas  devenir  infinies  pour  z  =  «,  que  les  dé- 
veloppements dey(z)  et  ç(z)  pour  le  voisinage  de  z  =  a  ne  con- 
tiennent pas  de  logarithmes,  et,  d'après  la  proposition  11  du  §  III, 
que  l'exposant  de  la  plus  petite  puissance  de  z  —  a  doit  Iftrc  de  la 

forme 


n 


La  proposition  III  du  §  X  subsiste  donc  dans  ce  cas,  si  Ton  y  fait 
A  =  o,  de  sorte  que,  d'après  cette  proposition,  on  aurait,  au  voisi- 
nage de  II  =  ^,  soit 


soit 


L  I 


îq»  î«f  étant  différents  de  zéro. 

Si  a  coïncide  avec  oo  ou  avec  un  point  non  singulier  des  fonc- 
tions f[z)Q\.^[z)^Qls\    ^  a  une  valeur  finie,  ou  trouve  encore, 

d'après  la  raùme  proposition,  que  y'^M"(î^j  admet  pour  le  voisinage 
di*  ^  =  j3  un  des  deux  développements  (  1  ),  (i"  ). 


•  •  •  ♦ 


T  »   .    •  I 


«i  pin:Mil:ui:  pamiiiî. 

Mais,  .si  ^  rr=  ^  ,  tm  drvra  avoir  soit 
soit 

•*  -* 

p3  et  p.;  étant  ditternits  de  zéro. 
Posons,  d'après  l'équation  (K), 

et,  d'après  Téquation  [S  /, 

Conformément  n  notre  supposition ,  on  aura 

Zy^z^  —  a     pour     Ç,--;,— p, 

de  sorte  cpie  y  H  (^  I^,  )  et  \/K^  sa  )  admettent  pour  I^,  =  !^2  =  ?  'c  même 
signe.  Par  conséquent,  -^i  ~  ont  aussi  pour  ^i  =  vi  =  »3  la  même 
valeur.  Mais,  comme  il  a  été  supposé  que  /"(^i  )  ^^  f  [z^)  ==./(^i)t 

I  ~     I 

il  résulte  de  l'équation  (E)  et  des  équations  (4)  que  les  y'U^I^i), 

y'^^^(  Vj)  admettent  le  même  signe  pour  î^i  =  S2  =  ?• 

Les  substitutions  (i'S)  transforment  les  équations  (A)  en  celles 

(  Ai  ),  et  l'on  obtient  de  ces  dernières  pour  le  voisiiiaç;e  de  n^  =  ç',, 

U2  =  i'2  : 

r*  Lorsque  l'équation  (  i  )  a  lieu. 


* 


étant  posé,  pour  abrégrr, 
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i^iisqtic*  1rs  Utiiios  de  ces  deux  séries  s.nit  de  la  (oriiio 

on  pcriit,  cil  introduisant  les  variables 


(7)  /,-H^,  — il',,      tl-htl 


tr 


s* 


pi-ésenter  ces  séries  sons  fornuî  de  développenuînts  pnxHVIant  sui- 
vant les  puissances  entières  positives  de  ir,,  ii%  : 


h 


I'" 

(8. 

f/j  —  fj  :z=  peo"'i  -^-  ^ — **'s  -i-  .  .  . , 

où  nous  n'avons  noté  qucî  les  termes  du  premier  degré. 

Puisque  eo(?^i~H2o) — ?SoS»  =  ^o  ^'^^  diilërent  de  -^éro,  il  ré- 
sulte de  la  proposition  de  Jaeobi,  citée  au  §  II,  que  Ton  peut  des 
i^iuations  (8)  obtenir  w^  et  Wa  en  séries  procédant  suivant  les  puis- 
sauces  entières  positives  de  i/|  —  i^i,  ii^  —  v^^-  Ainsi  iv,  et  W2  sont 
uniformes  aux  environs  de  iit  ==.  ç'i,  //2=  ♦'a?  ^•^  P^'*  conséquent, 
^1  "^  ss  et  s^i  ^3  le  sont  aussi. 

2**  l^rs(]ue  l'équation  (i")  est  remplie,  on  a 

(   /i,— r^  — '.>3£.,(/, -f-^)-f-  ^^(?£,-^  £,)(/?   l-/r)-f-..., 
l'iant  [)osé,  pour  abréi^er, 

Les  termes  de  ces  deux  séries  sont  de  la  i'orme 

Tous  ces  termes  sont  divisibles  par  /|  -h  ^2*  Si  i/|  —  i'i,  ti.,  —  Vo-^ 
'1,  fo  deviennc'ut  don<!  iniiniment  petits,  les  termes  immédiatement 
suivants  à  2£_|  (^i -f- ^2)  et  2p£_i  (^1  H- ^2)  respectivement  de- 
>iennent  des  intinîment  petits  d*ordre  supérieur  à  celui  de  ces  der- 
nières quantités.  Par  conséquent,  Hi  —  i'4,/^2 —  i'2  sont  du  même 
'•r.lri'    que    /|-}~/j.     I*'ti    sonslravaiil    maintenant   la    s('<-onile    des 
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équations  (5^)  de  la  première  multipliée  par  P,  on  trouve  que 

doit  être  un  infiniment  petit  dun  ordre  supérieur  à  celui  de  f  i  +  f  2^ 
et  par  suite  d'un  ordre  supérieur  à  celui  de  u^  —  v^  ou  de  U2 —  i'a, 
c'est-à-dire  que  Ton  doit  avoir 

(9)  P(«i— ^1)  — (wi— ^'t)  =  o. 

Par  conséquent,  ÎJi,  S2  n'arrivent  à  une  même  valeur  P  que 
lorsque  la  relation  (9)  a  lieu  entre  les  derniers  éléments  des  che- 
mins suivant  lesquels  n^^  U2  parviennent  à  v^i,  v^2' 

3°  Dans  le  cas  où  l'équation  (2)  a  lieu,  on  a 

w,— (>,:=-  p3  (r,  -f-  rj)  —  ip4(r;-+- /;)  —  ..., 

en  posant 

(6*)  ^^h,     ^  =  t,. 

En  introduisant  dans  les  séries  (5^)  les  variables 

on  peut  les  présenter  sous  la  forme  de  développements  procédant 
suivant  les  puissances  entières  positives  de  W|  y  Wo  .* 

I 
Ui  —  Vi——  -p3tv,-+-. . ., 

w,  —  v'2  =  —  pa  MP»,  --  -  p4  (r,  — 

11  résulte  du  théorème  cité  de  Jacobi  que  les  Wi,  W2  peuvent  être 
développés  au  voisinage  de  M|  =  i^i,  112  =  v^a  suivant  les  puissances 
entières  positives  de  U|  —  ^1,  U2  —  ^2*  Ainsi  ÇV|,  Wj,  de  même  que 
Çi  H-  ^2?  ^1  ^2?  seront  uniformes  pour  le  même  voisinage. 

4°  Lorsqu'enfin  l'équation  (2'')  a  lîeu,  on  a 

"i-i'i=-|p5(^jH-<î)-|p7(^;H-^*) 
(5-)       ; 
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élant  pose 

• 

Tous  les  termes  de  ces  séries  sont  divisibles  par  t^  4-  ta-  Si  donc 
iii  —  Vi^U2 — «^21  ^M  ^2  deviennent  infiniment  petits,  U|  —  v^,  sera 
d*un  ordre  supérieur  à  celui  de  tj  -f-  ^2?  tandis  que  U2  —  <^2  sera  du 
même  ordre  que  tt  -h  t2»  Par  conséquent,  il  existe  aussi  dans  ce 
cas  une  relation  entre  les  derniers  éléments  des  chemins  suivant 
lesquels  ii|,  1/3  parviennent  à  ^^1,(^2*  H  ne  pourra  donc  pas  se  faire 
que  pour  des  chemins  arbitraires  de  zi|,  2/2  les  JJi,  ^2  deviennent 
simultanément  infinis. 

Au  voisinage  maintenant  de  ^  =  ^,  dans  le  cas  où  Téquation  (i) 
a  lieu,  ainsi  qu^au  voisinage  de  2^=  oo  ,  lorsque  Téquation  (2)  est 

vérifiée,   la  fonction  ^/^''(sj)  est  uniforme,  et  par  conséquent  aussi 

y^R(^),  d'après  une  remarque  du  §  IX. 

Si  donc,  sous  les  mêmes  conditions,  aux  valeurs  ^1  =  ^2  =  ^  ou 
^,  =  2^2  =  ^  correspond  le  couple  de  valeurs  i/|  =  t^,,  mj  =  ^2^  les 
fonctions  ^R(JJi),  ^K{^2)  ne  doivent  pas  changer  leur  signe  lorsque 
les  {<,,  U2,  tout  en  restant  à  une  distance  suffisamment  petite  des 
v^^V2'^  circulent  autour  de  ces  points,  et,  par  conséquent ,  les 
fonctions 

seront  uniformes  au  môme  voisinage  si  G(JJ)  représente  une  fonc- 
tion uniforme  de  w.  En  désignant  donc  par  r,  et  z*  les  valeurs 
de  z  qui  correspondent,  d*après  les  équations  (3),  aux  deux 
couples  de  valeurs 

ïi,  V^H(^     et     ;,,  v^'Kl^, 

il  résullc  que  C|  -f-  z^  et  Z|  Z2  seront  uniformes  aux  environs  des 
valeurs  de  M|,  M2  pour  le  voisinage  desquelles  !^,  -h  vi,  ^i  'Ço  sont 
uniformes. 

XII. 

11  ressort  des  développements  qui  précèdent  que,  sous  la  suppo- 
sition faite  au  §  II,  les  fonctions  3,,  Zo  des  variables  u,,U2  définies 
par  les  équations  (A)  sont  les  racines  d'une  équation  quadratique, 
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dont  li's  coL'fiicifiits  sont  unirorines  pour  des  valeurs  liuîes  des  va- 
riables arbitraires  tt,,  «2*  Si  Tou  désigne  par  Ym  Y121  Y^*'  Y-^*  ^^^ 
quantités  arbitraires,  les  quantités  Ym  "1 -+-Y«2"2i  Y^»"*  -h'v'22"2 
sont  fiuit's  pour  tout  couple  de  valeurs  Gnies  de  UifU^fiit  deviennent 
infinies  lorsqu'une  au  moins  de  ces  dernières  quantités  devient  in- 
finie. Les  fon<'lions  Zi-hz^  et  ZiZ.*  sont  doue  des  fonctions  uni - 
ibrnies  des  variables  M|,  Wg  pour  toutes  les  valeurs  Unies  de  ces  va- 
riables, indépendamment  de  la  supposition  du  §  II. 

En  résumant  maintenant  les  reelierelies  des  §§  II-VII  et  XI,  on 
obtient  ]c  résultat  suivant  : 

Pour  f/uc  IffS Jonctions  Zi,  z.^  des  variables  arbitraires  et  indé- 
pendantes entre  elles  /^i,  ti^,  définies  par  les  éf/ nations  (A),  satis- 
fassent à  une  étjuation  (fuadrati(/ue  dont  les  coefficients  soient  uni- 
formes  pour  toutes  les  ludeurs  Jinies  de  ces  ^variables ,  étant 
supposé  ijue  les  jonctions  j  {^z^  et  '^{^z^  aient  les  propriétés  indi- 
(juées  au  §  I,  les  conditions  suiv^antes  sont  nécessaires  et  suffisantes  : 

Les  deux  fonctions  f[z)  et  'f  (  s  )  ne  doi\>ent  pas  s'annuler  pour 
une  même  valeur  finie  de  z. 

L'exposant  de  la  plus  petite  puissance  de  z  —  a  dans  le  dév^e- 
loppenient  de  ^{  f{z)  4-  0  (p( c),  oiV  y  f^t  0  sont  des  constantes  arbi- 
traires, pour  le  voisina  if  e  d'un  point  singulier  a  des  fonctions 
f{z),  o[z)y  doit  être  un  nombre  négatif  ne  surpassant  pas  l'unité 

né^^ative  ou  bien  ayant  la  valeur  — c  H In  étant  un  nondjre 

entier  positif). 

D'autre  part,  l* exposant  de  la  plus  petite  puissance  de  ~  dans 

le  développeni'int  de  ^{  f(^)  -h  0  o^z)  relatif  au  voisinage  de 
z  =:  zc  doit  être  un  nombre  ne  surpassant  pas  l'unité  positivée  ou 

bien  ayant  la  valeur  1  H —  (//  étant  un  nombre  entier  positif). 

La  fonction  z  de  !^  définie  par  l' équation  (  f))  ne  iloit  pas  avoir 

pliLS  de  deux    valeurs  [éq.   (K)],    tandis   que  f[z)    considérée 

commet  fonction  de  ^  doit  aynir  1rs  propriétés  exprimées  par  les 

équations  (  L  ) ,  (  L'  ) . 

Heidclberîî,  décembre  1880. 
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RESAL  (H.)-  —  Traita  de  Mécanique  générale,  G  vol.  in-8^  —  Paris, 
Gaulhier-Villars  (<). 

M.  Resal  vient  de  faire  paraître  le  sixième  et  dernier  Volume  de 
son  Traité  de  Mécanique  générale.  Nous  n'avons  pas  cru  devoir 
faire,  à  mesure  qu'ils  paraissaient,  l'analyse  des  Volumes  de  cet  Ou- 
vrage considérable,  qui  résume  la  plus  grande  partie  de  nos  con- 
naissances en  Mécanique  rationnelle  et  appliquée. 

Dans  le  premier  Volume,  l'auteur  prend  pour  point  de  départ  la 
partie  rationnelle  de  son  Traité  de  Cinématique  pure  y  conformé- 
mentaux  idées  de  Poncelet.  Il  reproduit  à  ce  sujet  un  grand  nombre 
de  théorèmes,  dont  une  bonne  partie  est  due  à  l'auteur;  sans  entrer 
dans  trop  de  détails,  nous  pouvons  faire  remarquer  qu'il  expose 
d'une  manière  simple  et  élégante  la  théorie  de  Newton  sur  les  per- 
turbations des  planètes  censées  situées  dans  le  plan  de  Téquateur, 
et  il  en  fait  une  heureuse  application  à  la  question  soulevée  par 
Poisson  et  relative  à  une  accélération  perturbatrice  dirigée  en  sens 
inverse  du  mouvement  et  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse. 

La  théorie  des  mouvements  relatifs  deCoriolis  a  reçu  une  grande 
extension  de  la  part  de  l'auteur,  qui,  à  l'aide  de  théorèmes  très  in- 
génieux, est  parvenu  à  simplifier  considénablement  cette  théorie, 
que  l'on  ne  pouvait  aborder  auparavant  que  très  difficilement. 

Entrant  dans  le  domaine  de  la  Dynamique,  M.  Resal  s'affranchit 
du  théorème  de  d'Alembert,  qui  n'a  presque  rien  de  coinnum  avec 
la  signification  qu'on  lui  attribue  aujourd'hui  et  que  l'on  pourrait 


(')  Traité  de  Mécanique  générale^  comprenant  les  Leçons  professées  à  l'École 
Polytechnique  et  à  l'École  des  Mines,  par  M.  H.  Resal,  membre  de  l'Institut,  in- 
génieur en  chef  des  Mines,  adjoint  au  Comité  d'Artillerie  pour  les  études  scienti- 
6quc5.  6  volumes  in-S"  (Paris,  Gauthier-Villars).  Cet  Ouvrage  se  divise  en  trois 
Sections  : 

Mécanique  rationneUe.  Tome  I,  avec  66  fig.,  187.3,  et  Tome  II,  avec  56  fig.,  1874. 

Mécanique  appliquée  (moteurs  et  machines).  Tome  III,  avec  2i3  fig.,  1875^,  et 
Tome  IV,  avec  200  fig.,  1876. 

Constructions.  Tome  V,  avec  3o8  fig.,  1880,  et  Tome  VI,  avec  5 19  fig.  et  .')  pi., 
i»8i. 

Bull,  dei  Sci fines  luuthém.^  i*  Série,  l.  V.  (Mars  18H1.)  7 
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appeleravec  juste  raison  lelhéorèmedeLaplaceetLagrange,  chacun 
de  ces  Illustres  géomètres  travaillant  à  l 'insu  de  Tautre.  Une  interpré- 
tation de  la  vitesse  de  l'extrémité  de  l'axe  qui  représente  le  moment 
des  quantités  de  mouvement  permet  à  Tauteur  d'établir,  sans  trans- 
formation decoordonnéeSyles  équations  d'Euler  relatives  au  mou- 
vement d'un  solide  autour  d'un  point  fixe,  du  mouvementdela  tou- 
pie, etc.  M.  Resal  termine  son  premier  Volume  par  une  théorie  très 
simple  du  mouvement  relatif  d*un  solide  par  rapport  à  un  système 
invariable,  avec  son  application  aux  phénomènes  terrestres. 

Dans  son  deuxième  Volume,  M.  Resal,  en  s'occupant  du  frotte- 
ment, donne  notamment  l'explication  des  rotations  périmétriques 
de  M.  Sire  et  du  mouvement  de  glissement  d'une  bille  sur  un  tapis 
(théorème  de  J.-A.  Euler,  fils  du  célèbre  analyste). 

L'auteur  reproduit  ensuite  la  théorie  de  l'équilibre  intérieur  des 
corps,  en  en  faisant  l'application  à  la  poussée  des  terres  et  à  la  partie 
fondamentale  de  la  théorie  de  l'élasticité.  Abandonnant  cette  théo- 
rie, dont  jusqu'à  présent  on  n'a  pu  tirer  un  grand  parti,  l'auteur  a 
cru  devoir  reprendre  les  idées  de  Bernoulli,  Coulomb  et  Navier 
sur  l'élasticité  et  dont  Poisson  a  pu  tirer  un  excellent  parti  en 
s'occupant  des  vibrations  des  prismes. 

L'auteur  a  traité  avec  beaucoup  de  soin  la  mécanique  des  fluides. 
En  Hydrostatique,  il  a  exposé  d'une  manière  simple,  d'après  les  idées 
de  Laplace  et  Je  Poisson,  les  principes  fondamentaux  de  la  capil- 
larité. En  Hydrodynamique,  il  a  introduit  les  résultats  de  Svanberg 
sur  l'écoulement  d'un*  liquide  pesant  par  un  orifice  pratiqué  au 
sommet  d'un  vase  de  révolution  autour  d'un  axe  vertical  et  la  théo- 
rie bien  simplifiée  de  Meyer  relative  au  mouvement  d'un  corps, 
dans  un  fluide  pesant  indéfini.  L'auteur  s'occupe  ensuite  de  cette 
demi-science  que  l'on  appelle  l'Hydraulique,  qui  rentre  surtout 
dans  l'art  de  l'ingénieur  et  sur  laquelle  nous  ne  croyons  pas  devoir 
nous  arrêter.  Le  Volume  se  termine  par  la  Thermodynamique, 
exposée  avec  une  grande  simplicité  et  que  M.  Resal  a  introduite  le 
premier  en  France,  en  1860,  sous  le  titre  de  Commentaire  y  dans 
un  Mémoire  publié  dans  les  Annales  des  Mines, 

On  peut  ajouter  qu'il  a  établi  les  formules  fondamentales  de  la 
Balistique  intérieure,  dont  M.  Sarrau  a  tiré  depuis  un  excellent 
parti.  Dans  un  Appendice  nous  trouvons  quelques  Notes  intéres- 
santes, savoir:  i"  De  V  influence  du  vent  sur  le  mouvement  des 
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projectiles;  a**  De  V influence  de  la  résistance  de  l'air  sur  le 
mouvement  du  pendule  à  oscillations  elliptiques,  recherche  basée 
sur  une  théorie  originale  d'un  mode  particulier  de  perturbations: 
3®  Sur  les  points  d^ échappement  d^un  élément  matériel  mobile 
sur  une  courbe  fixe;  4**  Sur  le  choc  de  deux  corps  libres,  théorie 
qui  a  reçu  depuis  une  si  belle  extension  de  la  part  de  M.  Darboux. 

A  partir  de  son  troisième  Volume,  nous  ne  voyons  plus  dans 
M.  Resal  qu'un  savant  ingénieur  qui  cherche  à  relier  la  théorie  avec 
la  pratique.  Eln  ce  qui  concerne  la  première  Section,  relative  aux 
transmissions  de  mouvement  dans  les  machines,  nous  nous  borne- 
rons à  signaler  une  théorie  analytique  originaledu  balancier etacces- 
soires  de  Watt,  une  théorie  complète  des  coulisses,  empruntée  à 
Zeuner,  maisqui  nous  paraitbeaucoup  plus  simple,  enfin  une  théorie 
des  coulisses  des  bateaux  à  vapeur  du  lac  Léman.  L'auteur  s'occupe 
ensuite  des  volants,  et  à  ce  sujet  il  est  allé  plus  loin  que  Coriolis, 
qui,  par  une  analyse  assez  compliquée  et  combinée  avec  des  épures 
(XXI*  Cahier  du  Journal  de  V Ecole  Polytechnique),  availcherché 
à  tenir  compte  de  l'inertie  des  pièces  oscillantes.  Par  une  ap- 
proximation bien  suffisante,  M.  Resal  a  su  vaincre  toutes  les  dif- 
ficultés et  même  tenir  compte  de  la  détente  dans  une  machine  à 
vapeur.  L'auteur  expose  ensuite  une  théorie  complète  des  régula- 
teurs ordinaires  et  isochrones,  du  régulateur  pneumatique  de 
Larivière,  de  la  stabilité  des  locomotives  et  des  mécanismes  de 
l'horlogerie. 

\jC  Tome  IV  est  consacré  à  l'étude  des  moteurs  animés,  hydrau- 
liques,  à  vent  et  thermiques.  Nous  nous  bornerons  à  mentionner 
<les  théories  complètes  du  bélier  hydraulique,  de  l'utile  interven- 
tion des  réservoirs  d'air,  dans  les  conduits  des  enveloppes  des  cy- 
lindres des  machines  à  vapeur,  du  profil  rationnel  des  serments 
d'un  piston,  des  fonds  plats  et  compensateurs  des  chaudières. 

Dans  son  cinquième  Volume  on  voit  que  M.  Resal,  comme  il  le 
reconnaîtlui-méme,  se  lance  de  plus  en  plus  dans  la  pratique,  et  par 
nécessité;  car,  sur  les  entrefaites,  il  est  devenu  professeur  de  Con- 
struction à  l'École  Nationale  des  Mines.  Quoique  n'ayant  pas  beau- 
coup de  sympathie  pour  les  sciences  peu  rationnelles,  nous  nous  per- 
mettrons toutefois  de  dire  que  M.  Resal  a  donné  une  formule  nou- 
velle relativement  à  la  flexion  des  pièces  circulaires  (qui,  comme  cas 
particulier,  rentre  dans  celle  des  prismes  ),  ce  qui  lui  permet  de  ré- 
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soudre  toutes  les  questions  relatives  à  ces  pièces  non  fermées  ou 
iermées.  Nous  trouvons  également  dans  celte  Partie  des  théories 
intéressantes  des  chaînes  à  maillons  plats,  des  chaînes  de  sûreté  des 
chemins  de  fer,  des  bandages  des  roues,  des  véhicules  des  che- 
mins de  fer,  une  application  très  ingénieuse  de  la  flexion  circulaire 
au  tracé  des  arcs  de  cercle  d'un  grand  rayon  au  moyen  d'un  in- 
strument dont  il  est  l'inventeur,  des  ressorts  de  suspension  des 
véhicules  des  chemins  de  fer,  de  la  flexion  et  de  la  torsion  simulta- 
nées des  pièces  planes  ou  gauches,  des  ressorts  à  boudin. 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  l'exposition  des  détails  techniques 
de  la  construction  qui  se  trouve  dans  ce  Volume.  La  seule  chose 
que  nous  ayons  à  signaler  est  relative  à  la  poussée  et  à  la  butée  des 
terres.  M.  Resal  est  parvenu,  par  l'Analyse,  à  résoudre  la  question, 
quelle  que  soit  la  forme  continue  ou  discontinue  du  profil  du  ter- 
rain; on  ne  connaissait  jusqu'ici  à  ce  sujet  que  l'épure  de  Pon- 
celet,  qui  exige  que  l'on  sache  bien  dessiner  et  que  l'on  ait  beau- 
coup de  patience. 

En  tête  du  Tome  VI  se  trouve  le  Chapitre  des  voûtes.  En  cequi  con- 
cerne les  voûtes  en  berceau,  M.  Resal  donne  d'abord  le  tracé  dû  à 
Huygens  d'une  anse  de  panier  à  trois  centres,  puis  le  tracé  d'une  anse 
de  panier  à  un  nombre  quelconque  d'après  la  méthode  élégante  et 
trop  peu  connue  de  feu  M ichal,  inspecteur  général  des  Ponts  et 
Chaussées,  enfin  celui  de  la  courbe  à  onze  centres  du  pont  de 
Neuilly,  résultant  d'une  règle  empirique  de  Perronet.  Plus  loin, 
nous  remarquons  une  théorie  originale  relative  à  la  pression 
exercée  par  une  voûte  en  construction  sur  son  centre.  Les  condi- 
tions de  stabilité  d'une  voûte  sont  exposées  d'abord  en  faisant  usage 
des  courbes  de  pression  de  Moreley  et  Méry,  puis  d'après  les  prin- 
cipes de  Coulomb,  dont  les  généraux  Audoy,  Poncelel  et  le  colo- 
nel Petit  ont  fait  de  si  intéressantes  applications.  Ace  sujet,  l'au- 
teur démontre  un  théorème  nouveau  dont  nous  ne  croyons  pas 
devoir  reproduire  l'énoncé  et  qui  a  pour  but  de  faire  ressortir  l'ana- 
logie qui  existe  entre  les  méthodes  de  Méry  et  de  Coulomb.  Nous 
signalerons  enfin  :  i"  les  théories  nouvelles  relatives  à  la  flexibi- 
lité des  plates-bandes  et  des  voûtes  en  dôme,  aux  tiranU^  en  fer 
employés  dans  la  construction  des  voûtes  pour  en  assurer  la  stabi- 
lité; 2"  les  résultats  des  expériences  de  M.  delaGournerie  sur  les 
voûtes  biaises  et  qui  ont  pour  objet  de  faire  disparaître  l'idée  ab- 
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RUBINI   (R.).   —    COMPLEMENTO   Dl   CaLCOLO   INFINITESIMALE.  —    Napoli,   1880. 

Br.  in-8**,  167  pages. 

(  Analyse  faite  par  Taiiteur.) 

Mon  but,  en  rédigeant  cet  Ouvrage,'  a  été  d'exposer  le  plus  clai- 
rement possible  les  nouvelles  méthodes  d'intégration  au  moyen  du 
Calcul  des  opé rations ,  dues  aux  géomètres  anglais  et  surtout  à 
Boole.  On  doit  à  cet  auteur  des  procédés  très  ingénieux  pour  in- 
tégrer les  équations  linéaires  à  coefïicients  constants  ou  variables, 
aussi  bien  que  les  équations  aux  dérivées  partielles  et  les  équations 
à  plusieurs    variables    aux  différences  finies  et  aux  différences 

mêlées. 

* 

A  mon  avis,  le  plus  important  et  le  plus  ingénieux  des  procédés 
inventés  par  Boole  est  celui  qui  s'applique  à  l'intégration  des  équa- 
tions linéaires.  Par  un  changement  de  la  variable  indépendante, 
on  parvient  quelquefois  à  réduire  la  question  à  la  résolution  d'un 
système  d'équations  binômes  (d'après  la  dénomination  du  même 
auteur)  de  la  forme  symbolique  (*) 

lesquelles  ne  sont  que  du  premier  ordre  lorsque  le  symbole  D  =  — 

est  de  la  iorme  — pr^ ^  • 

Par  un  changement  de  la  variable  dépendante,  on  ramène  l'inté- 
gration de  l'équation  donnée  (a)  à  la  résolution  de  deux  équations 
de  condition 

,6,  u-p  £i^.    v-Fp  ii^V'u 

et  à  l'intégration  de  l'équation  symbolique 

laquelle  est  d'un  ordre  inférieur  à  celui  de  la  proposée.  La  pre- 
mière des  équations  (6)  conduit  généralement  à  une  difTérentia- 

(')  CompiemcNto  di  Cafcolo  injfni  test  maie,  p.  63. 
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lion  successive,  et  la  seconde  à  une  intégration,  ss^ns  que  le  cas 
contraire  puisse  se  présenter.  On  commence  par  déterminer  V  par 
la  seconde  des  équations  (6);  puis  on  passe  à  Tintégration  de  Téqua- 
tion  (c)  pour  obtenir  p  ;  enfin  l'on  détermine  u  par  la  première  équa- 
tion (6).  Les  équations  (6)  font  connaître  si  Téquation  proposée 
peut  s'intégrer  en  termes  finis. 

Ce  procédé  singulier  ne  s'applique  qu'aux  équations  qui  peuvent 
prendre  la  forme  binôme  {ct)\  mais  Boole  lui-même  a  montré  com- 
ment parfois,  en  introduisant  une  quantité  indéterminée,  on  peut 
ramener  une  équation  non  binôme  à  une  équation  binôme  (  *  ). 

Quand  l'équation  proposée  n'est  pas  intégrable  en  termes  finis, 
Boole  a  donné  une  belle  méthode  pour  l'intégration  par  séries,  et 
il  a  formulé  une  règle  pour  les  cas  où  la  méthode  générale  tombe 
en  défaut.  Cette  règle,  dont  l'éminent  analyste  a  cru  pouvoir  s'at- 
tribuer la  découverte,  est  comprise  tout  entière  dans  un  procédé 
emplové  pour  la  première  fois  par  Euler,  ainsi  que  je  l'ai  fait  voir 
dans  une  Note  présentée  à  l'Académie  des  Sciences  de  Naples  (2). 

Mon  Ouvrage  ne  renferme  aucune  théorie  qui  m'appartienne,  si 
re  n'est  ce  qui  concerne  la  détermination  des  constantes  dans  des 
ras  exceptionnels  (^). 

J'ai  cru  néanmoins  qu'il  était  de  la  plus  grande  importance  de 
mettre  à  la  portée  des  étudiants  la  connaissance  des  nouvelles 
méthodes,  qui.  j'en  ai  la  certitude,  par  leur  simplicité  et  leur  géné- 
ralité (autant  du  moins  que  le  calcul  inverse  est  praticable),  trou- 
veront place  dans  les  applications  du  Calcul  aux  sciences  physico- 
mathématiques. 

Je  n'ai  pas  introduit  dans  mon  Ouvrage  certaines  applications  de 
la  méthode  qui  m'ont  paru  exiger  des  démonstrations  plus  rigou- 
reuses que  celles  que  l'on  connaît  jusqu'ici.  R.   R. 


*;  ComphmentOt  p.  92.  • 

';  Intorno  ad  un   tusertiva  di  Boole  {Rendic,  délia  R.  Accad»  délie  Sc^  fis.  e  ma- 
tem,y  t.  XIX;  anno  1880. 
(*)  Complemento,  $%  35  et  39. 
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MÉLANGES. 

ÉTUDE  SUR  LE  TRIANGLE  HARMONIQUE; 
Par  m.  CHARLES  HENRY. 

HISTORIQUE. 

1.  Le  9.7  décembre  16949  Leibniz  écrivait  au  marquis  de  l'Hos- 
pital  :  «  J'avais  pris  plaisir...  de  chercher  les  sommes  des  séries 
des  nombres,  et  je  m'étais  servi  pour  cela  des  diflerences  sur  un 
théorème  assez  connu,  qu'une  série  décroissant  à  rinfîni,  son  pre- 
mier terme  est  égal  à  la  somme  de  toutes  ses  différences.  Cela 
m'avait  donné  ce  que  j'appelais  le  triangle  harmonique,  opposé  au 
triangle  arithmétique  de  M.  Pascal.  Car  M.  Pascal  avait  montré 
comment  on  peut  donner  les  sommes  des  nombres  figurés  qui  pro- 
viennent en  cherchant  les  sommes  et  les  sommes  des  sommes  des 
termes  de  la  progression  arithmétique  naturelle,  et  moi  je  trouvai 
que  les  fractions  des  nombres  figurés  sont  les  différences  et  les  dif- 
férences des  différences  des  termes  de  la  progression  harmonique 
naturelle,  c'est-à-dire  des  fractions 

1        I        I        I 

—1     —1     ô'     7»    •  •  •  » 
1234 

et  qu'ainsi  on  peut  donner  les  sommes  des   séries  des  fractions 

figurées  comme 

I        I         I  I 

I         3         o         10 

III  I 

I      4       ^^      *^'^ 

Reconnaissant  donc  cette  grande  utilité  des  différences  et  voyant 
que  par  le  calcul  de  M.  Descaries  l'ordonnée  de  la  courbe  peut  être 
exprimée,  je  vis  que  trouver  les  quadratures  ou  les  sommes  des  or- 
données n'est  autre  chose  que  trouver  une  ordonnée  de  la  quadra- 
trice  dont  la  différence  est  proportionnelle  à  l'ordonnée  donnée. 
Je  reconnus  aussi  bientôt  que  trouver  les  tangentes  n'est  auti*e  choses 


m 
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que  diâërenlier,  et  trouver  les  quadratures  n'est  autre  chose  que 
sommer,  puorvu  qu'on  suppose  les  dîil'érences  incomparablement 
petites.  Je  vis  aussi  que,  nécessairement,  les  grandeurs  difleren- 
tielles  se  trouvent  hors  de  la  fraction  et  hors  du  vinculum,  et 
qu'ainsi  on  peut  donner  les  tangentes  sans  se  mettre  en  peine  des 
irrationnelles  et  des  fractions.  Et  voilà  l'histoire  do  Torigine  do  ma 
méthode  (*).  » 

Dans  un  opuscule  intitulé  Historia  et  origo  C alcali  differcn- 
tialis,  publié  seulement  en  1846  par  M.  Gerhardt  (^),  nous  trou- 
vons quelques  détails  complémentaires.  C'est  dans  le  courant  de 
Tannée  1672  que  Leibniz  eut  l'idée  du  triangle  harmonique,  et 
c'est  Hujgens  qui  lui  proposa  de  trouver  la  somme  d'une  série  dé- 
eroissante  de  fractions,  les  numérateurs  étant  des  unités  et  les 
dénominateurs  des  nombres  triangulaires.  Huygens  avait  pu  cal- 
culer cette  somme  à  la  suite  d'entretiens  avec  Huddo  sur  les  proba- 
bilités. Leibniz  la  trouva  égale  à  a,  ce  qui  concordait  avec  le  résultat 
de  Huygens  et  avec  la  vérité.  Il  découvrit,  par  le  même  procédé, 
les  sommes  des  séries  de  fractions  dont  les  dénominateurs  sont  dos 
nombres  figurés  quelconques,  et  dans  la  suite,  ayant  pris  connais- 
sance du  triangle  arithmétique  de  Pascal,  il  donâa,  par  analogie, 
à  son  procédé  d'investigation  le   nom  de  triangle  harmonique. 
L'illustre  géomètre  revient  avec  quelques  détails  sur  ce  triangle 
dans  une  Note  intitulée  Nos^a  AlgehrtB  promotio,  publiée  égale- 
nienl  par  M.  Gerhardt  (');  au  contraire,  l'auteur  y  fait  une  simple 
allusion  dans  une  do  ses  lettres  à  Oldenbourg,  imprimées  dans  lo 
Commercium  epistolicum  (*),  et  le  monlioune  rapidement  dans 
son  opuscule  De  vera  proportione  circuli  (^).  Cette  conception, 
qui  joua  un  si  grand  rôle  dans  la  création  du  Calcul  dillérentiel, 
est  donc  une  révélation  toute  récente  de  l'érudition,  essentiello- 
ïnent  digne  à  ce  point  de  vue  do  l'attention  des  géomètres. 


(')  J^ibniiens  Mathematische  Schrifien,  Rand  II,  p.  259. 

{^)  Historia  et   origo   Calculi  differcntialis   a   Leibnitio  conscripta;    Haimovera*, 
18J6.  —  Leibnizens  Mathematische  Schrifteit,  Band  I,  p.  404. 
{*)  l^eibnizens  Mathematische  Schriflen y  Bond  III,  p.  \'^\. 
{*)  Commercium  epistolicum^  oouTelle  édition.  Paris,  iSôf»,  p.  91. 
(')  Leibnitii  Opera^  éd.  Diilens,  t.  III,  p.  i'|3. 
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COPfSTIlUCTIOItiS    DU    TRIAKGLE    HARMONIQUE. 

I 

2.  De  même  que  le  triangle  arithmétique,  le  triangle  harmonique 
peut  se  construire  de  trois  manières. 

Première  construction.  —  Ecrivons  sur  une  ligne  horizontale  la 

série  harmonique  de  i  à  -  par  exemple  ;  retranchons  la  deuxième 

traction  de  la  première,  la  troisième  de  la  deuxième,  la  quatrième 
de  la  troisième,  etc.,  nous  avons  la  deuxième  ligne  du  triangle.  Opé- 
rons sur  cette  deuxième  ligne  comme  nous  avons  opéré  sur  la  pre- 
mière, nous  aurons  la  troisième  ligne,  et  ainsi  de  suite  ^  chaque 
ligne  contiendra  une  fraction  de  moin^  que  la  précédente  jusqu'à 
la  neuvième  ligne,  qui  n'en  contiendra  évidemment  plus  qu'une. 

Construction  [a]. 
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I 

12   3o   60   loô   168  262 


4  20  60  i4o  280  âo4 


5   3o  loS  280  63o 
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I 

I 

I 

6 

4a 

]68 

5o4 

I 

I 

I 

7 

56 
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1 

I 

• 

8 

72 

I 

9 


Deuxième  construction*  —  Au  1k!U  d'écrire  la  séfît*  harmotiiqur 
sur  une  ligne  horiz.oulalr,  rrri>ons-la  sur  une  W^uc  oblicpK*^  P^o- 
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(.'édons  comme  précédemment  et  écrivons  les  diilerences  sur  des 
lignes  parallèles  à  la  première;  nous  avons  alor.»  une  deuxième  con- 
struction du  triangle  harmonique,  qui  offre  sur  la  construction  [a) 
l'avantage  de  mieux  faire  ressortir  les  symétries  numériques. 

Construction  [b]. 


I 

1 

1         1 

2        2 

1       I      r 

3     6     3 

T 

I         r 

î 

4 

12        12 

4 

1 

1         r 

1 

r 

5  2o  3o  20  5 

I   I    r    I    1   f 
6  3o  6o  6o  3o  6 

I    I    I    I    I 


7  4^  io5   i4o  io5  42  7 


8  56  168  280  2bo  168  56  8 

I  I  T  T  T  I  fil 


9     72     25?.     5o4     63o  .  5o4     2ba     72     9 

Troisième  construction,  —  Ecrivons  les  neuf  premiers  termes 
de  la  série  harmonique  sur  une  ligne  verticale;  relranclions  la 
deuxième  fraction  de  la  première ,  nous  aurons  la  première  frac- 
lion  de  la  deuxième  colonne  ;  retranchons  la  troisième  fraction  de 
la  deuxième,  nous  aurons  la  deuxième  fraction  de  la  deuxième 
tolonne,  etc.  ;  retranchons  la  deuxième  fraction  de  la  deuxième 
colonne  de  la  première  fraction  de  la  même  colonne,  nous  aurons 
la  première  fraction  de  la  troisième  colonne,  et  ainsi  de  suite  ^ 
chaque  colonne  contenant  un  terme  de  moins  que  la  précédente 
jusqu'à  la  neuvième,  qui  n'en  contient  évidemment  qu'un. 

C'est  sur  la  construction  (c)  que  nous  étudierons  les  propriétés 
du  triangle  harmonique,  sans  nous  attarder  aux  démonstialioiis. 
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Construction   (  c  ) . 
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PROPRIÉTÉS    DU    TRlAiNGLE    HARMONIQLK. 

3.  Théorème  I.  —  Dans  un  triangle  harmonique,  un  terme 
quelconque  est  égal  à  la  différence  de  tous  les  termes  de  la  co- 
lonne  précédente  jusqu'au  terme  placé  sur  ta  même  ligne  que  lui 
ou  à  la  différence' de  tous  les  termes  au-dessus  de  lui,  moins  le 
terme  placé  à  gauche  de  lui. 

Désignant  par  ^  une  fraction  Ggurée  quelconque,  par  Texposant  n 

le  numéro  de  la  colonne,  par  Tindice  rie  rang  de  la  fraction  dans 
la  colonne,  nous  avons 

I  I  I     I     Il  I  I 

V  '  I      //i-i  7"    '  *  *  *         //'- 1  /*/*  7n   *~  T»         •  •  •         Trw  r/i    I  ' 

J  l  J  \  J  r  J  i-\  J  \  J  1  -'ri  '  r 

d\»ù  Ton  déduit 


1  I 

2  tt:    -      -TTi-i 


Jr  J  rt 


(•  <\st-à-dire  : 


•      • 


'•; 


•  '  •. 


•  ••. 
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poskfnl  égal  au  rang  de  cette  ligne,  plus  la  somme  des  sommes 
djsf*aénondnai.eurs  de  toutes  les  lignes  précédentes  à  partir  de 
-'la  deuxième. 


•  •  •. 


•-• 


•  '  •• 


5.  De  même,  on  peut  facilement  établir  les  propositions  sui- 
vantes : 

Thêorèmb  IV.  —  Dans  c flaque  ligne  du  triangle  harmonique, 
le  rapport  d'un  terme  j^^^  au  terme  —  ^st  égal  au  rapport  des 
nombres  qui  expriment  les  rangs  de  ces  termes,  comptés  l'un 
aidant  ~>  l'autre  après  -j^^^  à  partir  de  l' extrémité  de  la  ligne, 
c'est-à-dire  que 

(4)  •     _L  = '• 

Théorème  V.  —  Le  rapport  de  deux  termes  consécutifs  appar- 
tenant à  une  colonne  d'ordre  w,  dans  le  cas  de  n'^  ly  et  de 
rangs  r  et  r  -h  i^  est  égal  à  ^inverse  du  premier  terme  d'^ ordre 
H  -h/',  dii^isé par  r,  c'est-à-dire 

I 

(5)  Jj:—^^is — 

-pr 

J  r+x. 

Théorème  VI.  —  La  colonne  n'^'"^  du  triangle  harmonique 
présente  l'ordre  (//  -h  i)'<^'»^  des  fractions  Jîgurées  divisées  par  n. 

6.  De  l'observation  en  particulier  des  deux  premières  colonnes 
du  triangle,  on  tire  la  série  bien  connue  de  Leibniz  : 

II  I  I  I  I  I 

H  5"  ~f"  Il     7  "+~  7 — ?  -|-  .  .  .  H- ; —  * 

1         n         1.2         1,6         v-> .  4         4  •  ^  {"  —  '  ;  '' 

ou,  dans  le  cas  de  «  =  oo  , 

I  I  I  I 


I  I  .  ?.  9.     i  3.4  [ff  —  *    « 
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De  cette  série,  qui  est  le  principe  du  calcul  des  dillërences,  on 
déduit  : 

Corollaire  I,  —  La  somme  \  —i-l-N  — ;-h>  — r-h...,  dans 

laquelle  m  marque  successivemeut  tous  les  nombres  à  partir  de  2, 
converge  vers  Tunité.  En  ellet, 

F  I  I  I  I  I 

-   ———  —  -  •    -t-        -   -+-        r    — 1~        7  -+-  .  .  .  , 

I  7}  1^  V  2* 


I  .2 

I 

1 

I  I  I  I  I  I 


a. 3  1        3»        3'       3»        3 

I         I  I  I  I  I 

r4 -  ~r -  4i  -*-  4i  -^  4Ï  -^  4-' -^  •  •' 
4 


donc 


Corollaire  II,  —  De  cette  équation  se  déduit  celle-ci  : 

m"^  —  I 

dans  laquelle  n  prend  toutes  les  valeurs  possibles  et  tu  est  soumis 
à  la  condition  de  n'être  pas  puissance. 
On  a,  pour  ///  =  i,  a,  3,  — ,  oo  , 


or 


S  -L—=\i--  + --  +  -+. .\ 

^  m*  —  I        ^  \ ni^        w*        /72®  / 


mais  les  seconds  membres  des  équations  précédentes  sont  évidom- 
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ment  égaux  à  \  ~  "+~  /  ^  "+*•  ••?  réquatîon  (7)  est  doue  dé- 
montrée :  elle  est  connue  sous  le  nom  de  théorème  de  Goldbach 
Si  Ton  met  les  égalités  du  corollaire  I  sous  la  forme 

I  1  I         I 

2~"  3»"^  3^  "^  3^  "^'    "• 

3  ""  4»  "^  4«  "^  4^ 


•  •  •  » 


on  a  en  général 


\   n  —  r  \n  I  \n  j  \n 


•  •  *  • 


Si,  dans  cette  dernière  formule,  on  fait  /*  =  i,  il  vient 


//  —  i        n        \n  1         \n  j 


c'est-à-dire  : 


Corollaire  111.  —  Un  terme  quelconque  de  la  série  liarmoniqut* 
est  égal  à  la  somme  de  toutes  les  puissances  h  Tinfini  du  terme 
suivant. 

Dans  le  cas  /•  =  1 ,  on  voit  également  que 


r       r 


n        tt  -\~  r        n  n  -h  r 
c^*est-à-dii'e  : 

Corollaire  IF .  —  I.a  ditlcrence  de  deux  ternies  consécutifs  de 
la  série  harmonique  est  égale  vi  leur  produit. 
Mais  si 


(9) 


I  I       /i\*      /i\'      l  y^^ 


n  —  I         //        \n  j         \n  j         \n 
de  même 

(.0)   '- — L_==.^^(iy_(i\v(i\*_(i\^.... 

^      ^       //        // -+  I         //*-+-//        \///         \n)        \ii)         \n] 
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Dans  les  équations  (9)  el  (  lo),  donnons  successivement  à  n  toutes 
les  valeurs  à  partir  de  2  ^  on  voit  que  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (9)  représente  successivement  toutes  les  fractions  triangulaires 

à  partir  de ->  c'est-à-dire  que  la*  limite  de  la  somme  des  inverses 

des  puissances  à  l'infini  est  i,  ce  qui  est  le  corollaire  I.  On  voit  en 
outre  que  le  premier  membre  de  l'équation  (10)  représente  succes- 
sivement chaque  fraction  triangulaire  à  partir  de  7;  •  Donc  la  somme 
des  inverses  des  puissances  paires,  moins  la  somme  des  inverses  des 

puissances  impaires,  est  égale  à  -;  d'où  l'on  conclut  (résultat  con- 
firmé par  les  Tables)  : 

Corollaire  V,  —  La  somme  des  inverses  des  puissances  paires 

3 
tend  vers  -7  et  la  somme  des  inverses  des  puissances  impaires  tend 

I 

vers  7- 

4 

7.  Comparons  entre  elles  deux  colonnes  quelconques  du  triangle, 
nous  avons 


I           1           I 
I            I            I 

/r+i          Jr+l         Jr-i-z 

1 

I 

•  •  ~^    j-n 

Jr+H 

I 

I 
//î-i 

1 
1 

fn-i 
Jr+r'+t 

et  ainsi  de  suite. 
En  ajoutant  membre  à  membre,  on  obtient 


I         I         I         I 

7=-+-  -:=:-♦-—  -4-  ^ 


fn  ^^   rn  ^^  rn  ^^  fn  ^^  "  '  *  ^^    fa  ^^  rn       ^^  '  *  *  ^^  fn  fn-\  fn-\ 

J\         Jt         y»  Jk  Jr  Jr+i  J  r+r'        J\  J  r-^-r'+i 

Dans  cette  équation,  lorsque  le  premier  membre  devient  infini, 
la  fraction  ^^,_^  est  remplacée  par  d'autres  fractions  qui  tendent 
vers  zéro^  on  a  donc 

c'esl-à-dirc  que  la  somme  d'une  infinité  de  termes  d'une  colonne 

Bull,  des  Scienctt  nuithém.,  2*  Série,  t.  V.  (Mars  1881.)  O 
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à  partir  du  /•'*'»«<?  ternie  est  égale  au  /•'^'»««  terme  de  la  colonne 
d'ordre  immédiatement  antérieur;  autrement  dit  le  théorème 
énoncé  par,  Leibniz  : 

Théorème  VII.  —  Dans  une  série  décroissant  à  l'infini,  le  pre- 
mier terme  est  égal  à  la  somme  de  toutes  ses  différences. 

Remarque.  —  La  première  colonne  contient  les  fractions  figurées 
de  tous  les  ordres  postérieurs  au  second;  on  peut  donc  exprimer 
toujours  les  fractions  figurées  de  tous  ces  ordres  en  sommes  de 
triangulaires  et  celles-ci  toujours  en  sommes  d'elles-mêmes.  Dans 
ce  dernier  cas,  on  a 


(.2) 


-+ 


Si,  dans  la  formule  (i  i)/ou  posait  /<  =  r,  on  obtiendrait 


(.3) 


SÀ".V 


c'est-à-dire  l'expression  symbolique  de  cette  importante  remarque 
de  Bernoulli,  que  la  série  harmonique  continuée  à  V infini  est 


divergente. 


Et  comme  on  a  pour  toutes  les  valeurs  de  r  : 


r 

/;  =  '' 


on  peut  énoncer  ce  théorème 

Théorème  VIII.  —  Une  série  à  termes  positifs  est  divergente 
si  le  produit  d'un  terme  par  son  indice  ne  décroit  pas  lorsque 
l'indice  augmente. 


Mais  on  a 


r 


n 


/•"*  /•*  /• 


./;'.    ./;•*    ./;• 


M  =  i. 


et  de  même  que 


/; 


/,  <»' 
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de  même 

y~^   ^  •  •  •  "^  "Tn   *^  "fn  *^  'fn  '^  '  » 

donc  :  % 

THÊORÊMe  IX  (*).  —  On  ne  modifie  pas  la  div^ergence  ou  la 
convergence  d'une  série  si  Von  remplace  celte  série  par  une  autre 
série  formée  en  multipliant  chaque  terme  de  la  première  par  son 
indice,  et  en  prenant,  dans  cette  nouvelle  série,  les  ternies  affectés 
des  puissances  successives  du  premier  indice. 

Remarque.  —  On  pouL-raîl  placer  ici  toutes  les  règles  de  cou- 
\ergence  qui  einpruntenl  leurs  caractères  et  leurs  preuves  à  la 
considération  des  diflerences;  mais  cette  revue  n'oil'rirait  aucun 
intérêt,  le  triangle  harmonique  ne  pouvant  apporter  aux  démon- 
strations de  ces  règles,  généralement  simples,  aucune  simplifi- 
cation. 

8.  Si,  dans  Téquation  (i  i),  on  donne  successivement  h  n  toutes 
les  valeurs,  on  voit,  en  appliquant  le  théorème  VI,  que  : 

La  somme  de  la  série  des  inverses  des  nombres  triangulaires 
est  égale  à  a  -, 

La  somme  de  la  série  des  inverses  des  nombres  pyramidaux  est 

esate  a  -  ; 

La  somme  de  la  série  des  inverses  des  nombres  Ji garés  du  cin- 
(juième  ordre  est  égale  à  -  ; 

I^a  somme  de  la  série  des  inverses    des  nombres  figurés  du 

sixième  ordre  est  escale  à  y  ; 

4 

c'est-à-dire  qu'en  général  on   a,   en  appliquant  le  corollaire  du 


théorème  1, 

1 

•4'^ 

I^  = 

1 

.n 

')  O  llicorème,  ordinairement  attribué  à  Cauchy,  a  été  énonce  pour  la  premièn; 
f«»i*  dan»  sa    généralité  pnr   l.e  Bcs{;ue  {Nouvelles  y4niiaUs  de  Mathématiques^  t.  IV, 
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Théorème  X.  —   La  somme  des  fractions  figurées  d'ordre 
*    n  -\-  i    est   égale   au    quotient   de    deux  fractions    consécutiv^es 
d'ordre  2,  de  rang  n  —  1  et  n. 

De  ce  théorème  découle  directement  cette  proposition  : 

Corollaire.  —  La  somme  du  triangle  harmonique  est  ua  triangle 
infini  dans  lequel  chaque  ligne  exprime  la  somme  de  la  colonne 
correspondante  dans  le  premier,  ou  encore  une  colonne  numérique 
infinie  dans  laquelle  chaque  terme  exprime  le  quotient  de  deux 
termes  consécutifs  de  la  première  colonne  du  triangle  harmonique, 
c'est-à-dire  qu'on  a 

I  1.2  1.2.3 


n        /î  (/î  -h  I  )         /i  (  /i  4-  I  )  (/<  -+-  2  ) 

1.2.i3.*A 

•  •  •  '■  -  3C 


I  — 


/i  (  /i  -^  I  )  (  //  H-  2  ) . . .  (  /i  -+-  /•  —  1  ) 
Au  contraire,  Texpression 
t  1.2  1.2.3  1 .2.3.4*  * -^ 


n       n[n  —  i)       n[n  —  i)[n  —  2)  n[n  —  i)(/i — 2). •.2.» 


dans  laquelle  les  termes  sont  respectivement  les  inverses  des  termes 
de  la  suivante 

^  '  I  1.2  1.2.3 

est  finie  dans  le  cas  où  n  est  pair,  nidle  dans  le  cas  où  n  est  impair. 
Remarque.  —  La  suite  terminée 

I  1.2  12.3  1.2.3. ..X 


n        n[n-^i]        «(//-+- 1)  (w -h  2)        *'*        /i(/H- l)  (// -+-2) . . .  (/i-h  X- —  1) 

est  le  rappport  de  deux  progressions  de  produits  de  termes  consé- 
cutifs, et  il  est  facile  d'en  exprimer  la  somme. 
Soieni 

Oq      a     h      c     d      ...       //      /•      /      /q, 
a„      a      .3      y      0       .  .  .       ^       x      ^      X^, 

deux  progressions  dans  lesquelles  a^  et  a^  désignent  les   termes 


MÉLANGES, 
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a  a  —  «0 

ab  a  h  —  cjL   a 


«0*  «0  «0        « 


«o«/5  «0«  «0         «i^' 

///^frf  £/A<7         </  —  y  abc 

abcd, . .  //^  a/^c.  .    /  /„  —  >  abc.  .  .  /rX7 

donc,  en  ajoutant  et  retranchant, 

,  ^.    fl        ab        abc  abc,  .  .  /  «0      /  ^^^»  •  •  ^^o         \ 

(16)     -  -H  —  -H  __ -f-...+  _^ ^  =:  2_ ^__,)_ 

a         ap         apy  apy ...  A        a  —  a©  \  a^  ap .  .  .  x  A  y 

ce  qui  est  la  somme  de  la  suite  — I ; — '■ r  -4-  •  • .  ffénéralîsée. 


TRANSFOEMATIOIf    DU    TRIANGLE    HAHMONIQUE    EN    TRIANGLE 

ARITHMÉTIQUE. 

9.  L'expression 


(•7) 


rn     rn       fn 

fn 

fn 
J  r 

fn 

fn 

1      1     I 

fn        fn        rn 

fn 

fn 

est  un  nombre  indéterminé.  Si,  dans  le  second  membre  de  celte 
égalité,  on  prend  d'abord  le  premier  facteur,  puis  le  premier  el  ]c 
deuxième  facteur,  en  général  deux  facteurs  consécutifs,  on  obtient 
les  termes  successifs  de  Tordre  correspondant  dans  le  triangle  aritli- 
mélique.  Mais  on  remarque  que  le  rang  de  chaque  nombre,  dans  la 
colonne  du  triangle  arithmétique  obtenu,  est  d'une  unité  inférieur 
au  rang  véritable  de  ce  nombre  dans  la  série  figurée.  Les  termes 
d'ordre  n  et  de  rang  /'  du  triangle  harmonique,  tel  qu'il  est  con- 
struit, correspondent  aux  termes  d'ordre  n  et  de  rang  /*  —  i  du 
triangle  arithmétique  obtenu  ;  autrement  dit,  les  termes  de  rang  / 
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cîl  d'ordre  //  —  i  de  notre  triangle  harmonique  correspondent  aux 
termes  de  rang  /•  et  d'ordre  n  du  triangle  arithmétique  ordinaire. 
Il  y  a  d(mc  dans  le  triangle  harmonique  une  colonne  de  moins  que 
dans  le  triangle  arithmétique  complet,  ce  qui  était  déjà  impliqué 
par  le  théorème  VI.  Celle  qui  manque  au  triangle  arithmétique 
obtenu  est  la  première,  renfermant  les  nombres  figurés  du  premier 
ordre,  c'est-à-dire  les  unités  dont  les  npmbres  naturels  sont  les 
sommes.  Celle  qui  manque  à  notre  triangle  harmonique  est  la  pre- 
mière qui  renferme  les  fractions  figurées  de  premier  ordre  dont  les 
termes  de  la  série  harmonique  sont  les  différences.  Or  chacune  de 
ces  fractions  du  premier  ordre  est  évidemment  une  quantité  indé- 
terminée et  pouvant  croître  au  delà  de  toute  limite,  c'est-à-dire 
infinie.  Les  fractions  figurées  du  premier  ordre  sont  donc  infinies, 
ce  que  la  formule  (i3)  exprimait  déjà  symboliquement. 

De  la  divergence  de  la  série  harmonique  se  déduisent  facilement 
les  propositions  suivantes  : 

La  somme  des  termes  impairs  de  la  série  harmonique  est 
infinie. 

La  somme  des  termes  pairs  de  la  série  harmonique  est  infinie, 

La  somme  \   ?   dans  laquelle  x  égale  successivement 

1 ,  2,  3, ...  00  ,  est  injinie, 

10.  Désignons  par  FJ!"*"*  un  entier  figuré  de  rang  r  et  d'ordre 
/ï  -h  I,  et  par^""^'  le  dénominateur  de  la  fraction  figurée  de  rang 
et  d'ordre  correspondants^  on  a  évidemment 

(l8;  yn^l  Jr  J_r-l -^         , 

Mais 

/;-»  =  //F;f-^i  ==  ,;(Fî  -+-  f;  4-  f;  -+- . . .  H-  f;  )  ; 

donc  l'équation  (  i  )  devient,  après  réduction  et  interversion  des 
facteurs  dans  le  second  membre, 

/  F;H-F;-t-Fj4-...-i-F;' 

(19)   I     _  F^-f-F;  f;4-f;-vf;  f» -4- f; -f- f; -h f^  f,h-f;-4-f!;^. . .-4-f; 
!     "^     f;        Ff-hFî        F;-f-Fî-hF;*       F;*-+-F;-4-...-hF;_, 
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Celte  expression  est  le  type  de  transformation  de  toute  progres- 
sion arithmétique  en  produit,  et  eu  général  de  toute  série  en  produit 
d'un  nombre  infini  de  facteurs,  et  réciproquement. 


TRrANGLK    HARMOIVIQtlE    CÉMÉRALISÉ. 

il.  Au  lieu  de  supposer  la  raison  égale  à  i,  nous  pouvons  la 
supposer  quelconque.  Nous  avons  alors  la  construction  (d)  du 
triangle  harmonique 


1 

a 

I 

r 

ï 

au 

1 

r 

c 

Vc 

1 

r 

7i 

cd 

1 

r 

e 

de 

1 

r 

7 

'/ 

1 

r 

Ig 

1 

r 

7t 

8'< 

1 

r 

k 

hk 

yr 


abc 

l.r 

Gr 

bcd 

a  bcd 

->  r 

(yr 

^^r 

cde 

bcde 

a  bcde 

ir 

6r 

i^r 

I20/' 

,uj 

cde/ 

bcdrf 

abcdef 

o.r 

dcfy 

rdejg 

i2or 

^h 

bcdefg 

'?.r 

6r 

dcfgh 

\ior 

fgf^ 

cdcfgh 

O.r 

6r 

?.4'' 

i2or 

72or 


a  bcdefg 
rior  5o4or 


bcdefgh      a  bcde/ g  h 
720/*  5o4or  4o3'*o 


gfik     fghk      efglik      dcfghk      cdefghk      bcdefgh  k      abcdef ghk 
.Nous  obtenons  ces  nouvelles  formules 


20 


V  1  -~liL^'\ 

Lknb"  t  \a        >r 

^  abc         ir  \ab         hk  f 

y_L_:=:-'-(J 

^abcd         3r\aùc         g, 


t 
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et  celles-ci 
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(2.) 


I  I         I 

a        ab        hc 

I  1 


lah       abc        bcd 


3  abc       abcd        bcde 


"i  •  •  •  t 


I  I 


^abcd        abcde        bcdef 


qui  ne  sont  autre  chose  que  la  généralisation  des  séries  suivantes, 
auxquelles  Stirling  ramenait  toutes  les  autres,  celles  dans  lesquelles 
n  Qi  r  croissent  suivant  une  loi  quelconque  : 


Z  z[z-\-\]  (3-hl)(-3-h  2) 


22(3-4-1)        z[z-\-i)[z-^i)       z[2-\-i)[z-\-i)[z-^3) 


•  •> 


z   Z[Z'Jf\)[Z'\-7,)  z(2-f.l)(2  4-2)(5-t-3) 

(22)      {  I 


(z-M)(z-+-2)(z-4-3)(z.4-4) 

I 


•  t 


4   Z[Z  -{-\][Z  -\-  7)[Z  -\-  Z]  «(2"+-l)(z-h2)(zH-3)(«-4-4) 

I 


(3  .4-1)  (z-h  2)  (z -h  3)  (3 -4- 4)  (s -f- 5) 


•  •  •  > 


desquelles  il  déduit 


I  —  n 


^t 


(2-«)(l  — «) 


(•i3) 


/IS 


:j(3-M)        «(3-f-  i)(3-4-  2)        2(3 -M)  (3  4- 2)  (3 -h  3) 

(3-/l)(2-/l)(,-,l) 


z(2-+-l)(3-f-2)(«-+-3)(Z-+-4) 
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et 


1.2 

.  • . , 


Z«  «(«-+-l)  3{z-+-lj(2-f-2)  z(z-+-l)(2-f-2){2-t-3) 

I  I  3 


Z»  z(z-f-l)(z4-2)  z(3-4-l){«-+-2){2-h3) 

II 


•  •  •  > 


(24)    {  x(«-f-i){z-H2)(«-f-3)(«-h4) 

1  I  6 


à        z(z-M)(z-f-2j(«-*-3)  3(3-f-l)(«-+-2){3H-  3)(«-t-4) 

35 

■^3(z-*-i)(z-+-2)(z-*-3)(z-f-4)(z4-5) 


Nous  renverrons,  pour  ces  transformations,  à  la  première  partie 
du  Traité  :  Methodus  differentialis  swe  Tractât  us  de  sununatione 
et  interpolatione  serierum  injinitarum,  Londiui,  MDCCLXIV. 

Aux  généralisations  précédentes  se  rattachent  les  élégantes  con- 
sidérations qui  conduisent  directement  aux  propriétés  de  la  fonc- 
tion T\  mais  ces  considérations  sont  trop  connues  pour  être 
transcrites  ici  (^),  et  les  pages  précédentes,  qu41  serait  possible 
d'étendre  presque  indéfiniment,  sont  un  témoignage  suffisant  de 
l'importance  du  triangle  harmonique. 


SUR  UN  THÉORÈME  DE  M.  MITTAG-LEFFLER  ET  SUR  LA  THÉORIE 

DES  FONCTIONS  UNIFORMES  ; 

Par  m.  WEIERSTRASS. 

i.  Dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  de 
Stockholm  (=*)  pour  Tannée  1877,  M.  Mittag-Lefïler  a  donné 
quelques  théorèmes  très  remarquables  qui  font  suite  aux  re- 
cherches que  j'ai  publiées  dans  les  Mémoires  de  V Académie  de 


(*)  Voir  J.-A.  Serret,  Traité  de  Calcul  intégral,  p.  i8G. 

(*)   Ô/versigt  af  kongl.  Vetenskaps-Akademiens  FiirliandUngar,  1877  (voir 
iJuiletin,  III,,  26()). 
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Berlin,  pour  l'année  1876,  sur  les  fonctions  analytiques  uni- 
formes d'une  variable.  Parmi  ces  théorèmes,  le  plus  important 
est  le  suivant,  sur  lequel  je  vais  insister,  parce  qu'il  m'a  servi  à 
compléter  sur  plusieurs  points  essentiels  les  résultats  de  mon 
travail. 

Soient  données  : 

1**  Une  suite  indéfinie  de  grandeurs  déterminées 

toutes  inégales  et  satisfaisant  à  la  condition 

limeiv^:  «>  ; 

^"  Une  suite  indéfinie  de  fonctions  rationnelles  d^une  va- 
riable  .r, 

/i(-^)j  ft{^)y  Ai^)^  •••» 

telles  que  fix)  soit  infinie  au  point  a^et  seulement  en  ce  point, 
et  s^ annulant  en   outre  pour  x  =  oo  . 

On  peut  toujours  construire  une  fonction  analytique  uni- 
forme ^  {x)  dont  le  point  ao  soit  un  point  singulier  essentiel, 
qui  soit  infinie  aux  points  a^,a2y  - ..  -,  a^,  . .  .^et  seulement  en  ces 
points,  telle  enfin  que  la  différence 

V\x)-f{.r) 

ait  au  point  :r  =  a^  une  valeur  finie,  la  fonction  F(x)  pouvant 
se  mettre,    dans   un  domaine  déterminé  autour  de  ce  point, 

sous  la  forme 

/(;r)-+-î(jr-a.)     (M. 

M.  Mittag-Leffler  prouve  ce  théorème  en  montrant  que,  des 
fonctions  données 

/i(-^*)>  .A(^).  /si-^) 

on  peut  déduire  une  suite  d'autres  fonctions  rationnelles 


(•)  Le  symbole  ^î(x)  désigne,  roinmc  dans  le  .Mémoire  elassi(|ne  de  \l.  Weior- 
slrass,  une  série  proeédanl  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  .r. 
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telles  que  les  difFércnces 

^i(^)—/i{-^),  Fï(^)— /ï(^),  F,(.i;)— /,(jr),    ...  i 

soient  des  fonctions  entières  de  x  ou  des  constantes,  telles  enfin 
que  la  série  indéfinie 

m 

Vf.cx) 

converge  unirorraémenl,  à  l'exception  des  points  a^^  a-^^  a^,  .  .  ., 
d'où  il  suit  que  celte  série  représente  une  fonction  F(j:)  ayant 
les  propriétés  demandées. 

On  peut  former  les  fonctions  Fv(x)  d'une  façon  plus  simple 
que  n*a  fait  M.  Mittag-Leffler,  et  par  suite  simplifier  notablement 
la  démonstration  de  son  théorème. 

Imaginons  une  suite  indéfinie  de  quantités  positives 

i  j     i  '     3  ♦    •  •  • 

dont  la  somme  ait  une  valeur  finie,  et  désignons  par  e  une  cer- 
taine quantité  arbitraire  et  soumise  à  la  seule  condition  d'être  po- 
sitive et  inférieure  à  i . 

Si  maintenant,  pour  une  valeur  déterminée  de  v,  on  a  a»—-  o, 
on  prendra 

mais,  si  a^  est  différent  de  zéro,  on  développera /v(>p)  en  une  série 
pnicédant  suivant  les  puissances  de  x, 


se 


V 


a;  ./  \ 

^j    - 

qui  converge  pour  toutes  les  valeurs  de.r  qui  satisfont  à  la  condition 


f     (  '  ); 
a 


V 


on  peut  maintenant  déterminer  un  nombre  entier  /;t.  Ici  que,  pour 


'i  l.r  symbole  \n\  désigne  le  moHuIr  Hc  In  qiianlité  n. 
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les  valeurs  de  x  qui  satisfont  à  la  condition 


X 


^e, 


le  module  de 


a;:'  x^ 


E 

soit  plus  petit  que  £>(*)• 

Ce  nombre  m«  étant  déterminé,  on  prendra 


Wl^ —  1 


F,(j7)=/,(a:)-^A;:'a:r 


ji  =  0 


On  doit  remarquer  qu'il  faut  prendre  Fy(j:)  =/v(^)  quand mv=  o 
et  que  l'on  a 

Çv(^)  étanl  une  fonction  rationnelle  qui,  de  même  que/y(a;),  de- 
vient infinie  seulement  pour  :r  =av,  et  qui  s'annule  pour^=  oo  . 
Soient  maintenant  x^  une  valeur  quelconque,  mais  finie  et  dé- 
terminée de  x^  qui  n'appartienne  pas  à  la  suite  .^ 

«1,  aj,  a%y   . . . , 


(*)  Après  avoir  pris  une  quantité  positive  t,  inférieure  à  i,  mais  supérieure  à  t, 
on  déterminera  une  quantité  g  telle  que  pour  toute  valeur  de  x  dont  le  module 
est  égal  à  6«|ay|  on  ait 

on  a  alors 

|A';'|<^|..a,K. 


et  par  conséquent,  si 


£<•■ 


lF,(a')l  = 


iA..^.,2(ij 


lfc  =  /n 


ou 


Ji=rm 


e. 


(fj 


d'où  l'on  voit  que  Ton  peut  prendre  pour  m^  la  plus  petite  valeur  de  m  qui  rende 
— - —  {  —  )     inférieur  à  e^- 


8.. 
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et  p  une  quantité  positive  assez  petite  pour  que,  parmi  les  valeurs 
de  X  qui  satisfont  à  la  condition 

I   ^  —  OTo  I  S  P, 

il  ne  se  trouve  aucune  des  quantités  a^j  a^j  a^^  ...  ;  on  peut,  en 
désignant  par  o  une  quantité  donnée,  aussi  petite  qu'on  le  veut, 
trouver  un  nombre  entier  r  tel  que  pour  toutes  ces  valeurs  de  x, 
et  pourvu  que  v  soit  égal  ou  supérieur  à  r,  on  ait 


^e, 


et,  par  conséquent^ 


X 

|F,(a-)|<e,, 


<5. 


La  série 


v  =  r 


^F.(a:) 


v=l 


converge  donc  et  converge  uniformément,  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  qui  satisfont  à  la  condition 

1^  — ^0 1  =p; 

elle  peut  donc,  d'après  un  théorème  connu,  être  mise  sous  la  forme 
d'une  série  ordinaire  procédant  suivant  les  puissances  entières  et 
positives  de  x  —  Xq. 

Si  maintenant  aîicst  l'une  quelconque  des  quantités ^r^aa,  «s, . . ., 
et  si  l'on  prend  p  assez  petit  pour  qu'aucune  de  ces  quantités, 
sauf  a\y  ne  se  trouve  parmi  les  valeurs  de  x  pour  lesquelles  on  a 

I  ^  — «X  I  =P, 
il  résulte  de  ce  qui  précède  que  pour  ces  valeurs  de  x  la  série 


OD 


^F.(x)-Fv( 


■!■) 


v  =  l 


converge  uniformément  et  qu'elle  peut  être  mise  sous  la  forme 
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en  sorte  que  Ton  a 

y  F,(^)  =  Fx(x)  -h  (S(a:  -  ax)  =/x(^)  -h  «, (x  -  ax). 

En  résumé,  la  série 

définil  une  fonction  F(j?)  qui  jouit  des  propriétés  énoncées  dans 
le  théorème  de  M.  Mittag-Leffler. 

Il  convient  de  faire  encore  la  remarque  suivante:  si  G(j:)  dé- 
signe une  fonction  entière  quelconque  de  x,  rationnelle  ou  trans- 
cendante,  et  si  l'on  pose 


F(x)=:F(j:)-hG{x), 


F (x)  jouit,  comme  F(j:'),  des  propriétés  qui  viennent  d*étre  éta- 
blies; inversement,  si  F(a:)  et  F(x)  sont  deux  telles  fonctions, 
leur  différence  est  une  fonction  entière  de  jr. 


2.   Soit   maintenant  F(x)   une    fonction    analytique    uniforme 
de  X,  n'ayant  pas  d'autre  point  singulier  essentiel  que  lepointoo 
et  devenant  infinie  pour  un  nombre  quelconque  de  valeurs  de  la 
variable 

ûly         a^j         ûfj,  .... 

Si  ces  valeurs  sont  en  nombre  infini,  on  les  supposera  ordonnées 
de  façon  que 

limav=^  «> . 


V  ^^  V 


Si  «v  est  un  infini  multiple  de  la  fonction  F(.r),  d'ordre  A,  on 
pourra,  dans  un  domaine  déterminé  autour  du  point  a^,  mcUre 

(.r  —  av)'*F(.r) 
sous  la  forme 


1 

u  -  0 


c;:'(.r  -^,)^ 
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H,  si  l*on  pose 


',-« 


/v(^)  =  ^c;^'(^-av)-^-^ 


on  aura  >«        ^ 

/,(x)  étant  une  fonction  rationnelle  de  ir,  qui  devient  infinie  seu- 
lement pour  jr  =  Ov  et  qui  s'annule  pour  x  =  oo  . 
Si  maintenant  des  fonctions 

/l(^),   /ï(^)»   /3(^),      ••. 

on  déduit  les  fonctions 

F,(^),  Fj(a:),  F3(jr),    . .  ., 

comme  il  a  été  expliqué  dans  le  paragraphe  précédent,  en  prenant 
toutefois 

si  le  nombre  des  infinis  de  F(^)  est  fini,  la  différence 


F(^)-^F, 


(^) 


ne  sera  infinie  pour  aucune  valeur  finie  de  x,  et  Ton  aura 

F(.r)  — y  F,(.r)--f-G(.r^. 

V 

<»ù  G(jr)  est  une  fonction  entière  de  x. 
Si  l'on  met  Ci(^)  sous  la   forme   \  ^v(j"),   en   désignant  par 

V 

^i<j^),  giiT)^  .  .  .  des  fonctions  rationnelles  entières  de  j^,  et  si 

I  on  pose 

.T,(.r)—  Fv(.7-)  -l-.^'v (./•), 

on  aura 

V 

par  rons(''quent.  Ifnttr  fonction  annlvtiqiio  nnifornto  ijui  nn  pas 
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de  points  singuliers  essentiels  à  distance  finie  peut  être  mise 
sous  la  forme  (Tune  somme  de  fonctions  rationnelles  de  la  va- 
riable X,  dont  chacune  n'a  qu'un  seul  infini  situé  à  distance 
finie. 

Cette  proposition  n^était  connue  jusqu^à  présent  que  pour  les 
fonctions  rationnelles  et  pour  quelques  fonctions  transcendantes. 

3.  Des  deux  théorèmes  démontrés  dans  les  paragraphes  précé- 
dents on  déduit  aisément  les  propositions  suivantes  : 

A.  Soient  données  : 

1°  Une  quantité  déterminée  c  et  une  suite  indéfinie  de  quan- 
tités 

Ul,      aj,      a^y        .    ,    .   y 

différentes  de  c,  toutes  différentes  entre  elles  et  satisfaisant  à 

la  condition 

lim  a,z=c\ 


v=: 


2°  Une  suite  indéfinie  de  fonctions  rationnelles 

telles  que  f{x)  n'ait  pas  d'autre  infini  que  x  =  a^  et  s'annule 
pour  X  =  c. 

On  peut  toujours  former  une  fonction  analytique  uniforme 
F(:r),  avec  le  seul  point  singulier  essentiel  c,  ne  devenant  in- 
finie qu'aux  points  ai,  a,,  as,  . . ,,  et  cela  de  telle  sorte  que 

F(x)-Mx) 

ait  une  valeur  finie  au  point  x  =  a^. 

Cette  fonction  ¥{x)  peut  être  mise  sous  la  forme 


ce 


VF,(a:), 

^=1 


oii  Fy(a:)  est  une  fonction  rationnelle  qui  peut  être  mise  sous  la 
forme 

/.(,)  + G.  (^). 
B.   Toute  fonction  analytique  uniforme  F(^)  «^^^  ^  *^«' 
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point  singulier  essentiel  c  peut  être  mise  sous  la  forme  d'une 
somme  de  fonctions  rationnelles  de  la  variable  x,  telles  que 
chacune  de  ces  fonctions  n'ait  qu'un  seul  infini  différent  du 
point  c. 

Ces  théorèmes  se  déduisent  de  ceux  qui  sont  démontrés  n*"  1 
et  %  si  l'on  pose 


et  que  Ton  regarde  F(  j:)  comme  une  fonction  de  j/. 

Le  théorème  B  fait  suite  aux  théorèmes  développés  dans  les 
n***  2  et  3  de  mon  Mémoire. 

4.  Dans  ce  même  Mémoire,  j*ai  donné  (n^  7)  deux  expressions 
générales  pour  une  fonction  analytique  uniforme  d'une  variable  x 
ayant  n  points  singuliers  essentiels  Ci,  . . . ,  Cn ,  à  savoir  : 


01  -^ 


i«>G-^.) 


^=1 

R 


«-(.-^) 


(î)  -^ R*(^). 


OÙ  R*(j?)est  une  fonction  rationnelle  de  x  ne  pouvant  devenir 
nulle  ou  infinie  qu'aux  points  Co  •  •  •  y  ^/i* 

Si  maintenant  on  désigne  par  F(x;  c)  une  fonction  analytique 
uniforme  de  x  avec  le  seul  point  singulier  essentiel  c,  l'expres- 
sion il)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

n 

(2,a)]][Fi(.r;^'v). 
I/expression 


it=l 


(3)  yF,(x; 


cv) 


k  =  1 

Bull,  des  Sciences  mntkèm.^  i*  Séri^,  t.  V.  (Mtrt  1881.) 
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représente  aussi  une  fonction  uniforme  avec  n  points  singuliers 
essentiels  C|,  . . .,  c^;  mais  les  moyens  employés  dans  le  Mémoire 
cité  ne  suffisent  pas  pour  démontrer  que  chaque  fonction  sem- 
blable peut  être  représentée  sous  la  forme  (3),  proposition  que  je 
veux  démontrer  maintenant  à  Faide  du  théorème  A  (3). 

Soit  F(x)  une  fonction  quelconque  de  x,  de  la  nature  définie 
plus  haut;  on  partagera  le  champ  de  la  variable  x  en  n  parties 
telles  que  chacune  d'elles  contienne  dans  son  intérieur  un  de  ces 
points  C|)  . . .,  C/,,  et  que  sur  le  contour  commun  à  deux  parties 
F(^)  ait  toujours  une  valeur  finie.  Désignons  par  Cx  la  région  où 
se  trouve  c\* 

Supposons  maintenant  que,  pour  une  valeur  déterminée  de  \j 
Qt\  contienne  un  nombre  infini  de  points  singuliers  non  essentiels 
de  la  fonction  considérée,  à  savoir 

«'*'      «'"^'      «'^' 

i«j,        ^jj        **3>         •••» 

et  que  ces  points  soient  rangés  de  façon  que 

limai^*=:cx. 


X 


On  déterminera  une  suite  de  fonctions  rationnelles 

fV{^).  ri'{^\  /V(^h  ... 

telles  que/^^^  (x)  ne  devienne  infinie  qu'au  points?  =  a^^\  et  telles  que, 
la  dlflerence 

ayant  en  ce  point  une  valeur  finie /J*^  s'annule  pour  x  =  c\.  D'a- 
près le  théorème  A  (3),  on  peut  construire  une  fonction  uniforme 
F^^^(:r)  admettant  le  seul  point  singulier  essentiel  cx,  devenant  in- 
finie seulement  aux  points  af  a^^\  «g*,  . . . ,  telle  enfin  que  la  dif- 
férence 

Fa)(^)-/;»(.r) 

ait  au  point  x  =  a^^^  une  valeur  finie.  Il  suit  de  là  que  la  fonction 

F(.r)  — Ff*^(.r) 

n'a,  à  l'intérieur  et  sur  le  contour  de  C>,  aucun  autre  point  singu- 
lier essentiel  que  c\. 
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Si  maintenant  Cx  ne  contîenl  qu'un  nombre  fini  de  points  sin- 
guliers non  essentiels  de  la  fonction  F( x),  à  savoir 

«.»!)        ^*']f         •••» 

on  posera 

F(^)(j7)  =/l^>(-^)  -^/S'K^)  -+-..- 

les  fonctions y^,^*(j:),y\^* (or),  ...  ayant  la  même  signification  que 
plus  haut;  F^*^(j:)  ne  deviendra  infinie  qu'aux  points  a^l\  a'\\  . . . , 
et  la  fonction 

ne  possède  encore,  à  Tintérieur  et  sur  le  contour  de  Ci,  aucun 
autre  point  singulier  essentiel  que  c\. 

Dans  le  cas,  enfin,  oùCx  ne  contiendrait  aucun  point  singulier 
non  essentiel  de  la  fonction  F(j?),  on  posera 

Les  fonctions  F^^^(j:'),  ...,  ¥^"^{x)  étant   ainsi    déterminées, 
l'expression 


X  =  /» 


F(^)  — y  F(^)(.r) 


est  une  fonction  uniforme  de  j*,  qui  n'a  pas  d'autres  points  singu- 
liers (essentiels  ou  non)  que  les  points  C|,  .  . .,  c^,  et  peut  ainsi 
êlre  mise  (n"  5  du  Mémoire  cité)  sous  la  forme 


Zà       X-r  —  cx) 


#.  =  1 


ù  Gi  ( )  est  une  fonction  entière  de 

Si  l'on  pose  maintenant 

Fv(^;  rv)  ^  FCM(j^)  ^  G,  (  — ^— V 


on  aura 


If 
F(.r)=yFy(.r;(v). 


t.=xi 
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Puisque  les  fonctions  Ff^^(j:),  G^  ( )>  dans  tout  le  champ 

de  la  variable  x,  ne  possèdent  pas  de  point  singulier  essentiel 
autre  que  le  point  C\y  '\\  en  est  de  même  de  la  fonction  ¥\i^x\C\)\ 
d'ailleurs,  de  la  supposition  que  F(j;)  a  n  points  singuliers  essen- 
tiels  il  résulte  nécessairement  que  C\  en  est  un. 

Il  faut  remarquer  que  deux  des  fonctions  F|(x;C|),  l^%{x\c^f  ... 
n'ont  pas  d'infinis  communs. 

La  proposition  qui  vient  d'être  établie  au  moyen  du  théorème 
communiqué  par  M.  MittagrLefQer  n'est  démontrée  dans  mon  Mé- 
moire que  pour  le  cas  où  la  fonction  ¥{x)  n'a  pas,  ou  a  un 
nombre  fini,  de  points  singuliers  non  essentiels  {voir  le  n*^  5). 

Si  l'on  met  maintenant  chacune  des  fonctions  Fx(x;  Cx)  sous  la 
forme  B  (3),  on  obtient  une  nouvelle  expression  générale  d'une 
fonction  analytique  uniforme  ayant  un  nombre  fini  de  points  sin- 
guliers essentiels  ;  cette  expression  se  présente  sous  la  forme  d'une 
série  infinie,  dont  les  termes  sont  tous  des  fonctions  rationnelles 
de  la  variable  x.  Cette  série  converge  uniformément  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  une  région  qui  ne  contient, 
ni  à  son  intérieur  ni  sur  ses  limites,  aucun  des  points  singuliers 
de  la  fonction  ¥{x). 


»«• 


QUELQUES  FRAGMENTS  D'APOLLONIUS  DE  PSRGE; 

Par  m.  PAUL  TANNERY. 

I.  Dans  son  commentaire  sur  le  premier  Livre  des  Éléments 
d'Euclide  (  *  ),  Proclus  fait  dix  citations  différentes  d'Apollonius  de 
Perge. 

Les  deux  suivantes  ne  présentent  qu'un  intérêt  secondaire  : 
P.  71,49  :  «  C'est  ainsi  qu'Archimède  dans  ses  Livres  Sur  la 
sphère  et  le  cylindre,  qu'Apollonius  et  tous  les  autres  semblent 
employer  comme  des  principes  accordés  les  théorèmes  démontrés 
dans  cet  Ouvrage  (les  Eléments"),  » 


{*)  ProcU  Diadoehi  in  primum  Euclidii  Elementorum   librum  eommentarii,  edit. 
Friedleiii.  Leipcig,  1873. 
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P.  356y8  :  «  Ainsi  Apollonius  montre  quelle  est  la  caractéris- 
tique (to  9u{Airrw{Aa)  de  chaque  conique.   » 

Deux  autres  indiquent  des  écrits  perdus  du  grand  géomètre 
alexandrin  : 

P.  74»  28  :  «  Comme  ce  qui  concerne  les  irrationnelles  non 
cUissées  dont  Apollonius  a  poursuivi  Tétude.  »  Il  s'agit  de  l'Ou- 
vrage que  Woepcke  a  essayé  de  restituer  d'après  les  indications 
d'un  manuscrit  arabe  (*), 

P.  io5,5  :  «  L'hélice,  dont  toutes  les  parties  sont  similaires  et 
peuvent  coïncider  entre  elles,  comme  le  démontre  Apollonius 
dans  son  écrit  Sur  la  vis  (2).  »  Et  plus  bas,  p.  ]o5,o  :  «  Cette 
hélice  est  à  parties  similaires  (ôfAoïofAspiiç),  comme  l'a  démontré 
Apollonius.  » 

Mais  il  est  six  de  ces  citations  qui  renferment  de  véritables 
fragments  d'un  travail,  également  perdu,  relatif  aux  ^/^me/i/^,  et 
sur  lequel  l'attention  n'a  point  encore  été  appelée,  malgré  le 
caractère  spécial  de  ces  fragments,  et  l'intérêt  qu'ils  nous  paraissent 
offrir. 

Fr.  1  (Proclus,  100, 6-19). 

(c  Disons  aussi,  avec  Apollonius,  que  nous  avons  la  notion  de 
la  ligne  lorsque  nous  disons  de  mesurer  seulement  la  longueur 
d'une  route  ou  d'un  mur;  car  alors  nous  ne  pensons  pas  en  plus 
à  la  largeur,  mais  nous  ne  tenons  compte  que  de  la  distance 
dans  un  seul  sens  ;  tandis  que,  si  nous  mesurons  une  aire,  nous 
considérons  la  surface  ;  si  un  puits,  le  solide.  Dans  ce  dernier 
cas,  nous  réunissons  ensemble  toutes  les  distances  pour  dire 
que  le  puits  est  de  tanl,  en  longueur,  en  largeur  et  en  profon- 
deur. Les  sens  peuvent  d'ailleurs  nous  donner  une  perception 
de    ligne   lorsque   nous   regardons  les    séparations    des   endroits 


(•)  Mémoires  présentés  à  l'Académie  des  Sciences  y  t.  XIV,  p.  658-720. 

(')  Depl  Tov  xox^^îou.  M.  Cantor  {Vorlesungen  Ober  Geschichte  der  Matematik,  Leip- 
lig,  1880,  p.  396)  dit  que  le  contenu  de  cet  écrit  est  complètement  inconnu.  D'après 
Pappus,  livre  VIII,  le  xox^Caç  est  notre  yîs  sans  fin  (ô  xaXouiAevoc  à7ietpO(  xox).iac)f  dont 
il  décrit  d'ailleurs  l'emploi,  soit  pour  enfrrener  une  roue  dentée,  soit  pour  produire 
on  mouvement  rectiligne  lonfjitudinal.  Pappus  invoque  d'ailleurs  (édit.  Hulstch, 
II 10,  20)  Apollonius  au  sujet  de  la  construction  de  la  vis.  Il  est  donc  clair  que  l'é- 
crit cité  par  Proclus  renfermait  au  moins  la  théorie  géométrique  de  l'hélice. 
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éclairés  et  de  ceux  qui  sont  dans  rombre,  soit  sur  la  Lune,  soit 
sur  la  Terre.  Car  il  v  a  là  un  intermédiaire  sans  dimension  suivant 
la  largeur,  mais  qui  s*étend  en  longueur  entre  la  lumière  et 
Tombre.  » 

Fr.  2  (Proclus,  123,  16-17).  —  Comp.  12^,  18,  et  i25,  17. 

«  Apollonius  définit  Tangle  la  contraction  (cuvaYcoYTi)  en  un 
seul  point  d'une  surface  ou  d'un  solide  sous  une  ligne  ou  une 
surface  brisée.  » 

Fr.  3  (Proclus,  194,  25,  et  195,  5). 

«  Soit  en  effet  A  =  B  et  B  =  C  :  je  dis  que  A  =  G.  Puisque,  en 
effet,  A  =  B  occupe  le  même  lieu  que  lui,  et  puisque  B  ==  G 
occupe  le  même  lieu  que  ce  dernier,  A  occupera  le  même  lieu 
que  G.  Ils  sont  donc  égaux.  » 

Gomp.  i83,13  :  ((Apollonius  a  vainement  essayé  de  donner 
des  démonstrations  des  axiomes.  »  i83, 18  :  u  Apollonius  voulant 
montrer  la  vérité  de  Taxiome  que  les  choses  égales  à  une  même 
sont  égales  entre  elles.  »  194, 10  :  «  Il  s'en  faut  de  beaucoup  que 
nous  approuvions  le  géomètre  Apollonius  pour  les  prétendues 
démonstrations  qu'il  a  données  des  axiomes,  en  se  posant  comme 
l'antagoniste  (TEuclide.  »  194,  21  :  «  La  démonstration  qu'Apol- 
lonius croit  avoir  trouvée  pour  le  premier  axiome.  » 

Fr.  k  (Proclus,  2';9,  16,  et  280,  4.). 

«  Apollonius  de  Perge  divise  comme  suit  par  moitié  une  droite 
limitée  donnée.  Soit  AB  la  droite  limitée  qu'il  s'agit  de  diviser 
par  moitié.  De  A  comme  centre,  avec  AB  pour  rajon,  décrivez  un 
cercle;  puis  de  B  comme  centre,  avec  BA  comme  rayon,  un  autre 
cercle  ;  joignez  les  intersections  des  cercles,  GD.  Gette  droite 
divise  AB  par  moitié.  En  effet,  menez  GA,  GB;  toutes  deux  sont 
égales  à  AB  ;    GD  est  commun,   et  DA  =  DB  pour  les  mêmes 

raisons.  Donc  AGD  =  13GL),  en  sorte  que  AB  est   partagé   par 
moitié  d'après  le  4.  » 

Remarque.  —  La  construction  d'Apollonius  est  au  fond  iden- 
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tique  à  celle  d'Euclide  (I,  10),  mais  celui-ci  la  présente  comme 
construction  sur  AB  d'un  triangle  équilatérai  ACB  et  comme  divi- 
sion par  moitié  de  Tangle  en  C.  Apollonius  ne  refait  que  la  pre- 
mière partie  de  la  démonstration  et  s'arrête  quand  on  peut  la 
compléter  d'après  le  texte  d'Euclide.  «  Le  4  »  est  la  proposition  I,  4, 
d'Euclide  sur  l'égalité  de  deux  triangles  ayant  un  angle  égal 
compris  entre  deux  côtés  égaux  chacun  à  chacun,  proposition  sur 
laquelle  il  faut,  en  effet,  s'appuyer  pour  démontrer  que  AB  est 
effectivement  partagé  par  moitié,  soit  en  E.  Car,  dirons-nous  avec 
Euclide,  puisque  AC  =  CB,  que  CE  est  commun,  les  deux  côtés 
AC,  CE  sont  égaux  aux  deux  BC,  CE  chacun  à  chacun,  et  les 
angles  compris  ACE  =  BCE.  Donc  les  bases  AE  =  BE.  Donc,  etc. 

Fr.  5(Proclus,  28'J,8-19). 

M  Apollonius  élève  de  cette  manière  la  perpendiculaire.  Sur 
AC  soit  D  quelconque,  et  sur  CB  (*),  CE  =  CD.  De  D  comme 
centre,  avec  ED  pour  rayon,  décrivez  un  cercle;  puis  de  E  comme 
centre,  avec  DE  pour  rayon,  un  autre  cercle  ;  menez  FC  :  je  dis 
qu'elle  est  à  angle  droit;  car,  si  l'on  mène  FD,  FE,  elles  seront 
égales;  d'ailleurs,  DC==CE  et  FC  est  commun,  de  sorte  que  les 
angles  en  C  seront  égaux  d'après  le  8.  Donc  ils  sont  droits.  » 

Remarque.  —  «  Le  8  »  est  la  proposition  1,  8  d'Euclide  (égalité 
de  deux  triangles  dont  les  trois  côtés  sont  égaux  chacun  à  chacun). 
La  construction  d'Apollonius  est  encore  identique  au  fond  à 
celle  d'Euclide  (1,  H),  qui  la  présente  comme  formation  sur  DE 
du  triangle  équilatérai  DEF.  Les  deux  démonstrations  sont  de 
même  identiques  au  fond. 

Fr.  g  (Frochis,  335,  IG,  cl  33(),5). 

<(  Nous  n'approuvons  pas  la  construction  d'Apollonius  (^),  car 
elle  a  besoin  de  théorèmes  du  Livre  111.  Prenant  l'angle  quelconque 
CDE,  et  la  droite  AB  de  D  comme  centre,  avec  CD  pour  rayon. 


C)  Proloti{;cnicnt  de  AC:  le  point  C  est  celui  auquel  il  faut  élever  la  perpcndi- 
<^uhire  à  la  droite  AK.  Plus  loin,  F  est  l'intersection  des  deux  cercles  décrits. 
')  r.unstruirc  «*ii  A,  sur  la  droite  AH,  un  an«>k'  é{;al  à  un  an^le  donne  CDE. 
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il  décrit  l'arc  CE,  et  de  même,  de  A  comme  centre,  avec  AB  pour 
rayon,  l'arc  FB;  puis,  prenant  l'arc  FB=  arcCE,  il  mène  AF  et 
Tait  voir  que  les  angles  en  A  et  D  sont  égaux  comme  interceptant 
des  arcs  égaux.  Il  a  dû,  au  reste,  prendre  AB  =  CD  pour  que  les 
cercles  soient  égaux.  » 

Remarque.  —  La  construction  d'Euclîde  (I,  23)  est  celle  d'un 
triangle  égal  à  un  triangle  dont  il  a  les  trois  côtés.  Avec  la  sienne, 
Apollonius  pouvait  évidemment  composer  une  démonstration  ana- 
logue à  celle  d'Euclide  et  n'avait  certes  pas  besoin  de  recourir  aux 
propositions  27  et  28  du  Livre  III  des  Éléments  :  «  28.  Dans  des 
cercles  égaux,  des  droites  égales  sous-tendent  des  arcs  égaux,  etc. 
— 27.  Dans  des  cercles  égaux,  les  angles  interceptant  des  arcs  égaux 
sont  égaux,  qu'ils  soient  au  centre  ou  à  la  circonférence.  »  En  pré- 
sence de  l'afTirmation  de  Proclus  sur  le  texte  d'Apollonius,  il  faut 
admettre  que  ce  dernier  avait  démontré,  dans  son  préambule  aux 
Éléments  que  nous  révèlent  les  fragments  1,  2,  3,  les  premières 
parties  de  ces  propositions  III,  27, 28. 

IL  Les  trois  derniers  fragments  semblent  indiquer  qu'Apollo- 
nius avait  entrepris,  non  pas  de  refondre  le  corps  même  des 
Éléments,  œuvre  déjà  classique  de  son  temps,  mais  d'en  donner 
comme  une  édition  revue  et  corrigée,  où,  respectant  le  numéro- 
tage connu,  il.  avait  au  moins  essayé  de  rétablir  en  divers  points 
la  déduction  logique  naturelle,  trop  souvent  masquée  sous  l'ordre 
artificiel  (*)  adopté  par  Euclide.  A  cet  égard,  il  ne  faisait  que 
devancer  les  modernes. 

Mais  pour  cette  édition  il  avait  composé  un  préambule  relatif 
aux  définitions  et  aux  axiomes.  Ce  préambule  semble  avoir  été 
passablement  développé  et,  puisque  la  définition  de  l'angle 
solide  (fr.  2)  y  était  comprise,  devait  embrasser  tous  les  concepts 
des  divers  Livres  des  Eléments,  en  sorte  qu'il  pouvait  d'ailleurs 
élre  utilisé  comme  manuel,  en  dehors  de  l'étude  de  la  Géométrie 
théorique,  par  exemple  pour  celle  de  la  Géométrie  pratique.  Il 
pourrait  donc,  dans  une  certaine  mesure,  être  comparé  à  Técrit 


(')  Nous  nVmployoni  pas  ce  root  dans  un  sens  de  blâme;  si  nous  conslatons  un 
fait  indéniable,  nous  n'en  sommes  que  plus  portés  à  regarder  surtout  le  premier  Lirre 
des  Élément  $  comme  un  chef-d'œuTre  de  composition. 
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Heronis  definiiiones,  p.   i-4o  de  l'édition  de  Héron  de  Hultsch 
(Berlin,  1864). 

Mais  tandis  que  ce  dernier  écrite  dont  le  véritable  auteur  est 
d'ailleurs  postérieur  à  Posidonius,  n'est  qu'une  pure  compilation 
des  diverses  définitions  données  par  les  difTérents  auteurs  (*),  et 
que  nous  aurons  même  par  suite  à  y  rechercher  des  fragments 
d'Apollonius,  l'œuvre  de  ce  dernier  devait  sans  doute  former  un 
ensemble  homogène  et  bien  ordonné.  Enfin  et  surtout,  le  frag- 
ment 1  nous  en  indique  un  caractère  tout  spécial. 

L'opinion  commune  est  que  nulle  part  on  ne  trouve,  dans  les 
écrits  des  géomètres  du  temps  classique,  un  mot  qui  ne  soit  pas 
complètement  indispensable  pour  leurs  démonstrations  (^).  Ici 
nous  voyons,  au  contraire,  l'homme  qui  a  porté  le  plus  haut  la 
Science  antique  sortir  hardiment  de  l'ornière  commune,  pour 
entrer  dans  une  voie  où,  cette  fois,  les  modernes  ne  l'ont  guère 
suiW  jusqu'à  présent;  nous  le  voyons,  dans  le  but  de  mieux  préciser 
le  caractère  des  concepts  fondamentaux,  ne  pas  craindre  d'aban- 
donner le  domaine  de  l'abstraction  mathématique  et  de  faire  appel 
aux  notions  concrètes  et  aux  données  de  l'expérience  vulgaire. 

La  singularité  même  de  ce  fragment  nous  autorise  donc  à  recher- 
cher, soit  dans  Proclus,  soit  dans  Héron,  les  passages  qui  pré- 
sentent le  même  caractère  et  à  les  restituer  à  Apollonius.  Pour  pro- 
céder avec  quelque  suite  dans  cette  recherche,  il  sulTit  de  remar- 
quer que,  dans  l'ordre  d'idées  où  s'était  placé  le  réformateur,  il 
devait  partir,  non  pas  du  point,  comme  Euclide,  mais  du  solide.  Ici 
c'est  à  la  seconde  source  qu'il  faut  recourir.  Entre  les  définitions 
1  et  S  du  Livre  XI  des  Éléments,  nous  y  trouvons  intercalé  un 
lexte  que  je  n'hésite  point  à  faire  remonter  à  Apollonius,  quoique 
le  savant  éditeur  en  suspecte  la  dernière  phrase  comme  une  glose 
postérieure  au  recueil  du  pseudo-Héron. 

Fr.  8  (Héron,  11,  10-17). 
«  Un  solide  est  ce  qui  possède  trois  dimensions.   On  appelle 


(')  On  y  retrouTe,  à  côté  de  celles  d'Euclide,  toutes  celles  qifa  conservées  Proclus 
et  dont  la  plupart  sont  anonymes.  Celles  de  Posidonius  sont  relatives  au  9X^(^^*  ^"^ 
parallèles  et  à  la  division  des  trapèzes. 

",i  Comp.  Ha>»el,  Zur  Gesrhirhte  t/cr  Mathematih.  Lei|)^i(;,   187^,  p.  3<).i. 
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solides  soit  les  corps,  soit  les  lieux.  Ainsi  le  corps  mathématique 
est  ce  qui  a  dimension  suivant  trois  sens,  tandis  que,  simplement 
dit,  un  corps  est  ce  qui,  outre  la  dimension  dans  trois  sens,  est 
susceptible  de  résistance.  » 

De  même  pour  la  définition  de  la  surface  : 

Fr.  9  (Héron,  lo,  12). 
c<  La  surface  est  ce  qui  a  dimension  suivant  deux  sens.  » 

Fr.  10(Proclus,  ii4,  20-25). 

((  Nous  avons  la  notion  de  la  surface  lorsque  nous  mesurons 
les  aires  et  que  nous  en  déterminons  les  limites  en  longueur  et  en 
largeur.  Nous  la  percevons  en  quelque  sorte  lorsque  nous  consi- 
dérons les  ombres;  car  celles-ci,  n'ayant  point  de  profondeur, 
puisqu'elles  ne  peuvent  pénétrer  dans  l'intérieur  de  la  terre,  ne 
possèdent  qu'une  largeur  et  une  longueur.  » 

Fr.  U  (Héron,  lo,  16-20). 

«  Ainsi  Ton  pense  comme  surface  toute  ombre  et  toute  couleur, 
et  de  là  les  Pythagoriens  appelaient  la  surface  couleur  (x?oa).  On 
pense  aussi  comme  telle  ce  suivant  quoi  se  fait  le  contact  de  Tair 
à  la  terre  ou  à  tout  autre  corps  solide,  ou  de  Tair  àTeau,  ou  de  Teau 
au  gobelet  ou  à  tout  autre  récipient.  » 

Pour  celle  de  la  ligne,  en  dehors  du  fragment  I  : 

Fr.  12  (Héron,  8,5). 
<(  La  ligne  est  ce  qui  a  dimension  dans  un  seul  sens  (*).   » 

Fr.  13  (Héron,  8,8-18). 

«  On  peut  dire  qu'une  ligne  est,  par  exemple,  ce  qui  sépare  la 
lumière  solaire  de  l'ombre,  ou  l'ombre  de  la  partie  éclairée,  ou 

(  *  )  Lire  xô  èç'  iv  oiâoraTov  et  non  xô  ev  <$. 
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1  ao,  10.)  —  Héron,  9, 2-3)  :  a  La  ligne  droite  est  celle  donl  toutes 
les  parties  peuvent  coïncider  entre  elles  de  toutes  manières.  » 
(Comp.  Proclus,  1 10,  20)].  Ne  pouvons-nous  pas  à  bon  droit  re- 
garder tout  ce  qui  appartient  à  cet  ordre  d'idées  comme  dérivant 
de  rOuvrage  d^ApoUonius  ? 

Toutefois  ce  n^était  qu'un  côté  de  la  question,  et  il  avait  dû 
l'envisager  sous  d'autres  faces,  en  développant  les  concepts  du 
plan  et  de  la  ligne  droite.  Les  fragments  sur  la  surface  et  la  ligne 
en  général  supposent  en  effet  les  notions  concrètes  correspon- 
dantes pour  les  mesures  pratiques,  ce  qui  revient  au  fond  aux 
définitions  euclidiennes.  Mais  Euclide,  pour  donner  une  forme 
mathématique  à  ces  notions ,  s'est  vu  obligé  d'introduire  le 
concept  de  l'égalité  comme  connu  sans  définition.  Apollonius,  au 
contraire,  comme  il  est  évident  d'après  le  fragment  3,  définissait 
l'égalité  diaprés  l'occupation  du  même  lieu,  c'est-à-dire  la  coïnci- 
dence, ce  qui  nous  ramène  bien,  d'ailleurs,  aux  définitions 
ci-dessus  du  plan  et  de  la  droite. 

Il  est  clair  que  les  propriétés  correspondantes  devaient  dès  lors 
être  mises  en  lumière  pour  la  sphère  et  le  cercle.  Pour  la  première 
de  ces  figures.  Héron  donne  trois  définitions  :  celle  d'EucIidc 
(XI,  14),  par  génération  suivant  révolution  d'un  demi-cercle, 
vient  en  dernier  lieu  ;  la  première  est  la  descriptive  classique  de 
Théodose  de  Tripoli  ;  la  deuxième,  au  contraire,  semble  bien  ré- 
pondre au  procédé  apollonien,  de  combiner  les  notions  vulgaires 
avec  l'exactitude  des  concepts  mathématiques. 

Héron,  24,  13-14  :  «  La  sphère  est  une  figure  solide  exacte- 
ment ronde,  en  sorte  que  les  distances  à  partir  du  milieu  soient 
partout  égales.  » 

De  cette  définition  et  d'une  autre  analogue  pour  le  cercle,  Apol- 
lonius, après  avoir  distingué  le  concave  et  le  convexe  (Héron,  17, 
16),  pouvait  immédiatement  déduire  Vhomœomérie  de  ces  figures 
et  quelques  autres  de  leurs  propriétés  les  plus  simples,  notamment, 
pour  le  cercle,  la  proposition  (non  démontrée  par  Euclide,  I,dif.  17) 
que  le  diamètre  partage  par  moitié  le  cercle  et  la  circonférence, 
celles  que  laisse  supposer  le  fragment  6,  et  même  leurs  réciproques, 
que  si  une  figure  jouit  de  l'une  de  ces  propriétés,  cette  figure  est 
un  cercle  ;  c'est  à  cet  ordre  d'idées  que  semble  se  rapporter,  dans 
Héron  (i5,  26  et  16,  1),  la  phrase  corrompue  suivante  : 
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«  On  peut  dire  aussi  que  le  cercle  est  une  ligne  (  *  )  telle  que 
toutes  les  parties  égales  correspondent  toujours  à  des  intervalles 
(cordes) égaux.  » 

IV.  Mais  ces  développements  ne  pouvaient  être  complétés 
qu'après  la  définition  de  Tangle  (fr.  2).  Nous  la  retrouvons  dans 
Héron,  avec  quelque  diflTérence. 

Héron,  ii,  19-20  :  «  L^angle  est  une  contraction  effectuée  en 
un  point  sous  une  surface  ou  ligne  brisée.  » 

14)  8*11  :  «  Une  surface  est  brisée  sur  une  ligne  lorsqu'en  la 
prolongeant  elle  ne  retombe  pas  sur  elle-même  ;  on  la  pense  pro- 
longée  lorsqu'elle  ne  semble  pas  arrêtée  dans  son  développement 
en  longueur.  On  pense  de  même  un  plan  prolongé.  » 

II,  20-26  :  «  On  dit  qu'une  ligne  est  brisée  lorsqu'en  la  pro- 
longeant elle  ne  retombe  pas  sur  elle-même. 

»  Des  angles,  les  uns  sont  plans,  les  autres  solides  ;  les  plans  ou 
solides  sont  d'ailleurs  rectilignes  ou  non.  » 

12, 1,8,  9  :  u  L'angle  plan  est  en  général  une  contraction  en  un 
point  sous  une  ligne  brisée.  » 

i4»  4,  7  :  «  L'angle  solide  est  en  général  une  contraction  de 
solide  sous  un  point.  » 

t4f  12-16  :  «  On  appelle  en  particulier  angles  solides  rectilignes 
ceux  dont  les  surfaces  formant  ces  angles  sont  comprises  sous  des 
angles  plans  rectilignes,  comme  ceux  des  pyramides,  des  solides 
polyèdres  et  des  cubes  ;  non  rectilignes  ceux  pour  lesquels  il  en 
est  autrement,  comme  pour  Tangle  d'un  cône.  » 

La  définition  conservée  par  Proclus  ne  permettrait  point  de 
faire  ainsi  simplement  la  distinction  entre  les  angles  solides  et  les 
angles  plans;  car,  au  sens  de  celte  défmition,  il  semble  bien  que 
pour  deux  génératrices  d'un  cône,  outre  l'angle  plan  qu'elles  com- 
prennent, on  doive  considérer  aussi  des  angles  de  surface  conique. 
L'abandon  de  ce  point  de  vue  est  également  prouvé  par  une  défi- 
nition (Héron,  i4,  4-S)  de  l'angle  solide  comme  contraction,  non 
plus  de  solide i(  Apollonius),  mais  de  surface. 

Néanmoins,  dans  les  textes  ci-dessus,  on  doit  faire  remonter  à 


(')  On  pourrait  lira  :  ^tyctai  Se  xat  â>).ci>;  xuxXixy)  (au  lieu  de  xOxXo;)  ypa;i.{iy)  f|Tt; 
i- 1.  >.,  •  qu«  la  ligne  circulaire  ett  telle  que,  etc.   • 
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Apollonius  probablement  les  défîni lions  des  lignes  et  surfaces 
brisées,  sûrement  le  concept  de  Tangle  solide  au  sommet  du  cône, 
qui  est  étranger  à  Euclide.  Quant  à  Tangle  dièdre,  les  anciens 
n^en  ont  jamais  élaboré  la  notion  que  sous  le  terme  à* inclinaison 

(xX(aiç). 

V.  Il  serait  imprudent  de  pousser  plus  loin  nos  conjectures  sur 
les  défînitions  d'Apollonius  ;  reste  à  parler  de  son  travail  sur  les 
axiomes. 

On  sait  qu'après  les  définitions  du  premier  Livre  d'Euclide  se 
trouve  un  certain  nombre  de  propositions  classées,  les  unes 
comme  postulats  (ai-nifiiaTa),  les  autres  comme  notions  communes 
ou  axiomes. 

Du  temps  de  Geminus  (i*'*"  siècle  avant  J.-C),  que  Proclus 
compile,  la  question  de  Tauthenticité  du  classement  de  ces  propo- 
sitions élait  aussi  embrouillée  qu'aujourd'hui.  En  tout  cas,  ce  cri- 
tique ne  reconnaissait  comme  postulats  que  les  trois  relatifs  à  la 
construction  de  la  droite  et  du  cercle,  dont  ie  caractère  particulier 
semble  garantir  Tadoption  comme  tels  par  Euclide,  et  leur  inscrij)- 
tion  par  lui  en  tête  des  propositions. 

Il  est  bien  douteux,  au  contraire,  que  Tauteur  des  Eléments  se 
soit  jamais  proposé  de  réunir  en  tête  de  son  Livre  les  divers 
lemmes  qu'il  a  admis  comme  accordés  dans  le  cours  de  ses  propo- 
sitions. S*il  avait  fait  ce  travail,  il  eût  certes  évité  d'en  accroître 
autant  le  nombre,  et  surtout  de  prendre  comme  axiomes  des  théo- 
rèmes dont  la  démonstration  est  facile.  La  collection  n'a  donc  élé 
faite  qu'après  lui,  et  elle  le  fut  dans  différents  ordres  d'idées, 
comme  le  montrent  les  divergences  qui  existent  relativement  au 
nombre  et  au  classement  de  ces  axiomes  (*  ). 

Toutefois,  ce  travail  put  être  fait  dès  avant  Apollonius,  qui 
trouva  ainsi  soulevée  la  question  du  perfectionnement  à  apporter 
sur  ce  point  à  l'œuvre  classique. 

Rien  n'indique  que  le  grand  géomètre  alexandrin  ait  touché 
aux  trois  postulats  de  construction;  il  est  clair  au  contraire, 
d'après  le  fragment  3,  qu'il  prend  comme  définition  de  l'égalité 


(*)  Noufi  admettrons  le  niimérotajro  de   rédition   de  Orogory,  uniquement  parc*! 
qu'il  ost  le  plus  complot. 
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l*a\ioine  VIII  (les  choses  qui  coïncident  sont  égales  entre  elles),  et 
probable  dès  lors  qu'il  définit  de  même  le  plus  grand  et  le  plus 
petit  d'après  l'axiome  IX  (le  tout  est  plus  grand  que  la  partie). 

Il  lui  était  ainsi  facile  de  démontrer  les  trois  axiomes  suivants, 
seuls  reconnus  par  Proclus  comme  axiomes  avec  VIII  et  IX  : 

I.  Les  choses  égales   à  une    même    sont    aussi    égales    entre 
elles  (fr.  3). 

II.  Si  à  des  choses   égales  on  ajoute  des   choses   égales,  les 
sommes  sont  égales. 

m.  Si  de  choses  égales    on  retranche  des  choses  égales,  les 
restes  sont  égaux. 

Il  démontrait  de  même  les  suivants  : 

IV.  Si  à  des  choses  inégales  on  ajoute  des  choses  égales,  les 
sommes  sont  inégales. 

V.  Si  de  choses  inégales  on  retranche  des  choses  égales,  les 
restes  sont  inégaux. 

VI.  Les  doubles  d'une  même  chose  sont  égaux  entre  eux. 

VII.  Les  moitiés  d'une  même  chose  sont  égales  entre  elles. 

Au  contraire,  nous  n'avons  aucune  trace  de  la  façon  dont  il  pou- 
vait envisager  la  théorie  des  parallèles  et  le  fameux  axiome  XI, 
encore  considéré  par  Proclus  comme  un  théorème  restant  à  dé- 
montrer (*). 

Quant  aux  prétendus  axiomes  X,  l'égalité  de  tous  les  angles 
droits,  XII,  que  deux  droites  ne  peuvent  limiter  un  espace,  le 
premier  est  certainement  un    théorème    oublié  par    Euclide  ;  le 


('}  Proclus  ne  rapporte  que  le  travail  de  Pfulëmée  sur  cette  question,  travail  quMI 
critique  et  qui,  en  eflel,  renferme  des  paralo{;iHmes.  Il  fenfo  lui-même  ou  plutôt  em- 
prunte à  quelque  anonyme  une  démonstration  fondée  sur  le  lomme  que,  si  une  droite 
<'n  rencontre  une  autre,  elle  rencontrera  toutes  les  parallèles  menées  dans  le  plan  à 
<^<*tti;  dernière. 
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second^  lemme  admis  dans  I,  4,  pouvait  être  considéré  par 
comme  rentrant  dans  le  premier  postulat. 

L'égalité  des  angles  droits  a  probablement  été  démontrée  ] 
Apollonius,  sinon  avant  lui  ;  mais  on  peut  douter  qu'il  procé 
par  Tabsurde,  comme  Proclus  (i88,  22,  et  189^  10)  ;  quant 
dernier  axiome,  sa  vérité  semble  découler  immédiatement  de 
façon  dont  nous  avons  admis  qu'Apollonius  définissait  la  droi 
Proclus  (aSg,  6-16)  en  donne  une  démonstration  incomplète, 
il  admet  que  la  coïncidence  n'a  pas  lieu  au  delà  des  deux  poi 
supposés  communs.  Mais  il  est  facile  de  corriger  cette  démo: 
tration,  obtenue  en  décrivant  un  cercle  ayant  son  centre  à  l'un 
points  communs  et  passant  par  l'autre,  puis  en  admettant  que  t 
diamètre,  partage  le  cercle  en  parties  égales.  Il  nous  paraît  éga 
ment  assez  douteux  que  cette  démonstration  remonte  à  Ap 
lonius. 

En  résumé,  le  célèbre  auteur  des  Coniques  a  essayé  d'imprii 
la  marque  de  son  génie  sur  les  questions  soulevées  par  les  princi 
de  la  Géométrie.  Si  la  forme  trop  peu  classique  de  son  travail  a 
sans  doute  la  raison  prédominante  du  profond  oubli  dans  leq 
sont  tombées  ses  tentatives,  elles  n'en  sont  pas  moins  à  signa 
comme  témoignant,  dans  l'antiquité,  de  courants  d'idées  analog 
à  ceux  de  temps  plus  modernes,  et  d'un  effort  sérieux  pouréchap 
au  joug  d'une  tradition,  en  réalité  bien  plus  ancienne  qu'Eucli 
et  d'autant  plus  difficile  à  briser. 


COMPTES  HENDUS  ET  ANALYSES.  i  i; 
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BRODIE  (B.-C),  F.  R.  S.,  professeur  de  Chimie  à  l'Université  d'Oxford.  — 
Le  calcul  des  opérations  cuimiqubs,  soit  une  méthode  pour  la  re- 
cherche, PAR  LE  MOTEN  DE  SYMBOLES,  DES  LOIS  DE  LA  DISTRIBUTION  DU  POIDS 

DANS  LES  TRANSFORMATIONS  CHIMIQUES;  traduit  de  l'anglais  par  le  0"  A.  Na- 
QVET.  —  I  vol.  in-4'*.  Paris,  Gauthier-Villars,  1879. 

C'est  venir  un  peu  tard  sans  doute  pour  parler  d'un  Livre  qui  a 
été  publié  depuis  plusieurs  années  déjà,  d'autant  plus  que  la  tra- 
duclion  dont  il  s*agit,  avant  de  paraître  en  Volume,  avait  été 
insérée  dans  le  Moniteur  scientifique  du  D*"  Quesneville  (no- 
vembre 1878,  mars  et  avril  1879).  Mais  le  sujet  est  d'une 
nature  tellement  originale,  et  d'autre  part  il  semble  avoir  attiré  si 
peu  jusqu'à  présent  l'attention  des  mathématiciens  français,  qu'on 
nous  pardonnera,  nous  l'espérons  du  moins,  ce  défaut  d'actualité, 
plus  apparent  que  réel. 

C'est  du  reste  le  danger  des  publications  de  cette  nature,  de 
passer  quelquefois  au  milieu  de  l'inattention  générale,  malgré 
rintérèt  très  positif  qu'elles  peuvent  présenter.  Sur  la  seule  in- 
spection du  titre  :  «  C'est  de  la  Chimie  !  »  s'écrient  volontiers  les 
mathématiciens,  et  ils  passent  à  une  occupation  plus  sérieuse  selon 
eux  ;  en  feuilletant  le  Volume  et  le  trouvant  tout  rempli  de  for- 
mules algébriques  :  «  Ce  sont  des  Mathématiques!  »  déclarent  l^s 
chimistes,  et  ils  retournent  à  leur  laboratoire. 

Naguère,  au  siècle  dernier  même,  les  sciences  étaient  loin  d'avoir 
produit  les  innombrables  résultats  qu'on  peut  constater  aujour- 
d'hui, et  les  esprits  les  plus  éminents  ne  dédaignaient  pas  d'associer 
des  études  très  diverses  ;  ils  embrassaient  les  branches  les  plus 
variées  parfois  du  savoir  humain,  et  ils  y  marquaient  leur  trace 
par  des  découvertes  empreintes  d'une  idée  de  généralisation 
extrême. 

De  nos  jours  il  n'en  est  plus  ainsi.  jNous  sommes  embarrassés 
sans  doute  par  l'excès  même  de  nos  richesses  ;  personne  ne  saurait 
s'assimiler  la  somme  énorme  des  vérités  scientifiques  acquises  ^ 
pour  produire,  il  faut  se  spécialiser,  s'attacher,  non  pas  même  «î 
une   science,  mais   à  une   section  parUculÎM^  dis  telle  ou  telle 

BitU,  des  Sciences  mathém.,  a*  Séritt 
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science,  ce  qui  conduit  volontiers  à  négliger  le  reste.  C'est  là  une 
tendance  fâcheuse  au  point  de  vue  de  la  coordination  philoso- 
phique des  connaissances  humaines  et  qui  finirait  par  amener  dans 
l'avenir  une  certaine  stérilité.  Nous  avons  la  confiance  que  malgré 
tout  une  réaction  salutaire  ne  tardera  pas  à  se  produire  dans  le 
sens  dont  nous  parlons,  d'autant  plus  qu'elle  se  manifeste  déjà 
quelque  peu  dans  les  autres  pays.  Mais,  pour  revenir  à  notre 
sujet,  il  faut  reconnaître  qu'en  France,  actuellement,  il  y  a  peu  de 
mathématiciens  qui  s'intéressent  à  la  Chimie  et  peu  de  chimistes 
s'occupant  de  Mathématiques. 

Ici,  c'est  au  point  de  vue  mathématique,  à  peu  près  exclusive- 
ment, que  nous  voulons  essayer  de  re'ndre  compte  de  l'Ouvrage  de 
M.  Brodie.  Notre  complète  incompétence  au  point  de  vue  chimique, 
que  nous  confessons  en  la  regrettant  fort,  nous  interdirait  aussi 
bien  l'éloge  que  le  blâme.  Mais,  en  laissant  de  côté  toute  appré- 
ciation sur  ce  point,  il  reste  un  calcul  symbolique  d'une  espèce 
nouvelle,  créé  pour  apporter  une  méthode  rationnelle  de  représen- 
tation des  faits  chimiques,  à  la  place  des  notations  en  vigueur. 
Cette  Algèbre  spéciale  mérite  certainement  qu'on  ne  la  laisse  pas 
passer  inaperçue  ^  il  y  a  là  une  tentative  éminemment  intéres- 
sante et  très  philosophique  ;  mais,  en  raison  même  de  son  objet, 
le  nouveau  calcul  ne  pourra  produire  des  résultats  vraiment  eflS- 
caces  et  appréciables  qu'à  partir  du  jour  où  les  chimistes  aui*ont 
entrepris  de  se  l'assimiler. 

Il  nous  semble  donc  que  le  D*"  Naquet  a  donné  un  bon  exemple 
et  fait  œuvre  scientilique  dans  le  sens  le  plus  élevé  du  mot  en 
présentant  au  public  français  la  traduction  du  Calcul  des  opéra- 
tions chimi(fues, 

L'Ouvrage  se  compose  de  deux  Mémoires  distincts. 

Dans  le  premier,  qui  renferme  huit  Sections,  M.  Brodie,  se 
plaçant  en  dehors  do  toute  hypothèse  a  priori,  et  ayant  seule- 
ment pour  but  la  représentation  des  phénomènes,  débute  par  un 
certain  nombre  de  délîni lions  sur  les  poids  (il  désigne  par  le  mot 
poids  une  portion  déterminée  de  matière  pondérable).  Il  distingue 
les  poids  uniques,  les  groupes  de  poids,  les  poids  composés  et  les 
poids  simples.  Il  appelle  enfin  distribution  de  poids  rojieration 
par  laquelle  un  poids  composé  se  résout  en  ses  composants,  ce  qui 
le  conduit  à  la  notion  des  poids  distribués  et  non  distribués. 
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11  considère  ensuite  toute  opération  chimique  comme  s*acrom- 
plissant  sur  l'unité  d'espace  et  donnant  pour  résultat  un  poids,  et 
il  représente  ces  opérations  par  des  symboles  j:i  ,  Xo, . .  . ,  répondant 
aux  poids  A|,  A2, . . .  qiu  résultent  des  opérations  correspondantes. 

Vient,  après  cela,  la  notion  A^ identité  entre  deux  opérations, 
pour  laquelle  on  emploie  le  signe  =,  puis  l'introduction  des  signes 
-+-  et  — ,  qui  se  définissent  tout  naturellement  et  sont  soumis  aux 
mêmes  règles  que  celles  de  TAlgèbro  ordinaire.  Le  symbole  chi- 
mique G  représente  l'absence  de  poids. 

Un  poids  composé,  si  les  poids  composants  sont  j?,  r,  se  repré- 
sente par  le  symbole  ç  =  xj.  C'est  ce  qu'on  pourrait  appeler  la 
multiplication  chimique,  dont  on  établit  les  propriétés,  pareilles  à 
celles  de  la  multiplication  algébrique.  L'auteur  résume  ces  notions 
en  disant  que  les  signes  xj^  (•^)î  ^  "+"^»  {*^~^j)  représentent 
ces  mêmes  opérations  se  faisant  successivement,  conjointement, 
$éparém,ent  ou  collectivement. 

Le  symbole  i  s'introduit  dans  ce  calcul,  où  il  a  une  grande 
importance,  comme  la  représentation  de  l'unité  d'espace,  et  on 
a  x^=  I  ;  quant  au  signe  00  ,  il  représente  la  totalité  de  l'univers 
pondérable. 

Les  poids  étant  les  seuls  éléments  h  considérer  pour  constater 
l'identité  des  opérations,  on  se  trouve  conduit  aux  équations  chi- 
miques fondamentales  xy  =  x  -i-jK^  ~  =  ^ — J'i  ^^^  l'on  ^ire  en 

particulier  1=0  et  0=1=7  =....=71.  Ces  conséquences  peu- 
vent paraître  répugnantes  et  paradoxales  à  qui  s'attache  trop  à  la 
signification  des  symboles  ordinaires^  mais  elles  n'en  sont  pas  moins 
justifiées  et  se  prêtent  à  la  représentation  des  faits.  L'Algèbre  chi- 
mique se  trouve  faire  à  peu  près  du  signe  i  ce  que  l'arithmétique 
fait  du  zéro.  Il  reste  à  bien  tracer  les  règles  à  suivre  dans  le  nouveau 
calcul,  ce  qui  est  l'objet  essentiel  de  l'Ouvrage. 

On  appelleyizcfeur  premier  ]e  symbole  d'un  poids  simple,  et  les 
symboles  de  deux  poids  simples  l'un  par  rapport  à  l'autre  sont 
dits  premiers  entre  eux.  De  l«à  suivent  une  série  de  déductions 
présentant  avec  la  théorie  arithmétique  des  nombres  premiers 
l'analogie  la  plus  curieuse,  et  spécialement  le  symbole  d'un  poids 
composé  entier  cy  =:  a"b"ic'**. . . . 

Partant  de  ces  propriétés,  l'auteur  se  propose,  pour   chaque 
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problème  particulier,  d'exprimer  les  symboles  chimiques  au  moyen 
d'un  nombre  entier  de  facteurs  premiers,  en  s'appuyant  sur  les 
données  fournies  par  Texpérience,  et  cela  avec  le  plus  petit  nombre 
.  possible  de  facteurs  premiers.  La  méthode  qu'il  indique,  dans  sa 
généralité,  vaut  la  peine  d'être  résumée  très  sommairement  ici. 

Si  les  symboles  chimiques  f ,  (fi,  cp2i  •  •  •  sont  reliés  par  n  équa- 
tions de  la  forme 

/n©  -h  m'©,  -h  m''©j  -h . . .  =:  o, 
m,  m\  m"^  • . .  étant  des  symboles  numériques,  on  pose 

Alors  p^  y,  r^  pi^  i/i^  l'iy  ...  sont  reliés  par  un  système  d'équa- 
tions de  la  forme 

mp-h  m'q -i- m''r -\-, .  ,^zo,     m/>j-|- /n'^, -h /w'r, -h. .  .  =  0,      .... 

La  question  est  alors  ramenée  à  la  recherche  des  solutions  en 
nombres  positifs  entiers  des  valeurs /7,  y,  r,  pi,  ^i,  /'i,  ...  qui 
satisfont  à  ces  équations  indéterminées.  Le  nombre  des  formes 
admissibles  est  de  plus  limité  par  la  condition  que  les  facteurs 
a^  b^  c^  ...  soient  les  symboles  de  poids  réels,  condition  qui 
s'exprime  encore  sous  forme  analytique. 

Voilà  certes  une  application  de  l'Analyse  indéterminée  aussi  ingé- 
nieuse que  surprenante.  M.  Brodie  s'en  sert,  dans  les  Sections  sui- 
vantes de  son  étude,  pour  construire  les  équations  chimiques, 
d'après  les  données  fournies  par  l'expérience.  Cette  partie  relevant 
plus  spécialement  du  domaine  chimique,  nous  sommes  obligé  de 
la  passer  presque  sous  silence.  Nous  nous  bornerons  à  signaler  la 
formule  que  l'Analyse  indéterminée  conduit  à  assigner  au  chlore, 
en  partant  de  la  décomposition  de  l'acide  chlorhydrique.  a  étant  le 
symbole  de  l'hydrogène  et  -^  un  facteur  premier,  on  trouve  :  acide 
chlorhydrique,  a*'*'';t*^'S  chlore,  a«+2rj^«{i+r,)^  ayeç  1^5  conditions 
^^17,^1^0,  et  par  suite  cLy^  est  le  symbole  le  plus  simple  du 
chlore.  Pour  l'iode,  le  brome  et  certains  autres  corps,  interviennent 
des  résultats  semblables.  11  est  certain  que,  le  jour  où  l'on. 
viendrait  à  reconnaître  que  le  chlore,  Tiode  et  le  brome  aoQl^^^l 
corps  composés  renfermant  de  l'hydrogène,  il  y  aurait  la  im 
triomphe  pour  les  doctrines  de  M.  Brodie,  qui  n'en  onj 
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dès  à  présent  une  grande  valeur,  en  tant  que  procédés  pour  la 
représentation  des  phénomènes. 

Dans  une  conclusion  qui  termine  le  premier  Mémoire,  l'auteur 
s'applique  à  caractériser  l'esprit  de  sa  méthode  et  à  montrer 
combien  elle  est  indépendante  de  toute  théorie  hypothétique  et  de 
la  théorie  atomique  spécialement. 

Le  second  Mémoire,  intitulé  De  l'analyse  des  faits  chimiques,  a 
plus  particulièrement  pour  objet  l'application  de  l'instrument 
symbolique  dont  la  construction  est  indiquée  dans  le  premier.  Il 
débute  par  une  Introduction  sur  la  loi  des  nombres  pairs,  dont 
l'objet  essentiel  est  de  justifier  l'hypothèse  fondamentale  du  sys- 
tème, en  vertu  de  laquelle  l'unité  d'hydrogène  est  toujours  un 
poids  simple  non  distribué,  dont  le  symbole  doit  être  par  consé- 
quent un  facteur  premier  a. 

En  appliquant  les  procédés  de  raisonnement  indiqués  dans  le 
premier  Mémoire,  on  reconnaît  qu'il  n'y  a  réellement  à  hésiter 
qu'entre  les  symboles  a  et  a^  pour  la  représentation  de  l'hydro- 
gène ;  mais  Thypothèse  «^  se  prêterait  à  toute  une  série  de  com- 
posés dont  l'existence  serait  en  contradiction  avec  la  loi  des  nombres 
pairs  de  Laurent  et  Gerhardl,  et  cela  motive  l'exclusion  de  celte 
hypothèse.  On  trouve  enfin  une  critique  des  exceptions  (déjà  indi- 
quées dans  le  premier  Mémoire)  qui  sembleraient  mettre  en  défaut 
le  système  symbolique  proposé  \  de  là  des  objections  et  des  diffi- 
cultés que  l'auteur  s'attache  à  réfuter.  JNous  regrettons  de  îie 
pouvoir  insister  sur  cette  partie  très  intéressante  et  nous  pourrions 
dire  très  littéraire  de  l'Ouvrage;  mais  les  questions  qui  s'y  trouvent 
traitées  relèvent  soit  de  la  Chimie,  soit  de  la  logique  pure,  bien 
plutôt  que  du  domaine  mathémati(|ue. 

^'ous  allons  désormais  suivre,  Section  par  Section,  les  matières 
exposées  dans  le  corps  du  second  Ménioire,  et  nous  ellorcer  d'en 
présenter  l'analyse,  en  y  mettant  la  clarté  compatible  avec  les 
limites  fort  restreintes  d'un  simple  compte  rendu. 

La  Section  I  est  intitulée  Sur  les  équations  cltimiqucs.  Le  type 
d'une  équation  chimique  est  v  =  m'f-\-ni^(Ji  -f-m"  92 -i-  •  •  •  =0, 
d'où  résulte,  comme  on  l'a  vu  plus  haut,  un  certain  système  d'équa- 
iKms  indéterminées.  En  général,  on  ne  peut  nnilti plier  une  telle 

é^palioiLpar  un  symbole  chimique,  et  cdte  impossibilité  restrein- 

ré  le  calcul  symbolique  dont  nous  nous  occu- 
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pons  ;  mais  on  démontre  assez  facilement  qne  cette  opération  esi 
possible  lorsque  l'on  a  la  condition  /7t  +  '7/  +  >>-  =  o.  Une  équation 
y  =3  o  qui  remplit  cette  condition  est  appelée  équaiion  chimique  nor^ 
mole.  Un  très  grand  nombre  d'équations  chimiques  satisfont 
d'elles-mêmes  à  cette  condition  ^  mais  on  peut  rendre  normale  une 
équation  chimique  quelconque  en  lui  ajoutant  un  symbole  numé- 
rique convenable,  ce  qui  peut  se  faire,  puisque  ce  symbole  désigne 
l'absence  de  poids.  Une  fois  cette  transformation  effectuée,  il 
devient  licite  de  multiplier  ou  de  diviser  les  équations  par  un  sym- 
bole chimique.  Par  exemple,  l'équation  fondamentale  xjr  =  x  +  j^ 
n'est  pas  normale.  Elle  le  devient  en  l'écrivant  i  -f- j- =  x-i-j; 
ou  (j:  —  i)(jy  —  i)  =  o,  et  l'on  démontre  la  formule  plus  générale 
A\X  —  ^)(jr  —  ^)(^  —  c)...  =  o,  A  étant  un  symbole  chimique* 
C'est  grâce  à  cette  réduction  aux  formes  normales  que  Ton  arrive 
à  la  parfaite  coïncidence  des  propriétés  du  symbole  chimique  i  avec 
le  symbole  arithmétique  représenté  par  le  même  signe. 
Comme  exemple  bien  simple,  l'auteur  prend  l'équation 

On  peut  l'écrire 

et  la  traiter  par  l'analyse  indéterminée,  comme  on  l'a  vu  plus  haut, 
ce  qui  donne 

(i)  2m  z=z3  -h  n 

et 

(2)  2/?l,=  /«,. 


Autrement,  donnons-lui  la  forme  normale  a  +  2  a*"  v*"»  =  3  a  -h  a"  v 
Si  Ton  y  fait  v=  i ,  elle  donne 

a(2a'«-»— a"-'  — i) 

2  =  , 

a  —  1 

expression  dont  la  vraie  valeur  pour  a  =  i  est 

À  m  —  2  —  /<  -I-  I  :=  2  m  —  n  —  i  ; 
donc 

»  ///  —  //  —  I     on     3  m  —  n:=i3. 


"• 
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Si  au  contraire  on  fait  d^abord  a=  i ,  on  a 


v'", I 


ou,  en  prenant  la  vraie  valeur  pour  v  =  i , 


—  1  — ) 


c'est-à-dire  2mi  =  n^.  On  retombe  donc  par  cette  méthode  sur  les 
deux  relations  (  i )  et  (2). 

Après  avoir  remarqué  le  bénéfice  qu*on  obtient  non  seulement 
au  point  de  vue  algébrique,  mais  même  au  point  de  vue  concret, 
lorsqu'on  rend  normale  une  équation  chimique^  Tauteur  insiste 
sur  ce  fait  qu'on  peut  substituer  un  poids  simple  à  un  autre  poids 
simple,  sans  altérer  l'équation.  Pour  les  substitutions  a  eilectuer  à 
la  place  du  symbole  i,  il  y  a  un  intérêt  très  grand  (sur  lequel 
peut-être  l'auteur  n'insiste  pas  assez)  à  donner  aux  équations  une 
forme  homogène,  en  écrivant  par  exemple  l'équation  fondamen- 
tale 1  -h  jy  z=z  X  -{-j  sous  celte  forme-ci  : 

I  *  -H  xy  z=z  x,i-^  y  ,1. 

La  Section  II  traite   des  faits  chimù/ues  simples  et  composés, 
Une  équation  chimique  peut  être  envisagée  non  seulement  comme 
une  assertion  relative  à  l'identité  de  certains  poids,  mais  comme 
un  moyen  d'enregistrer  un  /ait  chimique,  en  appelant  ainsi  tout 
changement  survenu  dans  la  composition  chimique  des  unités  de 
matière.  On  dislingue  les  faits  chirai(jucs  en  faits  simples  et  com- 
posés, ces  définitions  étant  essentiellement  relatives    et   un   fait 
composé  dans  un  certain  système  de  faits  pouvant  fort  bien  être 
considéré  comme  simple  dans  un  autre  système.  La  Section  se  ter- 
mine par  un  certain  nombre  d'exemples   propres  à  éclaircir  ces 
notions. 

La  Section  III,  Sur  les  causes  des  faits  chimiques,  a  pour  objet 
I  étude  des  opérations  au  moyen  desquelles  les  faits  se  produisent, 
ou  des  causes  de  ces  faits.  Analytiquement,  la  cause  d'un  fait  est 
Garactérisée  par  la  substitution  réciproque  de  deux  symboles  a  et  x  ; 
ta  même  fait  peut  être  rapporté  à  deux  ou  plusieurs  causes  indif- 
^"^MM^Hi^  reconnaître  deux   ou   plusieurs  causes 


■  i4  PREMIÈRE  PARTIE. 

conconrant  s  î  m  ul  Une  ment  à  sa  prodaclioo,  c'esl-à-dîre  résulter  de 
3,  3.  ....  a  substitulions.  Les  symboles  -r.j,  =,  ...  sont  appelés 
les  foriablcs,  et  reiix  qu'on  met  à  leur  place,  a,  b,  c,  . . .,  les 
i-d/ffuyjdeces  tariables.  Il  noas  semble  que  l'auteur  néglige  un  peu 
Imp  de  développer  ces  détinilions,  qui  semblent  présenter  quelque 
chose  d'incomplet,  en  raison  de  la  réciprocité  entre  x,  j*,  z,  ... 
et  il,  b.  c,  ...  ;  mais  cela  s'éclaircit  parles  applications  ultérieures. 
Lnpoids  constant  est  celui  qui  ne  subît  aucune  substitution  dans 
un  sTsiême  de  faits  déterminé. 

Toutes  ces  notions  se  traduisent  algébriquement  par  autant  de 
propriétés  correspondantes  que  doivent  présenter  les  équations 
chimiques.  Mais,  réciproquement,  loule  racine  d'une  équation 
chimique  ne  saurait  être  interprétée  comme  la  cause  d'un  fait,  pas 
plus  que  les  racines  d'une  équation  qui  traduit  un  problèmede  Géo- 
métrie ou  de  Mécanique  ne  sont  toutes  nécessairement  (les  solutions 
réelles  de  ce  problème,  susceptibles  d'une  interprétation  concrète. 

Dans  c£t  ordre  d'idées  vient  en  premier  lieu  l'étude  de  I  équation 
Aay  +  Aab  =  Aj^a -t- Axb;  on  arrive  à  y  satisfaire  soit  par 
la  substitution  réciproque  de  a  à  .r,  soit  par  celle  de  A  àj \  Le  fait 
chimique  qu'elle  représente  est  donc  susceptible  d'être  rappoi'té  à 
deux  causes,  et  l'équation  peut  s'écrire 

u  =  \ix-a){y^b)  =  o. 

Le  fait  chimique  —  u  est  déiîni  Vinverse  du  fait  u. 

Toutes  les  écjuaiions  chimiques  ainsi  formées  le  sont  au  moyen 
des  facteurs  premiers  représentant  des  poids  simples.  Une  certaine 
part,  dans  la  construction  de  ces  équations,  est  donc  laissée  à 
l'hypothèse,  laquelle  s'appuie  elle-même  sur  des  considérations 
d'ordre  ex j>éri mental. 

L'équation  que  nous  venons  de  considérer  peut  alTecler  la  forme 

A{jr-a)(y-a)  =  o. 

résultant  de  la  condition  n  :=  6,  et  aussi  la  i'orme  A(x  —  a)*  =  o, 
résultant  de  u  =  b  ut  x=y.  On  peut  aussi  avoir  a  =  i,  d'où 
A{x —  i)  (r —  A)  ^oj  une  des  causes  du  fait  isi  lu  substitution 
il  J7  d'un  «  non-poids  »  ;  on  donne  le  nom  de  litinsfiicnce  à  une 
substitution  do  cette  espèce.  Ainsi  le  fait  ci-d(  >mis  a  ponrcaïue 
soit  la  transférencc  de  .r,  soit  la  substitution  de  h  h  y,  ËjUÏb  U 
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constante  A  peut  être  remplacée  par  i.  Des  exemples  éclaircisseiit 
toutes  ces  particularités. 

La  fin  de  la  Section  111  est  consacrée  à  Texamcn  dos  équations 

A(JP  —  a){y  —  ij){z  —  c)  —  o, 
A(j7  —  a)(r —  b){z  —  c)  {v  ~  d)  =:  o 

et  des  particularités  qu'elles  peuvent  présenter.  Il  n*y  a  là  rien  qui 
mérite  véritablement  d'être  plus  spécialement  analysé  au  point 
de  vue  de  la  méthode  algébrique,  après  ce  que  nous  avons  dit 
cî-dessus. 

Pour  la  même  raison  nous  passerons  également  sous  silence  la 
Section  IV,  Exemples  d'analyse  élémentaire  des  faits,  qui  est 
très  digne  d'intérêt  pour  les  chimistes  et  dont  l'étude  peut  jeter 
beaucoup  de  lumière  sur  les  théories  précédentes,  mais  qui  ne 
rentre  pas  directement  dans  la  catégorie  des  notions  dont  l'analyse 
importe  au  public  mathématique,  le  seul  auquel  nous  nous  adres- 
sions ici. 

irions  avons  hâte  d'arriver   à  la  Section    V    et   dernière.   Sur 
Vanaljse  théorique  d'un  fait  chimique,  qui  olFre  un  intérêt  mathé- 
matique tout  spécial.  Elle  débute  par  un  nouvel  examen  approfondi 
des  équations  du  second  et  du  troisième  ordre  écrites  plus  haut, 
en  considérant  les  substitutions  variées  auxquelles  elles  répondent, 
et  dont  l'interprétation  concrète  est   éminemment  curieuse.  On 
trouve  aussi  cette  remarque,  déjà  faite  plus  haut,  qu'un  symbole 
de  poids  simple  quelconque  peut  être  substitué  à    i,   pris    pour 
symbole  de  poids  simple,  de  façon  à  rendre  TéqualiDn  homogène. 
L'auteur  définit  ensuite  une  congruence  chimique;  deux  fonc- 
lions  chimiques  sont  dites  congrues  par  rapport  à  une  substitution 
si  elles  acquièrent  la  même  valeur  lorsque  dans  chacune  d'elles  ou 
opère  celte  substitution.  La  substitution  est  appelée  module  et  la 
valeur  commune  résidu.  On  représentera  une  congruence  chimique 
par  la  notation 

/( .r  )  ^Ei  R ,  niod  (  .r  —  <t ) , 

et,  plus  généralement, 
«/(^ïj^i  5, . . .)  ^  R,  mo(l(.f  —  a)  iii(>d(  >'  —  I))  inod  {z  —  <;).... 

icncey(x)  ^  R  niod  (.r  —  «),  si  l'on  remplace  x 
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par  a  -+-  [x  —  a)^f[x)  est  une  fonctioD  rationnelle  et  entière  de 
X  —  a,  dé  la  forme 

Ao-h  A,(^  —  a)  -h. .  .-h  A„(j?  —  a)"; 
on  en  déduit 

/{a)  =  A,,     Ao=R     et    /(x)=/{a) -\- A^{x  — a), 

en  vertu  d'un  principe  antérieurement  établi.  En  faisant  x  =  a^ 
on  obtient  A|=y(«).  Cette  notion  s'étend  au  cas  de  deux  ou 
plusieurs  symboles  variables.  Par  exemple,  la  congruence 

/{^yXi  5)  ^/(a,  6,  c),  mod(j? —  a)  mod(/ —  b)  mod(z  —  c) 

donne 

/,(a,  h,  c){jc  —  a)  -h/^ (a,  6,  c)(7  —  b) 
/^(a,b,c){z  —  c). 


Le  rapprochement,  sinon  l'identité,  entre  l'idée  de  congruence 
chimique  et  celle  de  congruence  numérique  se  fait  de  lui-même  et 
justifie  largement  le  système  de  notation  adopté. 

L'analyse  théorique  d'un  fait  chimique  produit  par  un  nombre 
quelconque  de  substitutions  consiste  dans  l'énumération  de  tous  les 
faits  chimiques  différents  qui  résultent  de  ces  substitutions  d'une 
manière  quelconque  et  dont  le  fait  soumis  à  l'analyse  est  le  total. 
Ce  problème  se  présente  dans  toute  congruence  chimique.  Pour 
l'aborder,  l'auteur  fait  cette  remarque,  éminemment  philosophique, 
que  le  théorème  de  Taylor,  tout  à  fait  indépendant  de  l'interpré- 
tation des  symboles,  s'appuie  exclusivement  au  fond  sur  les  lois 
commutative  et  distributîve  de  la  multiplication,  xj  =  jx^ 
X  (7  -^  z)==  xy  H-  xz^  démontrées  pour  les  symboles  chimiques. 
De  là  il  tire   cette  conséquence  que  la  congruence 

/(j^)=/(«)  mod{x  —  a) 
entraine  l'équation 

/(x)=/(rt)+/'(«)(.r-«) 
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qui  se  décompose  ainsi,  en  raison  des  propriétés  concrètes  atité- 
rieuremeDt  établies  : 

/(.r)-/(«)-/'(«)(x~«)  =  o,     ij/(n)(.r^«)'^o,      ..., 

Toutes  CCS  équations,  individuellement  considérées,  font  connaiti'e 
les  phases  successives  par  lesquelles  on  obtient  le  résultat  indiqué 
dans  la  première  d'entre  elles. 

Pour  ne  pas  exagérer  la  longueur  de  ce  compte  reudu  et 
comme  nous  avons  pour  objet  de  mettre  sous  les  yeux  du  lecteur 
l'esprit  delà  méthode  bien  plutôt  que  les  éléments  mêmes  de  cette 
théorie,  nous  ne  ferons  que  meutionner  l'extension  toute  logique 
du  théorème  de  Tajlor  aux  cas  de  deux  ou  de  plusieurs  variables. 
Ces  considérations  conduisent  à  une  déiinition  nouvelle  de 
l'équation  chimique  normale,  fondée  sur  les  propriétés  des  dérivées 
successives  du  premier  membre.  Ces  diverses  dérivées,  de  même  que 
le  premier  membre  lui-même,  doivent  toutes  s'annuler  séparément 
lorsqu'on  remplace  par  i  les  facteurs  premiers  que  l'équation  con- 
tient. Cette  seconde  déGnilîon,  résultan  t  de  l'analyse,  est  plus  exacte 
et  plus  complète  que  la  définition  antérieurement  exprimée. 

On  se  trouve  ainsi  mis  en  possession  d'une  théorie  générale 
systématique  du  mode  de  production  des  fails  cUiiuiques,  tout  fait 
chimique  résultant  de  certaines  transfércnces  de  poids  simples,  et 
beaucoup  de  faits,  simples  en  apparence,  doivent  être  logiquement 
considérés  comme  composés  de  nombreux  autres  faits,  parmi 
lesquels  il  y  a  lieu  de  distinguer  ceux  qui  sont  réalisables  et 
ceux  qui  peuvent  ne  pas  l'être.  Le  problème  général  tle  l'analyse 
lies  faits  cbîniiques  est  donc  ainsi  résolu. 

L'Ouvrage  se  termine  par  deux  ^oUs  crilicjues  de  M.  >a<|nct  et 
anc  de  M.  llrodie,  mais  dont  nous  n'avons  pas  11  parler,  car  les 
matières  traitées  par  les  deux  savants  sont  dans  un  ordre  d'idées 
K  rapportant  à  la  Cliimie  pure.  _Notn;  t.icbe  se  trouve  donc  ter- 
ininûe,  et  nous  n'ajouterons  plus  que  peu  de  mots  pour  caracléiiser 
l'œuvre  dont  nous  avons  essayé  de  donner  un  aperçu. 

Les  tentatives  de  celte  nature,  c'est-à-dire  ayant  pour  objet  la 
constitution  systématique  d'un  CnacmUaidftjgunbotes  et  de  i'i-t;li'-< 
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de  calcul  pour  représenter  un  ordre  de  faîls  scientiSques,  nous 
semblent  dignes  au  plus  haut  degré  d'attirer  l'attention  des 
savants.  L'application  pratique  peut  en  être  plus  ou  moins  facile,  la 
fécondité  peut  en  être  plus  ou  moins  grande  ;  dans  te  cas  particulier 
dont  il  s'agit  ici,  par  (.'xcmple,  on  ne  pourra,  encore  une  fois,  dé- 
cider sur  ces  points  que  du  jour  où  les  chimistes  auront  entrepris 
l'étude  de  celte  Algèbre  particulière,  au  Heu  de  s'en  tenir  à  leurs 
formules  habituelles. 

Mais  ce  qui  est  certain,  c'est  que  l'idée  à  laquelle  obéit  l'inven- 
teur est  de  nature  à  placer  sous  sou  vrai  jour  l'interprétation  phi- 
losophique de  l'Algèbre,  prise  dans  son  acception  la  plus  élevée  el 
la  plus  étendue.  Une  Algèbre  est  une  véritable  langtie  écrite,  dont 
les  symboles  et  les  règles  dérivent  des  faits  qu'il  s'agit  d'inter- 
préter, et,  lorsque  l'on  considère,  dans  l'Algèbre  usuelle,  les  règles 
de  calcul  auxquelles  on  doit  se  conformer,  ce  serait  une  grave 
erreur  de  jugement,  à  notre  avis,  que  de  leur  donner  un  caractère 
absolu,  en  ne  se  reportant  pas  aux  faits  qui  ont  imposé  ces  règles. 
Pour  que  la  théorie  d'un  système  d'opérations  quelconques  ait  une 
valeur  rationnelle,  il  faut  que  ce  système  d'opérations  ne  soît  que 
la  conséquence  d'une  catégorie  de  faits  dont  les  transformations  se 
traduiront  dans  celte  langue  nouvelle,  d'une  merveilleuse  concision, 
si  précieuse  par  suite  pour  oITrir  à  l'esprit  de  recherche  un  point 
d'appui  solide. 

Un  écueîl  cependant  doit  être  soigneusement  évité  :  îl  ne  faudrait 
pas  créer  une  Algèbre  pour  une  catégorie  de  faits  trop  particuliers. 
Autrement,  on  tomberait  dans  une  anarchie  intellectuelle  engen- 
drée par  la  multiplicité  des  langages,  au  milieu  desquels  il  devien- 
drait presque  impossible  de  se  retrouver.  Ce  serait  une  sorte  de 
Babel  scientilique.  Maïs  nous  n'en  sommes  pas  là,  il  s'en  faut  de 
beaucoup,  <'t  il  y  a  plutôt,  pour  l'instant,  à  redouter  la  tendance 
contraire. 

L'Algèbre  de  la  ligne  droite,  ou  l'Algèbre  ordinaire,  est  répandiu 
partout;  l'Algèbre  des  ligures  planes,  c'csi-à-dîre  Ir  CiKuI  des 
imaginaires  ou  di'S  équipollinces,  est  entrée  dans  lascieiu'c  niallié- 
matique  depuis  un  demi-siècle  à  peine  ;  l'Algèbre  des  ligures  dans 
l'espace,  ou  Calcul  des  quaternions,  e.st  bien  peu  cultivée  jusqu' 
présent,  suitout  en  France.  Tout  au  plus  avons-nous  vagnement 
entendu    parler  des  tentatives  faît^is  pour  créer  un  Algoritlimi 


ne 
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spécial  applîi-ablo  aux  lois  de  la  logique.  Enfin,  en  ce([uî  concerne 
la  Chimir,  nous  ne  croyons  pas  que  M.  Bnxlîe  compte  de  pré- 
curseurs. 

Il  est  à  remarquer  que  cliaquc  innovation  de  ce  genre  donne 
lieu  à  une  sorte  de  paradoxe  apparent,  qui  épouvante  et  fait 
reculer  tout  d'abord  les  inatliéuiaticicns  habitués  à  leurs  concep- 
tions anciennes  et  trop  portés  à  leur  donner  un  sens  absolu 
qu'elles  n'ont  pas.  C'est  ainsi,  pour  ne  rien  dire  de  la  théorie  des 
quantîtésDégatives,que  les  équipollenccs  mènent  à  l'extraction  de  la 
racine  carrée  de  —  a*  ou  de —  i,  opération  impossible  et  absurde, 
disait-on,  et  sur  laquelle  on  a  s!  longtemps  disputé  ;  c'est  ainsi  que 
les  quatemions  enlèvent  à  la  multiplication  sa  propriété  d'être 
commutative ;  c'est  ainsi  que  dans  le  calcul  de  M.  firodie  nous 
trouvons  <%tle  équation  Tondamentale  étrange, 


tt  celte  assertion  non  moins  singulière, 


Mais  ce  serait  faire  preuve  d'un  esprit  bien  superficiel  que  de 
trouver  là  des  motifs  suffisants  pour  repousser  l'étude  de  ce  calcul. 
Avant  de  se  révolter  contre  de  tels  paradoxes,  il  faut  voir  si  ce  sont 
biea  des  paradoxes,  et  pour  cela  cliercher  sous  les  symboles  leur 
sigaiGcation  concrète.  11  faut,  en  un  mot,  éluditr  pour  pouvoir 
comprendre. 

Si  nous  arrivons,  par  l'aperçu  qui  précède,  par  celte  analyse 
certainement  insuffisante,  à  donner  à  quelques-uns  de  nos  lecteurs 
le  désir  d'entreprendre  l'étude  dont  nous  parlons,  nous  aurons 
Uleiul  le  seul  but  que  nous  nous  soyons  proposé,  car  ce  serait 
folie  que  de  prétendre  exposer  en  quelques  pages  une  doctrine  iiou- 
Tclte,  qui  présente  certainement  quelques  difficultés,  et  qui  réclame 
on  examen  attentif  et  approfondi.  A.  Laisant. 
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GÛNTHER  (S.)-  —  On  LeIIRE  VO»  DE<t  CEWOHNLICKBN  IND  VERALtCBIIEINER' 

TE»  Htpebbelfi'nktionen.  Halle,  1881.  In-8°,  x-4jo  pages,  58  lig. 

Il  ne  s'agit  pas  ici  d'un  Ouvrage  oigginal,  mais  bien  d'un  aperçu 
de  nos  connaissances  actuelles  dans  une  branche  importante  des 
Mathématiques.  C'est  donc  un  Traité  que  l'on  peut  en  toute  con- 
fiance recommander  à  l'attention  des  géomètres,  parce  qu'il  leur 
permettra  de  juger  des  progrès  accomplis  et  de  la  variété  des  ques- 
tions auxquelles  se  prête  l'emploi  des  fonctions  hyperboliques. 

La  grande  utilité  de  ces  fonctions  comme  instrument  analytique 
paraît  avoir  été  moins  appréciée  en  Allemagne  que  dans  les  autres 
pays  d'Europe.  C'est  ce  que  déclare  M.  Gùnlher  au  début  même 
de  sa  Préface.  Gronau,en  1 861,  et  Heis,  en  1 8^5, avaient  pourtant 
cherché  à  les  accréditer  auprès  de  leurs  compatriotes.  Dans  l'in- 
tervalle, deux  géomètres  français,  dont  nous  retrouverons  les  noms 
dans  toutes  les  tentatives  de  vulgarisation  des  nouvelles  méthodes 
analytiques,  M.  Hoiicl  en  1S70,  et  M.  Laisant  en  18741  publiaient 
des  Ouvrages  ou  des  travaux  plus  spécialement  consacrés  aux  fonc- 
tions hyperboliques,  dont  M.  Frischauf  fil  encore  ressortir  l'avan- 
tageux  emploi  dans  certaines  théories  de  l'Analyse,  et  même  en 
Géométrie  absolue,  telle  que  la  comprenait  J.  Bolyai. 

Bien  que  les  fonctions  hyperboliques  soient  connues  des  géo- 
mètres depuis  plus  d'un  siècle,  elles  ne  sont  pas  encore  entrées 
dans  le  courant  de  l'enseignement  des  écoles.  Elles  sont  restées  la 
spécialité  de  quelques  géomètres,  qui  en  ont  d'ailleurs  étendu  les 
applications  à  un  assez  grand  nombre  de  questions  pour  justifier 
la  faveur  avec  laquelle  on  a  fini  par  les  accueillir.  Aujourd'hui,  en 
effet,  l'Analyse  et  la  Géométrie  cherchent  à  profiler  de  toutes  les 
ressources  que  peuvent  leur  procurer  les  méthodes  nouvelles  qui 
commencent  à  être  appréciées  en  France  et  à  l'étranger  par  toat 
le  public  mathémalique  :  les  équipollences  de  Bellavitis,  les  qua- 
lernions  d'Hamilton,  les  fonctions  hyperbolique*  d*  Riccsti. 

Cet  heureux  résultat  est  le  fiuil  des  efforts  des  dfu\  géomèlr 
français  que  nous  venons  de  citer. 

Ce  que  MM.  Hoiiel  et  Laisant  ont  essayé  avec  succès  daosnolî 
pavs,M.  Giinihcr  vient  de  le  lenleravec  non  nioin!>  de  réussite  d 
le  sien,  en  ce  qui  se  rapporte  aux  fonctions  hyperboliques.  CV«1  fil 
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((ue  l'on  pourra  juger  par  l'indication  succincte  des  principaux 
sujets  traités  dans  la  Monographie  que  M.  Giinther  vient  de  pu- 
blirr. 

Ije  Chapitre  I  est  consacré  à  l'histoire  et  à  la  bibliographie  des 
fonclions  hyperboliques.  L'auteur  y  a,  comme  d'habitude,  déployé 
toutes  les  ressources  de  son  érudition.  Il  parait  avoir  eu  connais- 
sance de  tout  ce  qui  a  été  écrit  sur  cet  important  sujet  d'études. 

Le  lecteur  trouvera,  dans  ce  Chapitre,  la  part  qui  revient  aux 
divers  géomètres  qui  ont  fondé  ou  développé  la  théorie  des  fonc- 
tions hyperboliques  :  Newton,  Cotes,  qui  oui  étudié  la  quadrature 
de  l'hyperbole;  Riccati,  qui  a  jeté  les  bases  de  cette  doctrine  et 
qui  a  saisi  le  premier  l'analyse  des  lignes  trigonomé triques  dérivées 
du  cercle  et  de  l'hyperbole  équilatère;  Moivre,  qui  a  complété 
cette  analogie  en  lui  donnant  une  forme  si  élégante  et  si  générale, 
bien  classique  aujourd'hui;  Foncenex,  qui  a  laissé,  sur  les  expres- 
sions imaginaires,  d'intéressants  travaux  qui  ont  servi  de  point 
de  départ  à  de  nouvelles  objections  d'Euleret  de  d'Alembert  dans 
une  théorie  qui  avait  déjà  donné  un  sujet  de  controverse  à  Leib- 
niz et  à  Jean  Bernoulli;  Lambert,  qui  approfondit  les  propriétés 
des  transcendantes  circulaires  et  logarithmiques  el  s'efforça  de  dé- 
montrer les  avantages  de  l'emploi  des  lignes  hyperboliques  en 
coDslniisant  les  premières  Tables  numériques  de  ces  fonctions. 
C'est  à  ce  propos  qu'il  imagina  la  notion  nouvelle  A\tngle  trans- 
cendant, qui  sert  à  effectuer  le  passage  des  fonctions  circulaires 
aux  fonctions  hvperboliques. 

Les  travaux  de  Lambert  marquent  une  importante  étape  dans 
l'histoire  des  fonclions  hyperboliques.  Ils  nous  mènent  à  la  fin  du 
ifiii"  siècle.  A  cette  époque,  Lambert' avait  réuni  en  corps  de 
doctrine  les  remarquables  analogies  des  formules  de  Trigonométrie 
hyperbolique  avec  celles  de  la  Trigonométrie  rectiligne  et  il  avait 
appliqué  ces  formules  à  la  résolution  de  divers  problèmes  astrono- 
miques dans  lesquels  la  Trigonométrie  ordinaire  .se  trouvait  en  dé- 
faut. 

Après  Lambert,  il  conviendrait  de  citer  avec  quelques  détails  les 
mvaax  de  Sauri,  L'Huillier,  Dîrksen,  Ohm  et  Grassmann. 
^1         (;.■  qui'  1  >iii  (imiiKiii  ji|iprliT.  [iiiiir  les  l'onclions  hyperboliques, 
^B    l'époqui^  nioïkrnc  csl  caraLlérisé  par  Irs  travaux  de  Gudei 
^H  en  Allrm»^ne,  et  de  Lamé,  en  1 
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lier^  poor  la  première  foi?^,  l^s  foDClîons  LyperLoliqiies  aux  iiaK- 
Uoos  elliptiques  et  aux  coordonnées  curvilignes.  Les  efbrts  des 
géomètres  contemporains  ont  eu  pour  objet  et  pour  résoltat  dPê- 
tendre  le  cliamp  des  applications  des  fonctions  farperbofi^oes  i 
presque  toutes  les  branches  de  TAnalj  se  matliéfnatî<}ae  :  c"«sl  la 
meilleure  preuve  que  l'on  puisse  donner  de  Tulilité  <ie  c^es  famc- 
lions  et  des  ressources  qu^elles  peuvent  ofTrir  dans  Tétade  de  pk- 
sieurs  questions  encore  délicates. 

Le  Cliapitre  II  traite  des  fonctions  circulaires  et  livpeiiMii&qves, 
déduites  d'une  même  origine  algébrique.  Il  a  pour  objet  de  £ûre 
ressortir  la  similitude  d'origine  des  fonctions  trigonométrî^ses  d« 
cercle  ou  de  Th yperbole  équilatére.  Il  forme,  en  réalité,  on  conple 
rendu  substantiel  d'un  important  Mémoire  de  M.  Ed.  Lacas,  inti- 
tulé Théorie  des  fonctions  numériques  simplement  périodiqmes^ 
publié  dans  la  Nouvelle  Correspondance  mathématique  (u  m 
et  t.  IV,  1877  et  1878),  et  dans  le  Journal  de  M.  STlvesler, 
t.  I. 

M.  Éd.  Lucas,  étudiant  les  propriétés  des  racines  a  et  AdeTé- 
quatiun 

sVst  trouvé  conduit  à  deux  fonctions  symétriques  de  ces  racines, 

a  —  o 

qui  donnent  naissance,  pour  toutes  les  valeurs  entières  et  positives 
de  /t,  à  trois  espèces  de  séries,  suivant  la  nature  des  racines  de 
Téquation.  Des  valeurs  particulières  de  a  et  de  6  donnent  des  séries 
récurrentes  considérées  pour  la  première  fois  par  Fermât,  Pell  et 
Léonard  Fihonacci. 

Les  fonctions  U/,  et  V,,  offrent  une  analogie  complète  avec  les 
fonctions  circulaires  et  hyperboliques.  Anssi  M.  Giintfaer  a-t-il  cru 
devoir  leur  consacrer  une  place  toute  spéciale. 

Le  Chapitre  III  renferme  de  nombreux  extraits  de  TOuvragede 
M.  Laisant  et  constitue  la  partie  théorique  de  l'ensemble  :  pro- 
priétés des  fonctions  hyperboliques;  leur  périodicité,  leuss 
loppements  en  séries,  en  produits  indéfinis,  en  fonctions 
formules  d'addition,  de  multiplication  et  de  divisi^ 


COMPTES  KKNDUS  ET  ANALYSES.  i53 

Le  Chapitre  IV  est  consacré  aux  applications  des  fonctions  hy- 
perboliques à  des  questions  d^Algèbre  et  d*Analysc« 

Voici  les  principales  applications  traitées  dans  ce  Chapitre  : 
Logarithmes  d^addition  et  de  soustraction.  Résolution  des  équa- 
tions quadratiques  et  cubiques.  Intégration  de  fonctions  ou  d'é- 
quations différentielles.  Nombres  et  fonctions  de  BernouUi.  Série 
de  Lambert.  Fonctions  sphériques.  Double  périodicité  des  fonc- 
tions 5* 

Le  Chapitre  V,  de  beaucoup  le  plus  étendu  de  TOuvrage,  dont 
il  forme  en  effet  le  quart  de  la  substance,  est  consacré  aux  appli- 
cations des  fonctions  hyperboliques  à  diverses  questions  de  Géo- 
métrie et  de  Physique  mathématique. 

Voici  les  titres  des  principales  applications  :  Deux  identités  de 
Trigonométrie  (Glaisher).  Le  théorème  de  Pythagore  dans  la  Géo- 
métrie de  la  sphère  (d'après  Gudermann,  qui  rédigea  ce  travail  le 
ai  septembre  i85f ,  c'est-à-dire  la  veille  de  sa  mort).  Le  problème 
du  point  par  la  méthode  de  Villarceau.  Rectification  de  la  para- 
bole; centre  de  gravité  d'un  arc  de  cette  courbe.  Notion  de  l'ano- 
malie dans  l'ellipse  et  son  extension  au  cas  de  l'hyperbole  équila- 
lère.  Théorie  de  l'ellipse  sphérique  et  de  l'hyperbole  sphérique 
(Grunert,  Salmon,  Heilermann).  Coordonnées  curvilignes  et  ellip- 
tiques. Surfaces  isothermes  (Lamé).  Application  à  la  méthode  des 
équipoUences  (Bellavitis  et  Laisant).  Détermination  de  l'orbite  hy- 
perbolique d'une  comète.  Application  à  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques  (Gyldén). 

Equations  de  surfaces  mininia  en  coordonnées  hyperboliques. 
Applications  numériques  (Kiepert,  Schwarz). 

Emploi  des  fonctions  hyperboliques  dans  l'étude  des  courbes 
transcendantes.  Exemples  :  courbe  dont  l'arc  est  égal  au  logarithme 
de  l'abscisse  ;  rectification  de  la  spirale  d'Archiniède  ;  centre  de 
gravité  de  la  courbe  logarithmique  (Fischer,  Hoiiel,  Barsotti). 

Étude  des  cycloïdes  elliptiques  et  hyperboliques  (Laisant)  : 
M.  Gûnther  a  reproduit  presque  identiquement  les  considérations 
traitées  par  M.  Laisant.  C'est  ainsi  qu'il  établit  les  principales 
propriétés  de  ces  courbes,  leur  tangente,  leur  courbure,  leur  qua- 
tnlare  et  leur  rectification.  Il  lui  emprunte  aussi  les  paragraphes 
^^MMlcrés  à  l'étude  des  curieuses  propriétés  de  la  chaînette  et  de 
^■■MÉ^^I^pMite,  la  courbe  tractoire  ou  tractrice  dont  les  tangentes 

''^"""  ém.,  V  Série,  t.  V.  (Avril  1881.)  l  l 
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sont  égales,  courbe  dont  Perrault  et  Leibniz  ont  fait  connaître  un 

mode  de  génération  mécanique. 

M.  Giîather  reproduit  aussi,  d'après  MM.  Laisant  et  Jnllien,  les 
applications  aux  courbes  suivantes: 

i"  Formed'équilibred'uo  filpesaot dontladensitéestencfaaque 
point  proportionnelle  à  la  racine  carrée  de  l'arc  qui  sépare  ce  point 
du  point  le  plus  bas  ; 

1"  Courbe  affectée  par  une  corde  élastique  et  pesante,  suspen- 
due par  ses  deux  extrénités. 

11  termine  ce  même  paragraphe  par  un  extrait  d'un  Mémoire  de 
M.  Ligon'ski  sur  la  détermination  de  la  forme  et  de  ta  résistance 
des  arcs  courbes  employés  dans  les  constructions. 

Le  Chapitre  VI  contient  les  fondements  analytiques  de  la  Géo- 
métrie non  euclidienue. 

But  que  se  propose  la  Géométrie  non  euclidienne.  Développe- 
ment de  la  règle  du  levier,  par  Koncenex.  Construction  statique 
d'une  formule  fondamentale. 

Les  surfaces  à  courbure  constante.  Si  celte  courbure  est  positive, 
la  surface  est  une  spbère;  si  «Ile  est  nulle,  la  surface  est  dévelop- 
pable  (cône,  cylindre);  si  elle  est  négative,  la  surface  est  appelée 
psetidosphère,  cludiée  par  Minding,  lieltrarai  et  plusieurs  autres 
géomètres,  depuis  que  l'on  a  reconnu  le  rôle  important  de  ce  type 
de  surfaces  dans  les  discussions  auxquelles  a  donné  lieu  ïepostii- 
latuin  d'Euclide. 

Angles  de  parallèles;  lignes  de  limite;  surfaces  limites.  Calcul 
des  surfaces  cl  des  volumes  dans  la  Géométrie  absolue,  Vanélés 
d'ordre  supérieur. 

Le  Cliapitre  Vil  renferme  diverses  considérations  sur  la  généra- 
lisation  des  sujets  et  problèmes  mathématiques;  extension  de  la 
notion  des  fonctions  trigonométriquesaux  courbes  que  représente 
i'éijuation  x"'±_y"'^^  i. 

Généralisation  des  points  de  vue  restreints  du  but  final  de  la 
Science.  Principe  de  la  conservation  des  types  énoncé  par  Hankel. 
.Son  application  au  cas  actuel.  Défmitions  dili'crent.'s  des  fonctions 
circulaires  et  hyperboliques.  Leur  générali>alion.  Fonctions  lon- 
gimétriquesconsidérées par Unverzagt.  Fondions nigonoinélriq 
du  t\pc  cvclique  cl  du  tvpc  hyperbolique.  Périodicité  et  ihéoiJ 
de  t'uddilion. 
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Le  Chapitre  VIII  traite  des  lignes  trigonométriques  oblitjiiangles 
du  cercle  et  de  l'hyperbole  équilatère;  lignes  Lrigonomélrïques 
rectangles  de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole  quelconque. 

Ces  notions  représentent  un  essai  de  généralisation  tenié  par 
Biehringer  et  Unverzagt.  Elles  ont  pour  objet  de  passer  des  coor- 
données rectangles  aux  coordonnées  obliquanglee  en  cherchant  ce 
que  deviennent  alors  les  lignes  trigonométriques  naturelles. 
Presque  tout  ce  Chapitre  est  extrait  de  la  AloDOgraphie  de  M.  Lai- 
sant,  pages  3^  à  48  (extension  de  la  TrigoDoai^Irie  du  cercle  et  de 
l'hyperbole  équilatèi-e  à  l'ellipse  et  à  l'hyperbole  quelconque),  et 
pages  ^  I  à  83  (coordonnées  polaires  elliptiques  et  hyperboliques). 
M.  Giinther  lui  emprunte  aussi,  pour  terminer  ce  Chapitre,  une 
application  de  ces  coordonnées  polaires  à  la  quadrature  de  deux 
courbes  planes  (p.  g()el97). 

Le  Chapitre  IX  a  pour  titre  ;  Généralisation  de^  séries  trigo- 
nométriques et  des  règles  de  transforma tion  de  la  Trigono- 
métrie. 

Exposé  historique  de  celte  extension  de  l'idée  de  fonction.  Dé- 
buts deRiccati  dans  celte  voie,  continuée  successivement  par  Oli- 
vier, Magnus,  Hellwig,  Buttel,  Simon,  Beyssell,  Most,  Knar.  Tra- 
vaux récents  de  MM.  Appell  et  Glaisher. 

Le  Chapitre  X  est  intitulé  :  Extension  des  fonctions  hyperbo- 
liques à  l'espace  ;  fonctions  hyperboloïdiqties. 

Ce  Chapitre  débute  par  l'exposé  des  propriétés  des  fonctions 
circulaires  et  hyperboliques,  considérées  comme  solutions  d'une 
équation  différentielle  du  second  ordre.  L'auteur  envisage  ensuite 
les  fonctions  spbériques  comme  généralisation  ou  extension  des 
fonctions  circulaires,  puis  il  étudie  les  fonctions  hypcrboloïdiques 
de  première  espèce  cl  de  seconde  espèce,  et  les  applique  à  diverses 
questions  delà  théorie  de  l'élasticité  et  de  la  détermination  d'in- 
tégrales définies. 

Ce  rapide  examen  des  Chapitres  de  l'Ouvrage  de  M.  Giinther 
aura  sans  doute  établi  dans  l'esprit  de  nos  lecteurs  la  conviction 
que  cette  Monographie  précisera  la  situation  aciuelle  des  fonctions 
hyperboliques  et  l'avenir  qui  les  attend. 

M.  Giinlhfr  s'csl  in''piré  principolemenl  de  deux  Ouvrages  an- 
térieur» :  L'iissai  mr  les  fonviions hyjierlu'Uqiiex.  ileM.  Laîsant. 
entrait  du  l.  X  des  Mémoires  d^  la  Société  des  Sciences  l'hv- 
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xûjues  ei  \aiureUe%  ile  Bordeaux j  1874  ^  ^  ^  BmUtiim.  l.  I^, 
p.  168;  et  les  TaiTote  logariimiche  de  M.  Forti.  rxtnâtcs  dm  t.  \1 
des  Annali délie  L'nU'ersiià  io$cane\\oiT  Buileiim.  t.  K  p-^tiJi. 

Eo  adoptant  le  premier  de  ces  OuTrages.  dont  le  titre.  Iieaa- 
coup  trop  modeste,  ne  fait  pas  pressentir  la  richesse  et  h  Tmè^ 
des  développements,  M.  Gûnther  a  voulu  témoigner  â  notre  savant 
collaborateur  la  profonde  sympathie  qu'il  éprouve  poor  ses  travaux. 
Un  simple  coup  d*œil  jeté  sur  les  deux  Monographies  fera  recon- 
naître au  lecteur  le  moins  attentif  que  Y  Essai  sur  les  fondions 
hyperboliques  a  été  entièrement  traduit  et  refonda  dans  le  texte 
de  M.  Gûnther.  C'est  le  plus  juste  hommage  que  l'on  poisse  rendre 
au  mérite  de  ce  travail. 

M.  Gûnther  a  été  sans  doute  moins  heureux  dans  le  choix  ex- 
clusif qu'il  parait  avoir  fait  des  Tavole  de  M.  Forti.  Les  Tables^ 
fonctions  hyperboliques  doivent,  autant  que  possible,  ressembler 
aux  Tables  de  lignes  trigonométriques,  parce  que  cette  disposition 
est  de  nature  à  faciliter  leur  emploi  dans  le  Calcul.  C'est  le  prin- 
cipe qui  a  guidé  les  auteurs  des  premières  Tables  de  fonctions  hy- 
perboliques, Lambert,  Guderraann  et  surtout  Gronau,  qui  a  ap* 
porté  à  leur  disposition  les  plus  heureuses  simplifications,  ^ous 
n'avons  pas  à  revenir  sur  les  remarques  exposées  par  M.  Hoûel,  à 
propos  des  Tavole  de  M.  Forti  ;  ces  remarques  subsistent  encore 
aujourd'hui  et  elles  prouvent  que  la  publication  de  nouvelles  Tables 
aussi  étendues  que  celles  de  M.  Forti  (  '  ),  mais  construites  dans  le 
système  de  Gronau,  répondrait  à  un  légitime  désir  des  géomètres 
et  formerait  le  complément  obligé  à  une  monographie  dont  ces 
critiques  de  détail  ne  doivent  pas  faire  oublier  les  grandes  qualités 
et  l'incontestable  mérite.  H.  Brocaro. 


(  '  )  Nous  apprenons,  au  dernier  moment,  que  M.  Forti  lui-même  s'est  chargé  de 
re  travail,  et  qu'il  se  propose  de  publier  une  quatrième  édition  de  ses  Tavole, 
dans  laquelle  il  abandonnera  la  disposition  empruntée  à  son  ancien  mattre  Ma*- 
sotti,  pour  se  rapprocher  de  la  disposition  de  Gronau. 
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REMARQUES  SUR  QUELQUES  POINTS  DE  LA  THÉORIE  DES  FONCTIONS 

ANALYTIQUES  ; 

Par  m.  WEIERSTRASS  (»)• 

1.  La  Communication  suivante  se  rapporte  à  certaines  séries 
indéfinies  dont  les  termes  sont  des  fonctions  rationnelles  d'une 
variable  :  elle  a  pour  but  principal  d'éclaircir  certaines  propriétés 
que  peuvent  offrir  ces  suites,  propriétés  qui,  à  ce  que  je  crois, 
B*ont  pas  encore  été  remarquées  et  qui  ont  quelque  importance 
pour  la  théorie  des  fonctions. 

Soit  donné  un  nombre  infini  de  fonctions  rationnelles  de  la  va- 
riable Xf  rangées  dans  un  ordre  déterminé, 

A{^)y     fx{^)y     /ï(^),       

L'ensemble  des  valeurs  de  x  pour  lesquelles  la  série 


£/.(^) 


v  =  o 


a  une  valeur  finie  constitue  la  région  de  convergence  de  la  série. 
Si,  a  étant  un  point  de  cette  région,  on  peut  déterminer  une  quan- 
tité positive  p  telle  que,  sous  la  supposition 


la  série  converge  uniformément  (^),  je  dirai  que  la  série  converge 


(')  MonaUberichte  der  Kôn.  Akademie  der  Wissenscha/ten  zu  Berlin,  séance 
da  13  août  i88o. 
(')  Une  série  infinie 


2/. 


V  =  O 


jMHii  .de§  fonctions  d'une  ou  de  plusieurs  variables  converge  uni- 
partie  (B)  de  sa  région  de  convergence,  si,  6  étant 
jk|  veut,  on  peut  toujours  déterminer  un  en- 
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uniibrmément  dans  le  voisinage  du  point  a.  La  quantité  p  a  une 
limite  supérieure  :  soit  R  cette  limite;  on  peut,  relativement  à  la 
série  considérée,  désigner  Tensemble  des  valeurs  de  x  pour  les- 
quelles on  a 

jt-  —  a  I  <  R 


comme  le  domaine  du  point  a,  etR  comme  le  rayon  de  ce  domaine. 
Dans  le  voisinage  d'un  point  quelconque  de  ce  domaine,  la  série 
converge  uniformément.  11  résulte  de  là  que  l'ensemble  des  points 
dans  le  voisinage  desquels  la  série  converge  uniformément  con- 
stitue dans  le  plan  de  la  variable  x  une  surface  simple  (*),  mais  qui 
peut  comprendre  plusieurs  parties  séparées. 

Supposons  qu'ilexiste  des  points  de  la  nature  en  question,  et  qu'on 
représente  par  A  leur  ensemble;  imaginons  que  l'on  parte  de  l'un 
d'eux,  qu'on  en  choisisse  un  autre  dans  le  domaine  du  premier, 
un  troisième  dans  le  domaine  du  second,  etc.  L'ensemble  des  points 


lier  m  tel  que  le  module  de  la  somme 


2/. 


soit  inférieur  à  o  pour  toute  ^ftleof  de  H  supérieure  ou  égale  à  m,  et  cela,  pour 
tout  sysiènie  de  valeurs  des  variables  qui  appartient  à  la  région  B.  Pour  que  la 
série  soit  en  même  temps  abaoiiiiiMgàt  convergente  dans  la  même  région,  c'est- 
à-dire  indépendante  de  rarrangement  de  ses  termes,  il  faut  qu'on  puisse  en  re- 
trancher un  nombre  Uni  de  termes,  tel  que  la  somme  d'autant  de  termes  qu'on 
voudra  parmi  les  tormes  restants  soit,  pour  chaque  système  de  valeurs  apparte- 
nant à  la  région,  inférieure  à  8.  Cette  condition  sera  certainement  remplie  s'il 
existe  une  suite  de  nombres  positifs 

5^0»  Sv  ëv   •  •  '•) 
pour  lesquels  on  ail,  en  chaque  point  de  la  région  B. 

l/vl   ^fTv       (V   -r  o x). 


et  lels  (|ue  la  suniinc 


2 


V  —  o 


ail  une  valeur  rniio.  —  II  résulte  de  la  définilioii  donnée  par  Tilniformité  de  la 
convergence  que,  si  une  série  converge  uniformément  dans  plusieurs  parties  |teia 
régi»)n  de  convergence,  elle  converge  uniformément  dans  la  région  totale  GOHl|^ 
sée  de  Lnules  ces  parties. 

(')  lue  surface  (jui  ne  passe  quimo  seule  fois  par  chacun  de  se»  pointa* 
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de  A  auxquels  on  peut  parvenir  de  cette  façon  constitue  dans  le 
plan  de  la  variable  x  un  certain  ronlinuiim  A, ,  dont  la  limiLation 
pourra  comprendre  une  un  plusieurs  lignes  et  aussi  des  points  iso- 
lés. S'il  existe  en  dehors  de  A  i  des  points  de  A,  il  existera  au  moins 
un  second  continnttm  A^  de  même  nature  que  A,  et  qui  n'aura 
aucun  point  commun  avec  A|  ;  toutefois  certaines  parties  des  limites 
de  A  et  de  A»  peuvent  être  communes.  S'il  existe  encore  des  points 
de  A  qui  n'appartiennent  ni  à  A,  ni  à  Ag,  il  existera  au  moins  un 
troisième  continmimAj,  analogue  à  A,  et  à  A^  et  qui  n'aura  au- 
cun point  commun  ni  avec  A|  ni  avec  A^,  et  ainsi  de  suite. 

On  peut  montrer  aisément  sur  des  exen^ples  que  A  peut  en  elTet 
être  constitué  de  ces  difTérentes  manières  :  il  suffira  de  considérer 
les  deux  séries 


S-  s.^.- 


Pour  la  première,  la  région  A  est  formée  de  toutes  les  valeurs 
de  X  dont  le  module  est  inférieur  à  i  ;  pour  la  seconde  il  y  a  en 
outre  les  valeurs  pour  lefli|iiiilfs  !r  inoilulf  rst  supérieur  à  i;  dans 
le  premier  cas,  A  se  compose  d'une  surfai'f  conlimie;  dans  le  se- 
cond, A  se  compose  de  dtmx  surfaces  continues  n'ayant  aucun 
point  en  commun.  Des  j'xrmpics  de  séries  do  même  nature  pour 
lesquelles  la  région  A  Chl  composée  de  plus  de  deux  portions  se 
rencontreront  plus  tard. 

Je  vais  maintenant  prouver  que  si  la  série  considérée  converge  uni- 
formément dans  le  voisinage  de  cliaque  point  situé  à  l'intérieur  ou 
sur  le  contour  d'une  aire  continue  donnée  B,  elle  converge  unifor- 
mément dans  toute  cette  aire. 

Soient  a,  a'  deux  points  de  la  région  A,  n'  étant  situé  dans  le 
domaine  de  rt;  soit  R  le  rayon  de  ce  domaine.  D  =  |rt'^(/| 
étant  ta  distance  des  deux  points,  le  rayon  R'  du  domaine  de  a'  ne 

peut  pas  être  inférieur  à  R  —  D;  si  l'on  a  D  <  -lî,  on  aura 

IV>-H 

et  (I  sei-a  situé  dans  le  domaine  de  a'  :  on  aura  dum 
Il     IV- 1»; 
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en  sorte  que  R'  doit  être  compris  entre 

R  —  D     et     R  -+-  D. 

Si  maintenant  le  point  a  se  déplace  d'une  façon  continue  dans  A, 
on  voit  que  la  valeur  correspondante  de  R  varie  aussi  d'une  façon 
continue  :  il  existe  donc  un  point  dans  Tintérieur  ou  sur  le  contour 
de  B  pour  lequel  la  limite  inférieure  Rf  des  valeurs  que  peut 
prendre  R  dans  la  région  B  est  atteinte,  et  cette  limite  inférieure  R« 
nVst  pas  nulle.  Par  suite,  on  peut  décomposer  B  en  un  nombre 
fini  de  parties  telles  que,  dans  chacune,  la  distance  maximum  de 
deux  points  soit  inféricfpire  à  Ro.  Chacune  de  ces  parties  est  située 
tout  entière  dans  le  domaine  d'un  quelconque  de  ses  points;  dans 
chacune  de  ces  parties,  la  série  converge  uniformément;  de  là  et 
d'une  remarque  précédemment  faite  résulte  la  proposition  énoncée. 

Une  série  de  la  nature  en  question  peut  être  telle  que,  dans  le 
voisinage  d'un  point  quelconque  situé  dans  V intérieur  de  la  région 
de  convergence,  elle  converge  uniformément.  Dans  ce  qui  suit,  on 
étudiera  exclusivement  de  telles  séries.  Si  l'on  sait  seulement,  sur 
la  série 


v  =  0 


qu'il  V  a,  dans  le  plan  de  la  variable  Xy  une  aire  continue  dans  la- 
quelle la  série  converge,  il  ne  s'ensuit  en  aucune  façon  que,  dans 
cette  aire,  la  somme  de  la  série  soit  une  fonction  continue  de  x. 
Mais  si  Ton  fait  la  supposition  précédente,  on  peut  montrer  que  la 
série,  dans  chacune  des  aires  A| , . . . ,  précédemment  définies  et  qui 
appartiennent  à  la  région  de  convergence,  représente  en  général 
une  branche  uniforme  d'une  fonction  analytique  monogène  de  x  et 
que,  dans  des  cas  particuliers,  elle  peut  représenter  complètement 
une  telle  fonction. 

Ici,  il  est  nécessaire  d'établir  un  lemme  préliminaire. 

2.   Soit  donnée,  dans  un  ordre  déterminé,  une  infinité  de  séries 
ordonnées  suivant  les  puissances  entières  d'une  variable  Xf 

chanim*   rlr<   s<'Tio  jxMiNiiiil   <r;iillriirs  conlenir,  en  O 
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conque,  des  puissances  positives  ou  négatives  ;  supposons  qu^il 
existe  deux  nombres  R,  R'  dont  le  premier  soit  positif  ou  nul,  dont 
le  second  soit  plus  grand  que  le  premier  et  tels  que,  sous  la  con- 
dition 

R<|^|<R', 

non  seulement  les  séries  convergent  isolément,  mais  encore  qu'il  en 
soit  de  même  de  la  somme 

yp,(x), 

V=:0 

et  que,  de  plus,  cette  dernière  somme  coirrèrge  uniformément  pour 
les  valeurs  de  x  dont  le  module  est  compris  entre  R  et  R'.  Si  Ton 
désigne  alors  par 

le  coefficient  de  x^  dans  Pv(^),  la  somme 


l 

aura  pour  toute  valeur  de  [x  une  valeur  finie  que  je  désignerai  par  A^, 
et  Ton  peut  montrer  que,  pour  toute  valeur  de  x  dont  le  module  est 
plus  grand  que  R  et  plus  petit  que  R',  la  série 


i 


k^x^ 


est  convergente  et  que  Ton  a 


V  =r  O 


Soit  rune  quantité  positive  quelconque,  comprise  entre  Ret  R', 
el  A"  une  autre  quantité  positive  arbitraire;  on  peut,  à  cause  de  la 
supposition  relative  à  la  convergence  de  la  série 


ypv(^r), 


V        U 
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déterminer  un  nombre  entier  positif  m  tel  que,  pour  toute  valeur 
de  X  dont  le  module  est  égal  à  r,  le  module  de  la  somme 


s 


V  =  /i 


{X) 


soit,  pour  toute  valeur  de  n  égale  ou  supérieure  à  m,  inférieure 
à  -Â-,  tel,  par  conséquent,  que,  pour  tout  nombre  n!  supérieur  ou 
égal  à  n,  on  ait 


On  a  d'ailleurs 


s 


v  =  n 


P.(x) 


<^. 


i''-(-)=2(îv-'). 


V   =  « 


Ifc       \v  =  n 


et,  par  conséquent,  en  vertu  d'un  théorème  connu,  on  aura,  pour 
toute  valeur  entière  de  [x, 


1 


V  =  « 


Alv) 


<  kr-^ ; 


3C 

la  somme  \  AJ,^^  a  donc  une  valeur  finie  et  déterminée  que  nous  dé- 

V  =  o 

signerons  par  A^. 

Soient  maintenant  /'i,  /'o  deux  nombres  positifs  tels  que  l'on  ait 

H</-,</</-3<R'; 

on  peut  donner  au  nombre  n  une  valeur  telle  que 


V  -    rt 


soit  plus  petit  que  cliacun  des  deux  nombres 
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il  en  résultera 


D'ailleurs,  en  faisant 


OD 

1 


v=n 


l 


V  =  /l 


n  -\ 


lA-^,^ 


<  AT-^ 


>  A,;;  — A^, 


V=0 


^  Ajj  =::  Ajjt, 


v  =  /l 


elen  supposant  que  la  variable  x  ait  une  valeur  dont  le  module 
soit  égal  à  r,  on  aura 


—    «  —  <D 


i»=-i 


-t-ao 

2 


|i=-i 

-f.» 


a;j;j* 


î"  s  (0 


ji=o 


J1=0 


Cl  par  conséqueut 


La  séri 


i 


V---* 


x:,j-^ 


ik 


r, 


r  —  r,        /•*  —  /• 


sene 


^a; 


a-^ 


converjçe  donc  inconditionnellement,  et,  puisque 


n  -  I 


yi>,(x)=.yA;.r;', 


V  =  0 


il  en  est  de  même  de  la  série 


l 


A.,./-v 


riEMIESE  MBTIC 


et.  ynr  cda^^tfatmt. 

fa'utfoe  mBo,  pocr  toote  «alcnr  déterauBte  Jg  j  Jnt  Ir  — AJg 
rotomprû  enlreR  etR',  on  peut détemMaer les ■OMJgMjytttri 
de  (a<;Mi  à  ulûTarre  aux  condilHioa  précédentesT  et  ^ac  Ta*  peat 
prendre  it  assez  petJl  pour  que 

'  /■ —  r,        /-, —  /■  / 

»oit  plu*  petit  (jo'uDC  quantité  donnée,  il  résulte  de  ce  qm  pafccde 
que,  soDi  la  condition 

«<|j:t<R', 
la  série 

converge  et  que  l'on  a 


C'est  ce  qui  avait  été  annoncé. 
Soit,  maintenant, 


.=i/... 


une  série  quelconque  ayant  ta  propriété  dont  il  a  été  question  i  la 
fin  du  n"  1  et  soit  A'  une  des  portions  doni  m  compose,  comm 
il  a  été  siip()Osé,  la  région  de  convergence  de  celto  série. 

Soit  (T|  un  point  choisi  arbitrairement  dans  A'  et  limitons  l>« 
riablcxau  domaine  du  point  a^',  non  seulement  les  fonclM 
mais  f'nrorf ,  rn  Vfrlu  du  lemme  précédent,  leur  SOID 


MÉLANGES.  165 

s^exprîmer  au  mo^en  d'une  série  procédant  suivant  les  puissances 
entières  et  positives  de  x  —  a^;  ']e  représenterai  cette  série  par 

«(07  —  0:0), 

et  l'appellerai,  d'après  la  notation  introduite  par  moi  dans  mes  Le- 
çons sur  la  théorie  des  fonctions  analytiques,  un  élément  de  la  fonc- 
tion F(x). 

Si  maintenant  on  prend  dans  le  domaine  de  ao  un  second 
point  a^y  et  si  ï|  (x  —  ai)  est  l'élément  de  F(x)  correspondant  à 
ce  point,  on  a  pour  les  valeurs  de  x  communes  aux  domaines  de  a 
et  de  a^ 

9^(x  —  a^)  ^9^{x  —  ao), 

où 

n'(^-^o)  = ^, > 

cl  il  faut  que  le  coefficient  de  (x  —  aiY  dans  9i(x  —  ai)  ait  la 
même  valeur  que  le  coefficient  correspondant  dans  le  développe- 
ment de  9q(x  —  «o)»  suivant  les  puissances  de  a:  —  «i  (*  ). 

Soit  a  un  point  quelconque  de  A',  on  peut,  entre  a©  et  a,  for- 
mer une  suite  de  points  a^ ,  a^,  . . . ,  a„  tels  que  ai  soit  dans  le  do- 
maine de  ^0,  ^2  dans  le  domaine  de  ^i,  . . . ,  et  finalement  a  dans 
le  domaine  de  a,,. 


(•)  Je  remarque  ici  que,  d'après  le  théorème  du  numéro  précédent,  le  coeffi- 
rient  de  (x  —  a^)''^  est 


V  =  o 


«n  sorte  que,  dans  A',  la  fonction  F  (a?)  a  des  dérivées  de  tout  ordre,  el  que  l'on  a 


1 


d3^  ^d      dx"^ 


V    -  o 


lie  aisé  de  démontrer  que  la  série  du  second  membre  converge  uni- 

de  chaque  point  de  A'  et  qu'elle  a  ainsi  la  même  pro- 
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Eo  désignant  par  9^{x  —  /î,),  ^^(x — a^t ♦•<Jr — ««)* 

9(x  —  a)  les  éléments  de  la  fonction  correspaDdant  aex  points 

/7,.  ajy  •  •  "f  ^aj  ^9  ^^  aura 


îi=» 


La  connexion  qui  existe  entre  les  différents  éléments  de  la 
fonction  considérée  dans  la  région  A'  est  donc  telle  que  Ton  peut 
déduire  de  chaque  élément  donné  chacun  des  autres  éléments  par 
un  calcul  déterminé  :  en  sorte  que,  dans  cette  région,  la  fonction 
est  complètement  déterminée  si  Ton  connaît  un  de  ses  éléments. 

Il  peut  se  faire  que,  lorsque  le  point  a  s'approche  da  contour 
qui  limite  A',  la  région  de  convergence  de  la  série  9{x  —  a)  dépasse 
A^  Dans  ce  cas  (qui  est  le  cas  ordinaire),  il  existe  une  infinité  de 
de  séries  V(x  —  a')  que  Ton  peut  déduire  de  ^t(x  —  a^)  par  le 
procédé  qui  a  été  décrit  précédemment,  et  dont  la  région  de  con- 
vergence est,  en  totalité  ou  en  partie,  extérieure  à  A',  et  il  peut 
arriver  que,  de  ces  dernières  séries,  on  puisse  en  déduire  d'autres 
dont  la  région  de  convergence  contienne  encore  des  points  de  A', 
mais  qui,  pour  ces  points,  fournissent  d'autres  valeurs  que  F(-r); 
toutes  ces  séries  constituent  des  continuations  de  la  fonction  défi- 
nie tout  d'abord  pour  tous  les  points  à  Tinlérieur  de  A'  parla  série 

donnée  \  y»(x);  elles  sont  toutes,  d'après  la  terminologie  intro- 

v  =  0 

duitc  dans  mes  Leçons,  des  éléments  d\mc  fonction  analytique 
monogène,  qui  peut  être  uniforme  ou  multiforme,  mais  qui  esl 
complètement  définie  quand  on  donne  un  de  ses  éléments* 

Si  la  région  de  convergence  de  la  série  ^{x  —  à)  est 
quel  que  soit  r/,  contenue  dans  A',  il  est  impossible 
en  dehors  des  limites  i\v.  la  région  A'  la  fonction 
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F(j:)  définit  à  rintérieur  de  cette  région.  Dans  ce  cas,  qui  se  ren- 
contre effectivement,  ainsi  qu'on  le  montrera  bientôt;  la  série  re- 
présente complètement,  en  limitant  les  valeurs  de  x  k  celles  qui 
appartiennent  à  la  région  A',  une  fonction  uniforme  monogène. 

Ainsi,  par  toutes  les  explications  qui  précèdent,  se  trouve  jus- 
tifiée la  proposition  énoncée  à  la  fin  du  n°  1. 

Une  question  importante  pour  la  théorie  des  fonctions  se  pose 
maintenant. 

Dans  le  cas  où  la  région  de  convergence  de  la  série  considérée 
se  compose  de  plusieurs  portions  A{,  A2,  . . . ,  il  est  possible  que 
la  série  représente,  dans  ces  différentes  portions,  des  branches 
d^une  même  fonction  monogène;  mais  nous  avons  à  nous  poser 
cette  question  :  cela  arrive-t-il  dans  tous  les  cas?  Si  nous  arrivons 
à  une  réponse  négative  (à  laquelle  nous  arriverons  en  réalité),  il 
sera  prouvé  que  le  concept  cf  une  fonction  monogène  dun  argu- 
ment complexe  et  le  concept  dune  dépendance  exprimable  par 
une  suite  d opérations  arithmétiques  ne  se  rencouvrent  pas  en- 
tièrement. De  la  résulte  encore  que  plusieurs  des  plus  importants 
théorèmes  de  la  nouvelle  théorie  des  fonctions  ne  peuvent  être 
toujours  appliqués  'aux  expressions  qui,  au  sens  de  Tancienne 
analyse  (Euler,  Lagrange,  etc.),  sont  des  fonctions  d'une  variable 
complexe  ('). 


(•)  I^  coDirairc  a  clé  énoncé  par  Hiemann  {GruntUagen  fiir  die  aligerneine 
Théorie  der  Functionen  einer  complexen  Grossef  §  10,  à  la  lin).  Je  remarque  à  ce 
propos  qu*uDe  fonction  d'une  variable  complexe,  telle  que  Hiemann  la  définit,  est 
toujours  une  fonction  monopène. 

(')  Soient,  par  exemple,  deux  expressions 

00  oc 

delà  nature  de  celles  qui  nous  occupent,  et  supposons  qu'on  ait  pi'ouvé  que,  dans 
Ve  Totsinaf^e  d'un  point  appartenant  à  la  région  de  convergence  commune  aux 
dfux  séries,  il  existe  une  infinité  de  valeurs  de  x  qui  rendent  éfjales  les  deux  ex- 
pressions; il  sera  prouvé  par  là  même  que,  à  l'intérieur  d'une  région  déterminée 
et  continiie,  régalitc 


conclure  que  cette  égalité  soit  vraie  pour  tous  lc«* 
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J^ai  trouvé  il  }'  a  longtemps,  et  j'ai  montré  dans  mes  Leçons  que 
la  série  déjà  citée 


«0 


dont  la  région  de  convergence,  se  compose  de  deux  morceaux,  re- 
présente deux  fonctions  monogènes  différentes,  et  qu'elle  repré- 
sente chacune  déciles  complètement. 

Si,  en  effet,  x^  est  une  valeur  quelconque  de  x  dont  le  module 
soit  égal  à  I,  on  peut,  en  faisant  usage  de  théorèmes  qui  appar- 
tiennent à  la  théorie  de  la  transformation  linéaire  des  fonctions  d- 
elliptiques,  montrer  que,  parmi  les  valeurs  de  JC  dont  le  module  est 
inférieur  à  i,  comme  aussi  parmi  celles  dont  le  module  est  supé- 
rieur, on  peut  trouver,  dans  une  aire  aussi  petite  qu^on  le  veut 
entourant  le  point  Xo,  des  points  tels  que  le  module  de  F(x)  dé- 
passe toute  quantité  donnée.  Ceci  montre  directement  que  la  série 
considérée  représente  dans  chacune  des  deux  portions  dont  se 
compose  sa  région  de  convergence  une  fonction  qui  ne  peut  pas 
être  continuée  au  delà  des  limites  de  cette  portion. 

Cependant,  quoique  l'exemple  cité  puisse  déjà  servir  de  réponse 
à  la  question  posée,  il  reste  toutefois  encore  un  point  à  éclaircir. 

Les  deux  fonctions  définies  par  la  série  considérée  ont  entre 
elles  une  relation  très  simple, 

On  pouvait  donc  se  demander  si,  dans  le  cas  où  une  expression 
arithmétique  F  (a:),  dans  les  différentes  parties  de  sa  région  de 
convergence,  représente  des  fonctions  monogènes  différentes  de  la 
variable  Xy  il  n'existe  pas  entre  ces  fonctions  une  connexion  né- 
cessaire qui  permette  de  déduire  des  propriétés  de  Tune  d'entre 
elles  les  propriétés  des  autres.  S'il  en  était  ainsi,  il  conviendrait 
d'élargir  le  concept  d'une  fonction  monogène. 

Pour  lever  toute  espèce  de  doute  sur  ce  point,  je  me  suis  pro- 


points appartenant  à  la  région  commune  de  convergence,  tant  qu'on  n'a  pas  prouvé 
que  les  deux  expressions  sont,  dans  cette  région,  des  fonctions  monogénes. 
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déterminée  différente  de  zéro  est 

1   V'  /  I I         \  u   V»  1 

lia  ^{  U  —  2v'w'  v'w'        'I        (\^'^  Z^  I      v'di'        \* 

\         2Cii  (li  /  "      \  (I)  / 

— I   cot-; ir  -^  COt Tt  H ,    ,    I    \    I  ; 


donc 


,^  TC  WK  1t     V^    /  /<  —  2v'w  v'o)       \ 

d»  (  M,  O),  (1)'  )  =  cot 1 >     (  cot 1C  -h  cot TC  I 

2  Cl)  to  2  (I)  ^^    \  2  ti)  ***        / 

V 

OU  encore,  si,  n  désignant  un  nombre  entier  positif,  on  pose 


'^       0)  [i2"*"22^^*"     V  o)    7J 


i(M,0),  U)')  zn 1 cot 

(i>  2(1)  (1) 


7t  V^  /       U  —  2/1(1)'                M-f-a/iot)' '\ 
—   >  (  cot ir  -H  cot Tt  )  ; 

2(i)^\  2(0  2(0  / 


il  résulte  de  cette  équation  que  l'on  a 

<!/(M  4-  2(0,  («,  (o')  =  ^  (u,  (O,  (o')  -f-  27). 

Si  l'on  observe  maintenant  que  '}(^/,  w,  co')  est  une  fonction  im- 
paire de  M,  qui  n'est  pas  infinie  quand  on  y  fait  u=  —  w',  l'éga- 
lilé  précédente,  où  l'on  fait  u=  —  (o,  donne 

^i^'Kw,  (o,  co'). 

En  faisant  w  =  co',  dans  l'équation  qui  donne  la  dernière  forme 

^^'){u,  (.),  w'),  on  obtient 

*"''i'(w,(o,  10')  — 0)^(0)',  0),  tx)') 


û         eu 

cot 

2  (o 


h  -    >        col  ^ ^—  TT  —  cot  ^ — -1—  TT      ; 

w  2  ^  L  ^  ^'^  2  (O  I  ' 
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a  une  valeur  finie,  si,  dans  la  soramalion,  on  laisse  de  côté  le  terme 
qui  provient  de  la  supposition  v  =  o,  v'=o.  Il  en  résulte,  ainsi 
que  je  Tai  montré  dans  le  n°  2  de  mon  Mémoire  sur  les  fonctions 
uniformes,  que  la  série 

-  4-  V  r  '  /  il   -      Y] 

M      j^  \_i^  —  avto  —  3v'w' \2vto  4- av'w'y  J' 

qui  conserve  la  même  valeur,  quel  que  soit  Tordre  dans  lequel  on 
range  ses  termes,  définit  une  fonction  analytique  uniforme  de  la 
variable  //,  avec  le  seul  point  singulier  essentiel  oo  ;  je  la  représen- 
terai par 

à  Taide  des  équations  connues 

COtMltrz: -H-  \    ( H-)> 

f  /         ^   \U  —  V         V  / 

V 

irCcotMi:  —  cotaTc)  =:  \    ( |, 

^  \//  —  V        a  —  v/ 

V 

où  a  désigne  un  nombre  non  entier, 

\smw7r/        ^\w  —  v/  3        ^  v* 

On  peut  transformer  comme  il  suit  Texpression  de  •}(//,  w,  co'). 
On  a 


^  N        ^   L//  —  2v(o  —  2v'cu 


- 1 

-2V'(«>')*J 


2  Vdi  -H  2  V  (li  (  2  va>  -f- 

La  somme  de  tous  les  termes  de  cette  série  pour  lesquels  V  est 
nul  est 


L        '   \ïït;~''     /J 


—  col 1 //; 

2  Ctj  2  (U  I  2  tu' 


puis  la  somme  de  tous  les  termes  pour  lesquels  v'  a  une  valeur 
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déterminée  difTérente  de  zéro  est 


\  b>  J^  I    U 


V V 


-V 


2b>  (li 


2b)  I  •   20>  o>  /      ,    .    «/>'W     \    1' 

donc 

TC  Mit  ir    V^V  //  —  2v'(ii'  v'd)'     \ 

d»(i/,o),a)')  = COt 1 >    (col IC-hCOt TC  ) 

20)  tu  lUi  j^   \  20)  O)        / 

[M-(^'-)]ë- 

ou  encore,  si,  n  désignant  un  nombre  entier  positif,  on  pose 

0)1^12         2^  \0)        /]' 


i{M,  O),  O)')  =r 1 COt 

^  ^  '  O)  20)  0) 


7t    V^  /  M  —  2/10)'  M4-2/10)'     \ 

—   >  (  COt ir  -f-  COt Tc  I  ; 

10)^\  20)  20)  /' 


2 


il  résulte  de  cette  équation  que  Ton  a 

<}/ (m  -h  2  0),  Oi,  O)')  IZHj;  (  W,  O),  O)')  -h  27). 

Si  l'on  observe  maintenant  que  '}(//,  w,  w')  est  une  fonction  im- 
paire de  w,  qui  n'est  pas  infinie  quand  on  y  fait  w  =  —  iù\  l'éga- 
lité précédente,  où  l'on  fait  w  =  —  (o,  donne 

"n  =:<Ko),0),  0)'). 

En  faisant  u  =  to',  dans  l'équation  qui  donne  la  dernière  forme 
de  i{fi',  O),  to'),  on  obtient 

to'^  (o),  0),  0)') O)^  (o)',  O),  0)') 

71  O)'?:        T^V^r         (^'* — 0**>'  (2/J  -h  i)a)'    "1 

= COt h  -   >     col  ^^ —  7:  —  col  ^ —  7:    ; 

2  O)         2  ^^  L  ^  ^"^  '^  **^ 


il  ^  1 
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mais  on  a,  en  désignant  par  m  un  entier  positif  quelconque. 


m 


TT  (o'tt        tcV/        (2/1 — l)w  )  (  2 /l -h  I  )  Cil'    \ 

-  cet h-    >    1   COt^^ ^TT  — COt^^ ^^—^ ICI 

2  CO  2  ^j  \  2Cii  20)  / 

n  =  l 


it         (2/n-Hl)a>' 
=: cet  ^ — 1:  : 

2  20) 

la  quantité 

O)'^  (O),  0),  Ot)')  (1)^  (O)',  O),  Ot)') 

est  donc  égale  à  la  limite  de 


ic         (2/?H-l)a)'  c 
cet  -^ —  ic  z^  - 

2  20) 


tt»H-l)*»'« 

(tm+lKic 

e      -' 

^-c 

«t( 

• 

(tm-t-l»«'ie 

(fm-+-l)«i'« 

a' 

e     -' 

—  e 

«fil 

pour  m  =  00  ;  cette  limite  est 


—      ou > 

2  2 


co' 


suivant  que  la  partie  réelle  de  — .  est  positive  ou  négative. 


(i>£ 


Si  Ton  se  reporte  à  l'expression  primitive  de  ^(^/,  w,  w'),  on 
voit  qu'elle  ne  change  pas  quand  on  y  remplace  v  par  V  et  v'  par 
—  v;  il  en  résulte  que  Ton  a 

^  {u,  Cl),  (I)')  =  4/  (m,  Cl)',  —  Cl))  ; 
on  a  donc 

(u'(|;  (ci),  eu,  Cl)')  —  ti)^  (cii',  co',  —  Cl))  =  db  —  > 

Cl)' 

suivant  que  la  partie  réelle  de  — ;  est  positive  ou  négative. 
On  a  encore,  en  désignant  par  c  une  quantité  arbitraire, 

4'(w,  CD,  Cl)')  =:  C^(Ciij  CCI),  CCI)'); 

d'où,  en  prenant  c==  — > 

4;(co,U),Ci)')=:^^^(l,  I,^); 

Cl)         \  Cl)    / 

de  même, 

.{.  (co',  o)',  -  CD)  =  -^  4.  (  I ,  I ,  -  ~); 

0)       \  CO  y 
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on  en  conclut 

—.4^(1,1,— )-^-7^^(l,I, ^)=:±-, 


et  si  Ton  pose 


0' 

— .  =  x, 

coi 


X  étant  une  variable  complexe,  susceptible  de  prendre  toutes  les 
valeurs  dont  la  partie  réelle  n'est  pas  nulle;  si  Ton  fait  en  outre 

on  aura  une  série 

v(x)=-(j7H-a?-*)  -4--\     \' ; rr-, ' ; — ttl 

^^      '         TZ^  '  T^J^W}  —  2V — av'd7i)  (2V-f-lv'j7£)* 


'a-»iyj 


(l  —  2V  —  2v'd7-*|)(2v-h  2V 

dont  les  termes  sont  tous  des  fonctions  rationnelles  de  x  p.t  qui 
aura  la  valeur 

-4-1     ou     —  I , 

selon  que  la  partie  réelle  de  x  sera  positive  ou  négative. 

Si,  maintenant,  dans  le  plan  de  la  variable  Xy  on  prend  une  ré- 
gion X,  à  distance  finie,  telle  aussi  que,  ni  à  Tintérieur,  ni  sur  le 
contour,  la  partie  réelle  de  x  ne  soit  nulle,  on  peut  montrer  que 
la  série  précédente  converge  à  l'intérieur  de  cette  région  incondi- 
tionnellement et  uniformément. 
Posons 

en  sorte  que 

<Ki,  i,xi)=:i  4-  \  7 — ^— •; 


v.v 


sî  l'on  désigne  par  k  la  plus  petite  valeur  que  puisse  prendre  le 
module  de  la  quantité 

les  variables  s,  s',  i,  $'  étant  réelles,  les  deux  premières  satisfai- 
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sant  à  la  condition 

et  le  point  Ç  -f-  Ç't  étant  situé  à  Tintérieur  ou  sur  le  contour  de  X, 
k  ne  sera  pas  nul  et  Ton  aura 


w  I  ^2Arv/v«-4-v'*, 


pour  tout  point  x  qui  n^est  pas  en  dehors  de  la  région  X;  mais, 
pour  tout  nombre  entier  v,  on  a 


(2v  —  l)«>V*,       (2v  —  l)»4-  4 


t  _.         ^.  Jt    >  Vil  _J_   Jl 


V  *  _  V  -4-  V 


1 


et  par  conséquent 


(i  —  «')  iV* 


<(v'-f-v^*) 


'2\     î 


Chaque  terme  de  la  série  qui  représente  ^(i,  i,  xi)  a  donc  un 
module  inférieur  ou  au  plus  égal  au  terme  correspondant  de  la 
série 

3 


VI  (v*-l- v" 

L      4F 


V,  V 


dont  la  somme  est  finie  :  il  est  donc  f)rouvé  que  la  première  série, 
pour  les  valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  la  région  X,  converge 
inconditionnellement  et  uniformément. 

Mais,  si  la  variable  x  reste  dans  X,  la  variable  -  restera  dans 

X 

une  région  où,  tant  à  l'intérieur  que  sur  le  contour,  la  partie  réelle 
de  —  ne  peut  être  nulle.  Par  conséquent,  pour  le  domaine  consi- 

X 

déré  de  la  variable  x^  l'expression  ^  (  i ,  i  >  —  )  converge  aussi  uni- 
formément et  inconditionnellement  :  il  en  est  donc  de  même  delà 
série  '/,(^)- 

On  peut  encore  remarquer  que,  puisque  la  série  A(i,  i^xi) 
converge  uniformément,  on  peut  y  réunir  on  un  seul  les  deux 
termes  pour  lesquels,  v  ayant  la  même  valeur,  v'  a  des  valeurs  op- 
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posées;  on  aura  donc  ainsi,  en  désignant  par  n  un  entier  positif, 

—     V      '         *  V  r  (6v~-i)/i'j?»— (2v  — i)v'  1 


/i.V 


Les  termes  de  cette  série  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x^  à 
coeflicients  rationnels  et  qui  ne  deviennent  infinis  que  pour  des 
valeurs  de  x  dont  la  partie  réelle  soit  nulle.  On  peut  mettre  y^{x) 
sous  la  forme  d'une  somme  semblable. 

5.  Soit  maintenant  x!  une  fonction  rationnelle  quelconque  de 
x^  et  posons 

Xi('^)=X('^')î 

yi(-r)  sera  encore  une  somme  d'une  infinité  de  fonctions  ration- 
nelles de  la  variable  x.  Dans  le  plan  de  cette  dernière  quantité, 
les  valeurs  pour  lesquelles  la  partie  réelle  de  a^  s'annule  sont  re- 
présentées par  une  courbe  algébrique  réelle  qui  partage  le  plan  en 
plusieurs  morceaux,  tels  que  dans  les  uns  la  partie  réelle  de  j/  soit 
positive  et  qu'elle  soit  négative  dans  les  autres.  Dans  les  premiers 
'/^\{x)  a  partout  la  valeur  -|-  i,  dans  les  autres  la  valeur  —  1 . 
Que  l'on  prenne,  par  exemple, 

x'  z=z  \^ 

où  a,  ^,  Y,  0  désignent  des  constantes  telles  que  a5  —  jiy  ne  soit  pas 
nul,  cette  courbe  sera,  comme  on  sait,  toujours  un  cercle  (pourvu 
que  l'on  regarde  une  droite  illimitée  comme  un  cercle  de  rayon 
infini),  et  Ton  peut  déterminer  a,  ^,  y,  8  de  façon  que  ce  cercle 
soil  un  cercle  donné  et  que  la  partie  réelle  de  x'  ait,  en  un  point 
donné,  un  signe  donné. 

Soient  maintenant  F<(j:),  F2(j:')  deux  fonctions  uniformes  de  x 
avec  un  nombre  fini  de  points  singuliers  ;  si  Ton  fait 

.  F,(.r)4-F,(.r)        ^  F.  (.r)  -  F,(.r) 
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l'expression 

peut  être  mise  sous  la  forme  d^une  série  infinie  dont  les  termes 
soient  des  fonctions  rationnelles  de  x  et  représente  la  fonction 
F|  i^x)  dans  Tune  des  deux  régions  que  le  cercle  détermine  dans 
le  plan  des  x^  et  la  fonction  F2(^)  dans  l'autre  région. 

Si,  dans  ce  même  plan  de  la  variable  x,  on  prend  arbitraire- 
ment des  cercles  ou  des  droites  illimitées 

et  que  Ton  détermine  r  fonctions  linéaires  de  x 

telles  que  la  partie  réelle  de  x^^^  s'^annule  sur  la  ligne  YJ^\  le  plan 
sera  partagé  par  les  lignes  en  un  certain   nombre  de  portions 
telles  que,  dans  chacune  d'elles,  la  partie  réelle  d'une  quelconque 
des  fonctions  x^^^  ait  partout  le  même  signe. 
Soient  ensuite 

des  fonctions  uniformes  de  x  avec  un  nombre  fini  de  points  singu- 
liers essentiels,  et  posons 

y>(^)  =  x[-2^^^^]    (X  =  i,...,r); 
l'expression 

É^{x)  -f-  5'i(^)  xi  (^)  4-  ^t(^)  XîC*^)  -+-..-+-  ^A^)xAx) 

pourra  être  mise  sous  la  forme  d'une  série  infinie  dont  les  termes 
soient  des  fonctions  rationnelles  de  x^  et  cette  série  aura  cette  pro- 
priété que,  à  l'intérieur  de  chacune  des  portions  dans  lesquelles 
nous  avons  divisé  le  plan,  elle  représentera,  il  est  vrai,  une  branche 
d'une  fonction  monogène,  mais  dans  chaque  portion  différente,  une 
branche  d'une  fonction  différente. 

Si,  par  exemple,  K',  K'',  . . . ,  K^''^  sont  des  cercles  dont  aucun 
n'en  renferme  un  autre,  le  plan  se  trouvera  ainsi  partagé  en  /•  4-  i 
portions,  et  si  la  fonction   ^^^^  est  délerminée  de    façon  que  sa 


MÉLANGES.  177 

partie  réelle  soit  positive  au  centre  de  K^^  (  *  ),  Texpression 

r 

F^,(a:)  +  i^[H-Xi(x)][Fi(.T)-F^,(^)], 

qui  est  de  la  même  forme  que  la  précédente,  si  Fj  (x)^  ¥2(0:),  . . . , 
Fr^i  (x)  désignent  des  fonctions  uniformes  à  nombre  fini  de  points 
singuliers  essentiels,  représente  une  série  de  la  nature  de  celles 
qui  nous  occupent  ;  car  si  x  est  à  Tintérieur  du  cercle  limité  par 
K^^^  elle  est  égale  à  F\(x),  et  lorsque  x  est  extérieur  à  tous  les 
cercles,  elle  est  égale  à  Fr^^(x);  elle  représente  donc,  dans  cha- 
cune des  r  -h  I  portions  qui  composent  le  plan,  une  branche  d'une 
fonction  uniforme  à  nombre  fini  de  points  singuliers,  choisie  d'ail- 
leurs d'une  façon  tout  arbitraire. 

On  obtient  un  autre  exemple  en  supposant  que  les  cercles  K', 
R',  . . . ,  K^''^  aient  été  pris  de  façon  que  les  r  —  i  premiers  soient 
contenus  dans  le  dernier;  le  plan  est  encore  ainsi  divisé  en  r-h  1 
portions.  L'expression 

r 


K=i 


est  égale  dans  ces  différentes  portions  aux  fonctions 

F,(a7),     F,(x),     ...,     FrM^) 

(un  cas  particulier  est  celui  où  l'on  prend  au  lieu  des  r  cercles 
r  droites  parallèles). 

Si  maintenant  on  exclut  du  plan  de  la  variable  x  toutes  les  va- 
leurs négatives  (y  compris  zéro),  il  existe,  comme  on  sait,  des 
séries  infinies,  formées  de  fonctions  rationnelles  de  x,  qui  repré- 
sentent des  branches  uniformes  (2)  de  certaines  fonctions  multl- 

(')  Si  r^  est  le  rayon  du  cercle  K^^^  et  a-^  la  valeur  de  x  au  centre,  on  peut  poser 

(')  Voyez,  dans  les  Tomes  G6  et  67  du  Journal  de  DorcharcLt,  les  Mémoires  de 
*!•  Thomé  sur  les  fractions  continues  de  Gauss  et  les  séries  procédant  suivant 
'es  fondions  sphériques. 
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formes  comme  log^,  x^  (où  m  est  une  constante  quelconque)  et 
qui  convergent  uniformément  dans  le  voisinage  de  tout  point  autre 
que  les  points  exclus.  Or  on  peut  prendre  dans  l'expression 

Fo  (  J-)  -^  F,  {X)  X,  {X)  -h  ...  H-  Vr{x)  Xr{x), 

pour  Fo(j:'),  F^(x),  . . .,  Fr(x),  des  fonctions  de  cette  dernière 
espèce;  dans  ce  cas  nous  aurons  une  série  infinie,  dont  les  termes 
sont  des  fonctions  rationnelles  de  x^  et  qui  représente,  dans  chacune 
des  portions  dans  lesquelles  se  divise  le  plan  de  la  variable  x  par 
les  lignes  K^^  et  la  droite  des  valeurs  négatives  de  x,  une  branche 
uniforme  d'une  fonction  monogène  multiforme,  mais  en  général, 
dans  des  portions  différentes,"  des  branches  de  fonctions  diffé- 
rentes. 

Ces  exemples  suffisent  pour  répondre  comme  il  suit  à  la  ques- 
tion posée  à  la  fin  du  n**  3. 

Si  la  région  de  convergence  d'une  série,  dont  les  termes  sont 
des  fonctions  rationnelles  d'une  variable  Xy  peut  être  partagée  en 
portions  telles  que  la  série  converge  uniformément  dans  le  voisi- 
nage de  chaque  point  situé  dans  l'intérieur  de  ces  morceaux,  cette 
série  représente  dans  chacun  de  ces  morceaux  une  branche  uni- 
forme d'une  fonction  monogène  de  x^  mais  elle  ne  représente  pas 
nécessairement  une  même  fonction  dans  les  différents  morceaux. 

6.  Dans  mes  Leçons  sur  les  éléments  de  la  théorie  des  fonctions, 
j'ai  mis  en  évidence,  dès  le  début,  deux  théorèmes  qui  ne  s'accor- 
dent point  avec  les  vues  ordinaires,  à  savoir  que  : 

I.  —  Si  une  fonction  dUine  variable  réelle  est  continue,  on  ne 
peut  pas  en  conclure  que,  pour  les  disperses  valeurs  de  la  va- 
riable,  elle  ait  une  dérivée  déterminée  ;  encore  moins  peut- 
on  en  conclure  qu^elle  possède  toujours  une  dérivée  continue, 
au  moins  dans  des  intervalles  définis, 

II.  —  Si  une  fonction  dUme  variable  complexe  est  définie 
pour  une  certaine  région  de  cette  dernière,  il  n^ est  pas  toujours 
possible  de  la  continuer  au  delà  des  limites  de  cette  région  : 
en  d\iutre^  termes,  il  existe  des  fonctions  monogènes  dune 
variable  ayant  cette  propriété,  que  les  points  du  plan  de  la 
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variable,  pour  lesquels  elle  ne  peut  être  définie,  ne  sont  pus 
seulement  des  points  isolés,  mais  forment  des  lignes  et  des  sur- 
faces. 

Comme  il  a  été  question,  dans  ce  qui  précède,  de  fonctions 
d'une  variable  complexe  qui  jouissent  de  cette  dernière  propriété, 
je  profite  de  cette  occasion  pour  indiquer  un  exemple  facile  à 
traiter  d'une  telle  fonction. 

Supposons  que  le  rayon  du  cercle  de  convergence  d^une  série 
ordinaire  procédant  suivant  les  puissances  entières  de  x 

w  =  0 

soit  égal  à  ly  et  que  la  série  converge  inconditionnellement  et  uni- 
formément pour  toutes  les  valeurs  de  x  dont  le  module  est  égal 
à  I,  en  sorte  que,  t  désignant  une  variable  réelle,  la  série 

soit  une  fonction  continue  de  t. 

Dans  l'intérieur  du  cercle  de  convergence,  prenons  arbitraire- 
ment un  point  Xq  et  transformons  la  série  donnée  en  une  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  de  x  —  Xq,  ^£(x  —  Xq).  Si  Tq  est 
le  module  de  Xq,  le  rayon  de  convergence  de  la  série  ^^(x  —  Xq)  ne 
peut  pas  être  inférieur  à  1  —  /q,  mais  peut  lui  être  supérieur.  Si 
l  on  se  trouve  dans  le  dernier  cas,  une  partie  de  la  circonfcrencc 
du  cercle  de  convergence  de  la  série  donnée  est  située  à  Tinlérieur 
du  cercle  de  convergence  de  9(x  —  Xq),  et  si  l'on  pose 

''0 

pour  toutes  les  valeurs  de  t  comprises  entre  deux  limites  détermi- 
nées (q  —  T,  to-\-  T,  ou  aura  Tégalilé 


i 


\,c'''~^i(xt—u\^: 
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maintenant 9[x  —  Xo)^  regardée  comme  une  fonction  de x,  admet 
des  dérivées  de  tous  les  ordres  possibles  ;  il  en  est  de  même  pour 
la  série  9(xt — ^o)  regardée  comme  une  fonction  de  /,  pour  les 
valeurs  de  cette  variable  comprises  entre  to  —  t  et  ^o  -H  '^'  H  en 
résulte  que  si,  dans  un  cas  particulier,  on  peut  démontrer  que  la 
fonction 

«D 

v  =  0 

ne  possède  dans  aucun  intervalle  des  dérivées  de  tous  les  ordres 
possibles,  il  faudra  en  conclure  que  le  cercle  de  convergence  de  la 
série  9(^x  —  Xq)',  et  cela  de  quelque  façon  que  l'on  choisisse  le 
point  j?oi  es^  toujours  tout  entier  à  Tintérieur  du  cercle  de  con- 
vergence de  la  série  donnée,  et  que  la  fonction  représentée  par 
cette  série  ne  peut  pas  être  continuée  au  delà  de  ce  cercle  de  con- 
vergence. 

Soit  maintenant  a  un  nombre  entier  positif  impair,  b  une  quan- 
tité positive  plus  petite  que  i  et  soit  o^  =  a*  :  la  série 


OD 

y  b^x' 


v  =  0 


satisfait  aux  conditions  précédemment  imposées,  mais  j'ai  démon- 
tré que  la  fonction 


\  b^cosa^t, 

v-srO 


tant  que  l'on  a  «6  >  i  4-  |  it,  n'a,  pour  aucune  valeur  de  t,  de  quo- 
tient différentiel  déterminé  (  *  ).  La  fonction  définie  par  la  série 


v  =  0 


est  donc,  si  ab  est  inférieur  à  i  -f-  f  "t^?  une  fonction  qui  ne  peut  pas 
être  continuée  au  delà  du  cercle  de  convergence  de  la  série,  et  elle 


(*)  Celte  démonslratiun,  que  j'avais  communiquée  par  lettre  à  M.  P.  du  Bois- 
Keymond,  a  été  publiée  par  lui  dans  le  Tome  79  du  Journal  de  Borchardt. 
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n*exisle  que  pour  les  valeurs  de  x  dont  le  module  ne  dépasse  pas 
Tunilé. 

Il  est  aise  de  construire  une  infinité  de  séries  ordonnées  suivant 
les  puissances  entières  et  positives  de  la  variable  qui  jouissent  de 
la  même  propriété  que  la  précédente,  et  même  de  démontrer  Texis- 
tence,  pour  une  région  arbitrairement  limitée,  de  fonctions  qui  ne 
peuvent  pas  être  continuées  au  delà  de  cette  région;  mais,  à  pré- 
sent, je  ne  veux  pas  m^arrêter  là-desêus. 

Pour  conclure,  je  ferai  encore  remarquer  que  des  formes  arith- 
métiques plus  composées,  à  Taide  desquelles  on  peut  exprimer  des 
fonctions  monogènes  d'une  ou  de  plusieurs  variables,  où  des 
branches  uniformes  de  telles  fonctions  donneraient  lieu  à  des  re- 
cherches analogues  à  celles  que  nous  avons  développées  pour  une 
forme  simple  et  conduiraient  à  des  résultats  pareils. 


M.  Weîerstrass  a  fait  la  communication  suivante  à  TAcadémie  des  Sciences 

de  Berlin  ('). 

Dans  un  Mémoire  présenté  à  TAcadémie  le  1 2  août,  et  intitulé 
ZurFunctionen-Lehre^^^x  formé  une  série  infinie,  dont  les  termes 
sont  des  fonctions  rationnelles  d'une  variable  Xj  et  qui  possède  la 
propriété  d'avoir  pour  valeur  -\~i  ou  — i,  selon  que  la  partie 
réelle  de  x  est  positive  ou  négative. 

Bien  que  cette  série  soit  assez  simple  par  elle-même  et  con- 
vienne fort  bien  pour  l'emploi  que  j'en  ai  fait,  —  elle  sert  à  la  dé- 
monstration du  ihéorème  principal  énoncé  au  n"*  5  du  Mémoire 
cité, —  sa  déduction  est  pourtant  un  peu  compliquée  etexige  la  con- 
naissance de  plusieurs  lemmes  empruntés  à  la  théorie  des  fonctions 
trigonomé triques.  Il  m'a  donc  été  fort  intéressant  d'apprendre  par 
une  lettre  de  M.  J.  Tannery,  professeur  suppléant  à  la  Faculté 
des  Sciences  de  Paris  (qui  a  été  aussi  le  traducteur  (2)  de  mon 
Mémoire  en  français),  qu'il  existe  d'autres  séries,  extrêmement 
simples,  de  la  même  forme  que  la  mienne,   qui  possèdent  aussi 


V)  MonaUbericht,  février  1881. 

(M  Qu'il  me  soit  permis  de  remercier  ici  rillustre  géomètre^  qui  a  bien  voulu 
Ptndre  la  peine  de  revoir  celte  traduction.  J.  T. 
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la  propriété  en  question  et  peuvent  non  seulement  servir  tout 
aussi  bien  pour  le  but  proposé,  mais  sont  encore  préférables  en 
ce  que  leur  déduction  et  la  démonstration  de  leur  propriété  carac- 
téristique ne  s'appuient  que  sur  des  lemmes  tout  à  fait  élémen- 
taires de  la  théorie  des  fonctions. 

Je  me  permets  d'emprunter  ce  qui  suit  à  la  lettre  de  M.  Tan- 
nery. 

«  Prenons  une  série  de  nombres  entiers  positifs 

^hi     Wi,     pift      ..., 
assujettis  à  la  condition 

n  =  se 

on  a  alors 

,.     i4-:r'«'*       (  -hi  si  I  X  I  <  I, 

Iim =  { 

,  —  j;/«»        I  —  i   SI  I  ^  I  >  1  ; 

mais  on  a 

I  -H  J7'''»  i-h  ^'"o        ^  r  I  -4-  j:r'«v        i  -+-  jr'«»-i  1 

I  —  X'"-  I  —  X"*»  ^  Ll  —  .r"»v  I  —  JT^'v-l   I 

v  =  l 


Par  conséquent,  si  Ton  pose 


2  Jj'^v-l  (d?"*v-'»*v-l  l) 


la  série  du  second  membre  de  cette  équation  sera  convergente 
pour  chaque  valeur  de  x  dont  le  module  est  différent  de  i  et  aura 
pour  valeur  -h  i  ou  —  i,  selon  que  le  module  de  x  sera  inférieur 
ou  supérieur  à  Tunité. 

»  Si  l'on  pose  dans  l'expression  précédente 

cette  expression  prend  une  forme  extrêmement  simple 

...  I-h  J7  2X  2 x*  2 ;r* 

'\f(x)  — 1 1 i h » 

I  —  X        x^  —  I        .r*  —  I        x^  —  I 
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A  ceci  j'ajouterai  encore  ce  qui  suit  : 

On  voit  facilement  que  la  série  de  M.  Tannery  converge  unifor- 
mément dans  le  voisinage  de  chaque  valeur  de  x  dont  le  module 
est  différent  de  i . 

Soit  de  plus  x'  une  fonction  rationnelle  de  x  ;  les  valeurs  de 
cette  dernière  quantité,  pour  lesquelles  les  valeurs  correspondantes 
de  x'  ont  un  module  égal  à  i ,  seront  représentées  dans  le  plan  de  x 
par  une  courbe  algébrique,  qui  partage  ce  plan  en  plusieurs  por- 
tions, de  manière  que,  dans  quelques-unes  d'enlre  elles,  le  mo- 
dule de  j/  sera  supérieur,  dans  les  autres  sera  inférieur  à  i . 

Aussi,  en  posant 

'/i{x)  représentera  une  expression  de  la  même  nature  que  celle 
désignée  de  la  même  manière  au  commencement  du  n"  5  de  mon 
Mémoire  cité.  Si  Ton  prend  en  particulier 

,         ï-^  X 

X'=: > 

1  —  X 

on  obtient  une  expression  qui,  à  Tégal  de  celle  que  j'ai  désignée 
par  '/{x),  a  pour  valeur  4-1  ou  — i,  selon  que  la  partie  réelle 
de  X  est  positive  ou  négalive. 


tm^^^t 


SUR  L'INFINITÉ  DE  LA  SUITE  DES  NOMBRES  PREMIERS  ; 

Par  m.  JOSEPH  PKROTT. 

Considérons  la  suite  des  nombres  naturels 

(i)  I,  9,,  3,   . . .,  N, 

el  désignons  par  le  symbole  0(]\)  le  nombre  qui  indique  combien 
il  va  de  nombres  dans  celte  suite  qui  ne  sont  divisibles  par  aucun 
carré;  nous  aurons 
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Pij  P2,  pzy  •  '  y  Pn  désignant  les  nombres  premiers  de  la  suite  (i). 
A  plus  forte  raison, 


9(N)>N^.-^|^^j^>N(a-J)>iN. 

Or,  tous  les  nombres  sans  facteur  quadratique  de  la  suite  (i) 
seront  nécessairement  de  la  forme 

P'i'P'iPz'  •  •  -i^ÎT    (^x=  0,1), 

et  ils  seront,  par  conséquent,  au  nombre  de  2". 
Donc 

2'»>iN, 
et 

N  >  /i  >  log  acoust  -x  N, 

ce  qui  prouve  que,  la  possibilité  de  continuer  la  suite  des  nombres 
naturels  persistant  toujours,  le  nombre  des  nombres  premiers  de 
cette  suite  pourra  devenir  aussi  grand  qu'on  voudra. 
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SEYDLER  (D'  A.)f  soukr.  docent  fysiky  na  C.  K.  Université  Karlo  -  Ferdi- 
nandské,  adjunkt  na  C.  K.  Hvëzdârnè  Praiské,  mimoradny  èlen  Krâl.  Ceské 
spolecnosti  nauk.  —  ZAkladové  tuboretigké  ftsiky.  Dit  prvnî.  Vseobkcny 

ÛVOD  A    MECHANIEA.    —   ThEORETICKÂ  MeCHAMKA   PRO    VYSOKB   §K0LT.  —  V 

Praze,  1880.  In-8®,  400  pages  (>). 

(Analyse  rédigée  par  l'auteur.) 

La  Mécanique  étant  la  science  du  mouv^ement  des  masses  causé 
fdirdcs  forces,  on  peut  étudier  séparément  : 

1*  Le  mouvement,  ce  qui  est  l'objet  de  la  Cinématique; 

1°  Les  masses  dans  leurs  relations  purement  géométriques,  1rs 
autres  relations  se  rapportant  à  d'autres  parties  de  la  Physique  gé- 
nérale ^  elles  font  Tobjet  de  la  Géométrie  des  masses; 

3®  Les  forces,  aussi  dans  leurs  relations  purement  géométriques, 
ce  qui  conduit  à  la  Géométrie  des  forces,  qu'il  ne  faut  pas  con- 
fondre avec  la  Statique,  comme  on  le  fait  ordinairement. 

Après  cette  triple  étude,  que  Ton  peut  considérer  comme  prépa- 
ratoire, on  peut  se  proposer,  deux  des  trois  éléments  étant  connus^ 
de  déterminer  le  troisième  :  par  exemple,  de  trouver  les  forces 
nécessaires  pour  imprimer  à  des  masses  données  un  mouvement 
donné.  L'étude  de  cette  question,  abstraction  faite  de  toute  parti- 
cularisation  des  masses  et  des  forces,  est  l'objet  de  la  Mécanique 
générale.  Cette  dernière,  par  des  raisons  plutôt  pratiques  et  histo- 
riques que  tirées  de  la  nature  du  sujet,  se  divise  en  : 

4**  Statique  ; 

5**  Dynamique  (ces  deux  mots  étant  pris  dans  leur  acception 
ordinaire). 

L'étude  des  forces  spéciales  fera  l'objet  des  deux  Volumes  sui- 
vants. On  peut  partager  ces  forces  en  deux  groupes  distincts  :  celui 


C)  ScTOLF.R  (A.),  privat-docent  de  Physique  à  FUniversité  I.  et  R.  de  Charles- 
Ferdinaoci,  adjoint  à  l'Observatoire  I.  et  R.  de  Prague,  membre  extraordinaire  de 
la  Société  royale  des  Sciences  de  Bohème.  —  Éléments  de  Physique  théorique. 
•"  Partie  :  Introduction  générale  et  Mécanique.  Mécanique  théorique  pour  les 
fioles  supérieures.  Prague,  1880. 

Bull.  de$  Sciences  mathêtn.,  -y.'  S«Tio,  t.  V.  (Mnî   iSSi.)  l3 
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des  forc<^s  nalui^ellcs,  comme  la  gravitation,  agissant  à  des  dis- 
tances quelconques,  et  celui  des  forces  agissant  seulement  à  des 
distances  très-petites  et  produisant  le  plus  souvent  des  mouvements 
vibratoires.  D'après  cela,  la  Physique  mécanique  comprendra,  outre? 
la  Mécanique  générale,  deux  autres  parties,  embrassant  l'une  les 
phénomènes  de  la  gravitation,  du  magnétisme,  de  l'électricité, 
l'autre  les  phénomènes  dus  aux  actions  intermoléculaires  dans  les 
masses,  lesquels  sont  surtout  des  phénomènes  vibratoires  (Acous- 
tique, Optique  et  théorie  de  la  chaleur).  L'auteur  considère  cette 
division  comme  la  plus  rationnelle,  malgré  les  objections  qu'elle 
peut  soulever,  la  Science  (s'il  est  permis  d'employer  cette  compa- 
raison) n'étant  pas  un  espace  à  une  dimension,  comme  Test  l'expo- 
sition qu'on  en  peut  faire,  mais  bien  un  espace  à  n  dimensions, 
n  étant  un  nombre  inconnu,  mais  très  grand. 

Après  ces  remarques  générales,  nous  passons  à  l'indication  dé- 
taillée du  contenu  de  la  Table  des  matières. 

LIVRE  L  —  Introduction  généhale. 

A.  L'Analyse  et  la  Géométrie  dans  la  Physique  (§§  1-3  ). 

Le  but  unique  de  ce  Chapitre  est  d'indiquer  au  lecteur  les  par- 
lies  de  ces  deux  branches  des  Mathématiques  qui  sont  les  plus  im- 
portantes dans  l'étude  de  la  Physique  théorique. 

B.  Sur  la  réduction  des  résultats  de  l'observation  (§§  6-14). 

Exposé  des  méthodes  qui  servent  à  donner  aux  résultats  de  l'ob- 
servation la  forme  la  plus  convenable  pour  leur  étude  ultérieure. 
Séries  trigonométriques ,  interpolation,  méthode  des  moindres 
carrés. 

Ce  Livre  n'est  pas  lié  organiquement  aux  Livres  suivants^  l'au- 
teur a  toutefois  jugé  nécessaire  de  le  mettre  en  tête  de  son  Ou- 
vrage, pour  orienter  le  lecteur  (A)  et  pour  suppléer  à  l'absence 
d'Ouvrages  traitant  ces  matières  dans  le  pays  où  il  écrit. 

LIVRE  IL  —  Cinématique. 
A.   Notions  fondamentales. 
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Jî5§  13-16.  Du  mouvement  relativement  i"à  Tespace,  a*' au  temps. 
J:;  17.  Mouvements  simples  (translation,  rotation). 
t;  18.   Mouvements  équivalents. 
^  19.  Equivalence  de  deux  translations. 
§  20.   Équivalence  d'une  translation  et  d'une  rotation. 
$5  21.   Equivalence  de  deux  rotations. 
§  22.   Equivalence  des  mouvements  infiniment  petits. 
L'auteur  fait  usage  du  signe  ^^,  introduit  dans  la  Science  par 
Bellavitis  pour  exprimer  Téquivalence  [équipollencf^]  géométrique. 
Notices  bibliographiques,  page  61. 

B.  Mouvement  d'un  point. 

%  23.   Notions  fondamentales.  Vitesse  du  point. 

Si  24.   Problèmes  relatifs  à  la  vitesse. 

sj  2o.  Accélération. 

S  26.   Notions  qui  se  raltaclient  h  celle  de  l'accélération. 

Ss  27-28.  Problèmes  relatifs  à  l'accélération.  Mouvement  recti- 
•  ■^ne.  Mouvement  curviligije. 

§§  29-30.  Exemples  du  mouvement  curviligne.  Mouvement 
^^ntral. 

§§  3i  -32.   Mouvement  sur  une  courbe  ou  sur  une  surface  donnée. 

§  33.  Accélérations  du  deuxième,  du  troisième,  .  . .  ordre  (sur- 
^Cicélération,  suivant  Resal). 

L'auteur  a  eu  soin,  dans  le  Chapitre  B  et  dans  les  suivants,  d'at- 
ii'cr  l'attention  du  lecteur  sur  les  nombreux  exemples  classiques 
l^iise  rapportent  à  l'étude  du  mouvement  d'un  point,  et  que  l'on 
"encontre  dans  les  Oluivres  de  Newton,  d'Euler,  etc. 

C   Mouvement  d'u/i  sjstcnw  plan. 

D,  Mouvement  d'un  système  ayant  un  point  fixe. 

E.  Mouvement  d 'un  système  dans  le  cas  général. 

Ces  trois  Chapitres,  (|in  embrassent  l'analyse  du  mouvement  de 

^^Us  les  systèmes  invariables  (purement  géométriques),  sont  dis- 

\K)sés  d'une  manière  tout  h  fait  symétrique.  Chacun  d'eux  contient  : 

[a)    Mouvement    relativement  à   l'espace  seul,   sans    égard  au 

^^mps  employé  pour  l'elfectuer  (§}:;  3i,  38,  42); 
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(6)  La  vitesse  dans  le  mouvement  (§§  33,  39,  43); 

(c)  L'accélération  (§§  36,  40,  44); 

(rf)  Exemples  et  exercices. 

§  46.  Sur  les  degrés  de  liberté  dans  le  mouvement  d'un  système. 
—  Il  m'a  paru  important  de  développer  les  notions  fondamentales 
relatives  au  nombre  des  conditions  auxquelles  un  système  est  assu- 
jetti. La  plupart  des  Traités  présentent  à  cet  égard  une  lacune, 
qui,  pour  les  commençants,  peut  devenir  la  source  de  nombreuses 
erreurs. 

F.  Mouvement  relatif. 

^  47.  Notions  fondamentales. 

j;;  48.  Accélération  dans  le  mouvement  relatif. 

§  49.  Exemples.  Mouvement  relatif,  à  la  surface  de  la  Terre. 

G.  Tliéorie  de  la  déformation. 

§  50.  Notions  fondamentales. 

§  51.  Etude  analytique  de  la  déformation. 

§  52.  Dilatation  de  la  longueur,  de  Taire  et  du  volume. 

§  53.  Déformation  simple  et  déformation  dans  le  cas  général. 

§  54.  Axes  de  déplacement  et  axes  dé  déformation.  J'appelle  axe 
de  déplacement  toute  droite  qui  conserve,  pendant  la  déformation^ 
la  même  direction;  les  axes  de  déformation  sont,  d'après  le  langage 
adopté,  les  axes  principaux  de  l'ellipsoïde  de  déformation. 

§  55.  Notices  historiques  et  bibliographiques.  —  Ces  Notes, 
relatives  à  la  Cinématique  tout  entière,  ont  pour  but  d'indiquer  au 
lecteur  les  sources  concernant  les  théorèmes  les  plus  intéressants. 
Elles  n'ont  d'autre  prétention  que  d'orienter  le  lecteur  sur  le  ter- 
rain de  la  Cinématique,  sous  forme  de  Notes  aphoristiques  ;  mais 
je  n'ai  pas  cherché  à  en  faire  un  abrégé,  si  concis  qu'il  soit,  de» 
l'histoire  de  la  Science.  Cette  même  remarque  s'applique  aussi  à 
toutes  les  Notes  analogues  placées  à  la  fin  de  chaque  Livre. 

LIVRE  III.  —  Géométrie  des  masses. 

A.  Nations  fondamentales. 

^  56.  La  masse  comino  quantité.  —  On  arrive  à  la  définition 
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abstraite,  donnée  par  Caucliy,  de  la  masse  comme  quantité  de 
matière.  Malheureusement,  dans  la  langue  tchèque,  le  mot  hmota 
signifie  à  la  fois  masse  et  matière.  Quant  au  t«»rme  Géométrie  des 
masses,  je  Tai  trouvé  pour  la  première  fois  dans  un  Mémoire  de 
Haton  de  la  Goupillîère  [Journal  de  l'Ecole  Polytechnique, 
XXXVII*  Cahier,  iSSj).  Comme  Tidée  d'une  branche  de  la  Méca- 
nique traitant  des  relations  géométriques  de  la  masse  et  coor- 
donnée avecla  Cinématique  est  beaucoup  plus  ancienne,  je  soup- 
çonne que  ma  connaissance  imparfaite  de  la  Bibliographie  ne  m'a 
pas  permis  de  remonter  à  la  vraie  origine  de  cette  expression. 

§  57.  La  densité  comme  quantité.  Calcul  de  la  masse. 

1^  58.  L'équation  de  continuité  de  la  masse. 

§  59.  Théorème  de  Green. 

§  60.  Moments  des  masses.  —  J'appelle  moment  d'une  masse 
de  n***'  degré  relatis^ement  à  un  point,  à  un  axe  ou  à  un  plan 
l'intégrale  fp^dm^  p  étant  la  distance  de  l'élément  dm  au  point, 
à  l'axe  ou  au  plan.  On  pourrait  désigner  ces  divers  moments  par  les 
mots  moment  polaire,  axial  ou  planaire.  Ces  notions  sont  l'ex- 
tension des  notions  des  divers  moments,  introduites  par  Somof  dans 
sa  PaifioHOAbHaa  Mexaunna. 

B.  Le  centre  des  masses  (centre  de  gravité). 

§  61 .  Moments  planaires  du  premier  degré. 
§  62.  Propriétés  principales  du  centre  de  gravité. 
§  63.  Détermination  du  centre  des  masses  à  Taide  de  la  Géomé- 
trie. 
§  64.  Détermination  du  centre  des  masses  à  l'aide  du  calcul. 

C.  Moments  d'inertie. 

§§  65-66.  Moments  axiaux  du  second  degré.  Moments  princi- 
paux d'inertie. 
§  67.  Calcul  des  moments  d'inertie. 
§  68.  jNoles  historiques  et  bibliographiques. 

LIVRE  IV.  —  Géométrie  des  forces. 

A .  Notions  fon  dam  en  t  a  les . 

§§  69-70.  Développement  empirique  ou  historique  de  la  nul  ion 
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de  force.  Les  lois  du  mouireiiketit  de  NewtoD.  Unité  convenable. 
Deux  éléments  dans  Tidée  de  ibrce.  Diverses  classes  de  forces. 

§  71.   Développement  théorique  de  la  notion  de  la  force. 

Dans  ces  trois  paragraphes^  j'ai  cherché  à  éclaircxr  Tidée,  si  dif- 
licile  à  concevoir^  de  la  fi>rce>  de  man^re  à  rapprocher  autant  que 
possible  la  définition  parement  empirique  de  la  force  et  sa  défini- 
tîott  théorique. 

§  72*  Objet  de  la  Géométrie  des  forces.  —  Ce  para^aphe.  très 
importait  au  point  de  vue  de  mon  Ouvrage  et  de  la  classification 
que  j  T  ai  adoptée^  donne  les  raisons  qui  m'ont  porté  à  séparer  la 
(  léouiétrie  des  forces  de  la  Statique.  Le  bai  primcipulde  la  première 
branche  de  la  J/êcanitfue  est  de  trou>fer  tous  les  systèines  de  forces 
ê*fui\*alents  à  un  système  donnée  et  surtout  de  trouver  le  système 
èifui^'alent  le  plus  simple.  La  recherche  de  réquivalence  des  forces, 
tout  à  fait  seoàblable  à  celle  de  Téqui valence  des  mouvements^  est 
donc  Tobjet  de  la  itéométrie  des  forces^  et  cette  recherche  est  aussi 
nécessaire  pour  la  Drnamique  que  pour  la  Statique.  La  raison  qui 
a  empêché  jusqu^à  présent  la  séparation  de  la  Géométrie  des  masses 
et  de  la  Statique*  dans  laqtM^Ue  on  T  introduit  en  la  dissimulant, 
bien  qu  on  soit  forcé  d'en  exposer  les  principes  avant  ceux  de  la 
Statique  proprement  dite*  est,  pour  ainsi  dire,  accidentelle.  U  t  a 
bien  des  questions  de  Statique  dont  on  trouve  la  solution  à  Fin- 
stant  même  où  Ton  a  terminé  le  travail  prêpariUoire.  e*es£-»-dire 
U  réduction  des  forces  au  système  le  plus  simple,  daprès  les  prin- 
cipes de  la  iiêoinêtrie  des  forces^  et  il  est  vrai  que  cette  cîrcon- 
sunce  ne  so  proiluic  jamais  dons  la  Dvuauiîque.  Mais  la  Dtèmie  chose 
arrive  très  souvent  dans  la  DTnam.tquc  quand  on  a  terminé  un  antre 
travail  préparatoire,  savoir  la  di:>cU6c>îou  d  uu  certain  problème  de 
Ciaématîque.  Conclura-t-on  de  là  qu  il  faille  refuser  à  Tune  des 
deux  premières  branches*  la  Géotnetrie  des  forces  et  Ia  Stati<|nc* 
une  existence  indépendante,  et  que  ce  5oit  la  Statique  qui  doî^e 
t:tre  ravée.  et  admettra^-on  qull  taille  en  faire  autant  pour  La  Dr- 
Qaail«pie.  en  la  considérant  comme  une  simple  cooibinaisoa  de  la 
Ginem.atique.  de  la  Ijieometrîe  des  ma>c*es  et  de  la  Géométrie  des 
^^cv^:^>  Mii'j  Li  >upiK>îjitiou  même  que  la  Statique  et  îa  rHmamiamr 
iio  >erai.*nt  t^ae  d»-"s  branches  av\'e>s*Hn.'<  Je  la  ^Icvattùjue  et  que 
la  >i>futl*>n  de  chaque  problème  de  Mécanique  pourrait  sedèctuer 
l**kr  1*^  seuU  principes  Afs  tr»>îs  premières  branches  Ar  cette  science 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  191 

nbst  pas  admissible.  On  le  voit  immédiatement  pour  la  Dynamique  ^ 
car  la  manière  de  combiner  les  résultats  trouvés  dans  les  branches 
préparatoires  de  la  Mécanique  pour  résoudre  un  problème  donné 
dépend  de  la  nature  du  problème,  et  il  y  a  une  foule  de  théorèmes 
relatifs  h  cette  combinaison,  théorèmes  qui  sont  propres  à  la  Dy- 
namique et  tout  à  fait  indépendants  des  théorèmes  tirés  des  autres 
branches  de  la  Mécanique.  Mais  cette  même  remarque  a  lieu  aussi 
pour  la  Statique.  Si  nous  cherchons  la  courbe  formée  par  un  fil 
flexible  soumis*  à  certaines  forces,  il  ne  suffit  pas  de  chercher  le 
système  de  forces  équivalent  au  système  donné  et  en  même  temps  le 
plus  simple;  il  faut  employer  certains  théorèmes  appartenant  à  la 
Statique  proprement  dite.  La  Géométrie  des  forces  ne  rend  donc 
pas  superflue  cette  autre  branche  de  la  Mécanique  appelée  Sta- 
tique; mais,  d'autre  part,  elle  n'en  constitue  pas  une  partie,  étant 
plutôt  coordonnée  avec  la  Cinématique  et  la  Géométrie  des  masses. 
Si  Ton  considérait  l'ensemble  des  matières  traitées  dans  la  Géomé- 
trie des  forces  et  dans  la  Statique  comme  trop  restreint  pour  former 
deux  branches  de  la  Mécanique  indépendantes,  c'est  plutôt  la  Sta- 
tique, subordonnée  à  la  Dynamique,  que  Ton  devait  faire  rentrer 
dans  celle-ci,  dont,  à  la  rigueur,  elle  ne  forme  qu'un  cas  particulier, 
bien  que  très  important. 

Remarquons  la  belle  symétrie  de  la  division  de  la  Mécanique  que 
nous  proposons.  La  Géométrie  des  masses  en  est  comme  le  vesti- 
bule, cette  partie  pouvant  être  traitée  la  première,  comme  étant  la 
plus  simple.  La  Cinématique  et  la  Géométrie  des  forces,  qui  ollVent 
tant  d'analogie  et  qui  fournissent  deux  systèmes  de  théorèmes  tout 
à  fait  semblables,  comme  Ta  remarqué  Poinsot,  sont  les  deux  ailes 
de  l'édifice.  La  .Dynamique  en  forme  l'étage  supérieur,  dont  une 
partie,  reposant  sur  la  Géométrie  des  forces,  représente  la  Statique. 
Qu'on  nous  pardonne  d'avoir  risqué  cette  image,  dont  l'idée  nous 
a  été  suggérée  surtout  par  la  grande  affinité  entre  la  Cinématique 
et  la  Géométrie  des  forces,  affinité  que  l'on  chercherait  vainement 
dans  la  Statique  proprement  dite. 

§  73.   jNotions  de  la  force  vive  et  du  travail. 

B.  /ù/ui^alence  df^s  forces. 

>i,  71.  Tliéorèines  auxiliaires  sur  l'étui valeinc  des  iortes. 
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§  75.  Forces  agissant  sur  un  point  (avec  une  nouvelle  démon- 
stration du  ptraliélogramme  des  forces). 

§  76.  Forces  agissant  suivant  une  même  droite. 

§  77.  Forces  parallèles  dans  le  plan.  Couple  de  foi  ces. 

§§  78-79.  Couples  dans  des  plans  parallèles.  Couples  dans  Tes- 
pace. 

§  80.  Forces  dans  un  plan. 

§  81.  Forces  dans  l'espace.  Premier  théorème  fondamental  sur 
l'équivalence  des  forces  (équivalence  d'un  système  quelconque  de 
forces  à  une  force  résultante  et  un  couple  résultant). 

§  82.  Forces  dans  l'espace.  Second  théorème  fondamental  sur 
l'équivalence  des  forces  (équivalence  d'un  système  quelconque  de 
forces  à  deux  forces,  représentées  par  deux  arêtes  opposées  d'un 
tétraèdre  de  volume  constant). 

§  '83.  Travail  de  forces  équivalentes. —  Ce  paragraphe  contient 
l'important  théorème,  source  commune  du  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles et  du  principe  de  d'Alembert,  que  le  travail  élémentaire  de 
tous  les  systèmes  de  forces  équiv^alents  est  une  quantité  de  grandeur 
constante, 

UVRE  V.  —  Statique. 

A.   Problèmes  de  la  Statique, 

§  84.  Objet  de  la  Statique.  —  Restriction  de  la  Statique  géné- 
rale aux  problèmes  dans  lesquels  on  peut  supposer  Tindestructibi- 
lité  et  Timpénétrabilité  de  la  matière.  Autre  restriction,  imposée 
seulement  par  des  raisons  pratiques,  pour  ne  pas  trop  étendre  le 
domaine  de  la  Statique  générale,  et  conservant  les  seuls  problèmes 
où  l'on  n'est  pas  forcé  de  définir  par  des  conditions  spéciales  la  ma- 
tière dont  on  étudie  l'état  d'équilibre.  Cette  dernière  restriction 
permet  d'éliminer  de  la  Statique  générale  la  théorie  de  l'élasticité, 
l'Hydrostatique  et  l'Aérostatique. 

§  85.  Equilibre  des  forces  agissant  sur  un  point. 

§  86.  Equilibre  des  forces  agissant  sur  un  système  (invariable) 
libre. 

§  87.  Equilibre  d'un  système  (invariable)  soumis  à  certaines 
conditions. 
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§  88.  Expiilibre  des  forces  agissant  sur  un  système  variable.  Fils 
cl  chaînes. 
§  89.  Suite.  Courbes  formées  par  des  flis  en  équilibre. 

B.  Principes  de  la  Statique. 

§  90.  Principe  des  vitesses  virtuelles. 

§  91.  Etude  analytique  de  ce  principe.  Exemples. 

§  9S.  Diverses  démonstrations  de  ce  principe. 

§  93.  Propriétés  de  maximum  et  de  minimum  de  l'équilibre. 
Principes  statico-dynamiques. 

Les  principes  de  la  conseri^alion  du  mouvement  du  centre  de 
gravité  et  de  la  consen^ation  des  aires  sont,  à  vrai  dire,  des  prin- 
cipes appartenant  à  la  science  de  l'équilibre,  bien  qu'ils  se  démon- 
trent ordinairement  dans  la  Dynamique.  J'ai  cru  devoir  fixer  l'at- 
tention du  lecteur  sur  cette  circonstance,  bien  que  j*aie  renvoyé 
cependant  à  la  Dynamique  la  démonstration  de  ces  principes. 

§  94.  Notes  historiques  et  bibliographiques. 

LIVRE  VI.  —  Dymamiqle. 

A.  Problèmes  de  la  Dynamique, 

§  9o.  Objet  de  la  Dynamique.  —  Mômes  restrictions  que  pour 
la  Statique. 

§  96.  Mouvement  de  translation  d'un  système  matériel. 

§  97.   Mouvement  de  rotation  d'un  système  matériel. 

§  98.   Suite.  L'ellipsoïde  central. 

§  99.  Mouvement  général  d'un  système  matériel.  Réduction  des 
forces  instantanées. 

§  100.   Suite.  Réduction  des  foires  accélératrices. 

Les  §§  96-100  traitent  de  la  recherche  Aqs  forces  qui  peuvent 
produire  un  mouv^ement  donné;  les  §§  suivants  101-104  sont  con- 
sacrés au  problème  inverse  :  Trouver  le  mouvement  produit  par 
des  forces  données. 

§§  101-102.  Mouvenients  de  translation  et  de  rotation  produits 
par  des  forces  instantanées. 

is§  103-lOi.    Mouvement   produit  par  des  iinces  accéléralriecs 
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r*  sur  un  système  libre,  2'*  sur  un  système  assujetti  h  certaines 
conditions. 

B.  Principes  de  la  Dynamique, 

§   105.  Principe  de  d'Alembert. 

§  106.  Principe  du  mouvement  et  de  la  conservation  du  mou- 
vement du  centre  de  gravité. 

§  107.  Principe  des  aires  et  de  la  conservation  des  aires. 

§  108.  Principe  des  forces  vives. 

§  109.  Autres  principes  delà  Dynamique  (principes  de  Gauss, 
de  Hamilton,  de  la  moindre  action). 

§  110.   Principes  de  la  Mécanique  et  principes  de  la  Physique. 

Les  principes  de  la  Mécanique  sont  des  théorèmes  abstraits  :  les 
uns  sont  des  propositions  axiomatiques,  qui  deviennent  évidentes 
quand  on  a  donné  une  définition  rigoureuse  pour  chaque  notion 
contenue  dans  la  proposition;  les  autres  sont  des  théorèmes  géné- 
raux, résultats  embrassant  un  grand  nombre  de  cas  spéciaux  et  qui 
exigent  une  démonstration  pour  être  acceptés.  A  chaque  principe 
de  Dynamique  correspond  un  principe  de  Physique  \  c'est  toujours 
un  résultat  de  Texpérience  et  de  l'induction  qui  nous  apprend  que 
nous  pouvons  appliquer  tel  ou  tel  théorème  de  Mécanique  abstraite 
à  l'explication  des  phénomènes  naturels.  Par  exemple,  le  principe 
d'inertie  est  une  proposition  axiomatique,  quand  nous  définissons 
la  force  comme  la  cause  de  tout  changement  de  vitesse,  la  cause  de 
l'accélération-,  il  devient  un  principe  physique,  un  résultat  de  l'in- 
duction, qui  jusqu'à  présent  nous  en  a  confirmé  la  vérité,  quand 
nous  appel  on  s  ybrc<?  un  ensemble  de  circonstances  extérieures,  par 
exemple  la  présence  de  la  Terre  vis-à-vis  de  la  masse  en  mouvement; 
il  nous  dit  que  de  telles  circonstances  ne  sont  pas,  d'après  notre 
expérience,  nécessaires  pour  maintenir  le  mouvement  uniforme, 
non  accompagné  d'un  changement  de  vitesse.  Le  présent  paragraphe 
forme,  pour  ainsi  dire,  le  pont  servant  à  passer  de  la  Mécanique 
abstraite  à  la  Mécanique  concrète,  c'est-à-dire  à  la  Physique  méca- 
nique, qui  éludie  les  divers  cas  concrets  de  mouvement  dans  l'u- 
nivers. 

sj   m.   !\otes  historiques  et  bibliographiques. 
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HERMITIO  ZELLERUS. 

Vir  doclissîmc,  summc  venerande, 

Cessantibus,  quas  expectavcram,  literls  Scheringîi,  trado  tibi 
«juiB  conscripsi  de  numeris  Bernoullicis,  legenda,  recensenda  et  si 
plaçât  publicanda,  eo  de  quo  scribis  modo;  ila  tamen,  ut  praefer- 
rem  editionem  latinam. 

Superioribus  addere  possum  formulas  quasdam,  in  quas  incidi 
continuando  reductiones  §  14. 

Sit 

K.n: (J7z=l,2,3...)» 


kj  z=z  X  A =:  JC  ( • I  =1 — ; — 

jc-hi  \JP-\-i       (X  4- 1)4-1/       (.r4-i)(-f 


4-2) 


(07  4-  l)  (j:^4-  2)       (j:'4-i)  (or-4-2)        (j:  4-  i  4- i)  (x  4-  I  4-  2) 

.T  (x  —  I  ) 

~~  (.r  4-  i)i^4-  2)  (j:'4-  3)' 


k.  —  x\ 


j:(j'  —  i)  x*(j?  —  5) 


(jr4-  l)  .  .  .  (-r-h  3)        (j:'4-  0  (J7  4-  2)  .  .  .  (j:4-  4) 


r  > 


^;  — j^A   —      v-  /      — /v= = » 

(x  4-  l)  .  .  .  (u:  4-  *)  (X  4-  I)  ...  (X- 4-  O) 

|-  _        (x  —  0(^* —  i^*^ —  4) X  (x'^ —  42^^4-119x4-4^') 

(x4-l)...(x*4-5)  (x4-l)...(x4-6) 

el  sic  porro,  ita  ut  quisque  terminus  ex.  prsccedente  manet  per 
simplicem  legem  difTerentiarum  ;  tiim,  posito  valorem  :^  i,  abeunt 
mlcrmini  in  numéros  Bernoullii;  est  scilicet  : 

Ki=z-— B,,  K^— — 7  =  *^2'     K3  — o=:H3, 

2  2.0 

^l  =^  —   j—  ^^  B4,      K5IZ::  O  ^i^  B5.  Kg  =  y-  iz::  B^ 

oO  ^  2 


igô  PRIiiMlÈRE   PAUTIE. 

At,  crescentibus  potestatibus  valons  x^  hae  quoque  expressiones 
fiunt  prolixiores,  ut  computum  parum  juvent,  nisi  forte  calcu- 
lus  diiïerentialis  ulteriora  prsebeat  subsidia;  qua  de  re,  si  tuam 
sententîam  mihi  communicare  digneris,  delectamento  mihi  erit. 
Perge  favere 

Tui  observantissimo 
Chr.  Zeller  ,  Sem.  Reai. 
Markgrœningen,  2  nov.  1880. 


DE  NUMERIS  BERNOULLII  EORUMQUE  COMPOSITIONE  EX  NUMERIS 

INTE6RIS  ET  REGIPROCIS  PRIMIS  ; 

ScHipsiT  CHR.  ZELLERUS  Marcagrœningeosis. 

1.  Dicti  numeri,  quamvis  sint  finlli  et  rationales,  laborare  vi- 
deniur  quadam  inconcînnitatis  specie;  quae  ut  difTunderetur, 
Moivraeus,  Eulerus  et  alii  prospero  successu  contenderunt.  Eun- 
dem  ipsum  finem  nostra  spécial  commenlalio  monslratura,  quo- 
modo  componanlur  ex  difTerenliis  polenliarum  et  coefficienlibus 
binomii  reciprocis,  vel  omnino  ex  ejusmodi  dîfferenliis  et  nume- 
ris  recîprocis. 

2.  Ordimur  a  iheoremale  generali  ad  summas  serîerum  (inila- 
rum  pertinente,  quod  idem  alibi  (*)  prolulimus. 

Locum  habel  in  seriebus  hujusce  formae 

M  =  art  H-  3 />  4- Yc  -h . . . -f-  X /. 

Dirimendo  faclores  singulorum  terminorum  in  duplicem  serieni 

a     p     Y      ...      X 
abc     ...      /, 

et  sumendo  alterius  summas 

2,=:  a,      «4-?,      a-+-?-f-v,      ...,      a  4-  ^ -h  7 -h  .  .  .  4- X, 

1')  Gocttinger  Gelchrle  Anzcigcn,  1879.  p.  361. 
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4.  Exempluni,  —  Sit 

S  (/i'«)  =  S  (6')  —  6»  4-  5^4-  .?  -4-  S'»  4-  2' H-  i' 
séries  differentiarum 


216 

125 

64 

»7 

8  1 

Al  ... 

91 

61 

37 

»9 

7  ' 

2kj^ ... 

3o 

24 

18 

12 

6  I 

A3 .  .  . 

T) 

G 

6 

6 

D   1 

A^ ... 

0 

0 

0 

I 

4  1 

Redactae  sunt  difTerentise  ad  très  terminos,  ad  quos  definiendos 
très  extrcmse  polestates  sufTecissent. 
Séries  summaruni 


Sa 


1 

1 

1 

1 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

3 

6 

10 

i5 

21 

4 

10 

20 

35 

56 

ù 

35 

70 

126 

conjungendo  cum  hac  quarta  série  suramatoria  quartam  diOeren- 
tialem,  habebis 

S(6')  =  A^.24=i.35  -H  4.70-1-1 .  126  =  44i- 

5.  Termini  summatorii  cum  nlhil  sint,  nisi  numerl  figurât! , 
etiam  sine  additione  ex  formulis  obtinentur  :  e.  g.  numerus  n^"" 
seriei  S»  par  est 

//(/i4-i)(/H-2)(/e-i-3)  6.7.8.9 

^— , )        120=:  ô~7' 

I.2.D.4  1.2.0.4 

sive ,   quod   idem   est ,  :=  quarto   coeflfieientl    binomiali  potesta- 
tis  /?  -|-  3 ,  i.  e.  =  (/i  -h  3)4. 

Etiam  termini  difTerentiales,  id  quod  înfra  uberius  elucescet, 
per  formulas  derivari  possunt  ex  antecedentibus,  scilicet  per  for- 
mulam  binomialem,  ita  ut,  ex.  g., 

Termini  primi  seriei  A^oriantur  ex  schemate    a  —  2  6  -h  c, 


» 


111 

in 


)) 
» 


a  —  3ÔH-3c  —  d^ 

«  ~  4 ^ -f- 6c  —  4^ -+- <*. 
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cl  sic  porro;  vei  posilis  numcris: 

3o  in  tabula  praecedente  est     :=  6'  —  2 . 5'  H-  4^1 

»  6=6=»— 3. 5=»-+- 3.4'— 3=* 


6.  Pro  corollario  addi  potest  tabulas  summariim  et  difTerenlia- 
rum  etiam  per  diagonales  obliqua  directione  sibi  respondere. 

Conjungendo  diagonalem   tabulai 

differentiaruni 1        7         12         6 

cum  diagonali  alterius  tabulée.  .      i        5         10       10 

habebis i  4-  35  -4-  120  -+-  60  m  216  =:  6', 

alque 

subjungendo  eidem  diagonali     i  7         12         6 

subsequentem  tabula;  alterius     6         i5         20       16 

prodit 64-  io5  -h  240  4-  90  :=  44i  =  S  (6^). 

Termini  inferiores  hic  sunt  ex  coeflicientibus  binomîalibus 
ejusdem  potestatis,  et  omnis  hic  calculus  convenit  cum  usitalo 
modo  diOTerentiandi  et  cum  formula 

n(n  —  i)  n(n~\){n  —  9.) 

S;,=i  /i.a*  H A*rt'H A*rt*-4- 

1.2  i .2.^ 

7.  Régula  generalis,  —  Ex  dictis  patebit,  ad  inveniendani 
summam  potestatum  m  numerorum  naturalium  : 

1°  Derivandosesse  ex  potestatibus  numerorum  1,2,...,/?/  serieni 
(m-+-i)""  differentialem,  vel  istos  m  termines  ad  quos  reduci- 
tur;  eosquc 

2°  Multiplicandos  esse  cum  m  extremis  terminis  summatoriis, 
sive  cum  totidem  numeris  iiguratis  ejusdem  ordinis,  qui  idem 
(m  4- 1)***  coefficientes  binomii  représentant  potestatum  (/<-[-//<), 
{n-{-  ni  —  1),  . . ..,  usque  ad  (n  —  i  ). 

y  m  producta  resultantia  œquiparant  sumniam  qu^esitam  S(/?/"), 
quip  eadem  secundum  praecedens  coroUarium  par  est  summîc  /;/ 
produclorum  ex  numeris  oblique  ordine  per  diagonales  signatis. 


aoo 
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8.  Ad  calculum  facilîus  instituendum  adjumento  est  Utbula  dif- 
ferentias  extremas  potentiarum  continens.Habemus  pro  exponenle 


m 


2,   2* 

i« 

m 

—  3,  27 

8 

Al  3 

1 

Al  19 

7 

Aï  2 

1 

A,  12 

6 

Asi 

I 

A,  6 

5 

A4  I 

4 

•  •  • 

■  •  •  • 

•  • 

m  -:r. 


4,  256 

81 

16  1 

A,  175 

65 

i5  I 

At  lio 

5o 

i4  I 

A3  60 

36 

i3  i 

A4  24 

23 

12  1 

A»   I 

II 

II   1 

,  etc. 


ve]  si  postremae  tantum  consignentur  dîfTerenliœ, 


m 
m 
m 
m 
m 
m 


2 
3 

4 

6 

7 


II. 

111. 

IV. 

V. 

I 

4 

I 

I  I 

I  I 

I 

26 

66 

26 

T 

57 

3o2 

3o2 

57 

120 

II9I 

2416 

1191 

VI.    VII. 


120     1 


quam  tabulam  facili  negotio  continuare  poteris,  animadvertens  le- 
gem  progressionis  vel  recursionis,  ita  comparatam ,  ut  quîsque 
terminus  t  producatur  ex  supra  apposito  a  eumque  praecedente  b 
per  formulani 

t  r=  ax  -+-  by, 

significante  x  indieem  columnœ  verticalis  t  ab  initio,  y  eundem  a 
tergo,  inverso  ordine,  numeratum,  e.  g.: 

120=12.57    -f-6.i, 
1 191  =:  3 .  3o2  H-  5 .  57  .... 

Ope  hujus  tabulée  compara taecum  tabula  numerorum  (iguratorum 
omnes  summse  potestalum  numerorum  naturalium  facile  definiri 
poterunt. 

Est,  ex.  gr., 

S  (10^),  i.e.  summa  polestatum  sexlarum  i*  usque  ad  10®, 

~T.(Tî)--f-57.(i2)7  4-3o2.(i3):-f-3o2.(ï4)--h57(i5)7  4-  I  .(16)-, 
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désignante  parenthesi  (16)7  coefficientem  binomîi 

16.  i5. 14.  i3.  lîi.  1 1 .  10 

- ^ ,  elc, 

I .  2.  3.  4*  5*  6.  7 

Simili  modo  ad  obtinendam  summam  S{n^)  opus  eril  coefli- 
cieniibus  (n  -\-  i)x,  (n -i-  a)^:,  . . .,  (/î  -h  *r)x. 

9.  Ejusmodi  coeffieientes  binomiales  sive  numeri  figurati  cum 
oriantur  ex  multiplicatione  numerorum  /i  + 1,  /i,  /i  —  i  et  simi- 
lium,  functiones  sunt  numeri  n  et  ordinari  poterunt  secundum 
potestates  ejus  numeri,  quo  facto  ratio  patebit,  quse  intercedit 
inter  terminos  nostros  et  numéros  Bernoullii. 

Scib'cet:  computanti  ope  numerorum  Bernoullii  summam  S(/t°) 
se  praebet  sequatio 

/i«^>— 2/i«B,-hain«B,— 35n*B,-i-35/i»B^— 2i/i«B5-4-7/iB, 

=z(6-hi)S(/i«)  («), 

ubi  litterae  B  paris  indicis  cum  numeris  Bernoullii  conveniunt,  im- 
paris  indicis,  praeter  B|,  evanescunt. 

CoeiBciens  primae  potestatis  /t*,  i.e.  Bq,  secundum  notissimum 
illud  de  coeffîcientibus  theorema  par  erit  coefficienti  primas  potes- 
tatis numeri  n  ex  superiore  expositione  et  numeris  figuralis 
obtinendo. 

Habebamus 

c/    ex            (n-h  i)  n(n—  i). .  .(n  ^d) 
S(/i«)=       —^ XI 


(n-\-2)(n  ~h  ï), .  .{n  —  ^) 


7' 


{n  -h  ^)  (n  -h  rk).  .  .(n  —  ^) 


(  /i  -+-  4  )(  w  -h  3  ) . . .  (  /i  —  9/) 


m.    t 


(n  -^-5)(/^-^-4). .  An—  i) 


X  57 


X  Soi 


X  3o'î 


X  07 


(  /e  -+-  6  )  (  /i  4-  5  ) . . .  /i 


X  I. 


<*)  Cf.  Meier  Hirsch,  cd.  Bertram,  p.  87. 

Bull,  des  Sciences  mtithêm.f  i*  Série,  l.  V.  (Mai  1881.)  l4 
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Seligendo  coefBcientem  potestatis  /i*  obtinetur 


5!  2!4!    ^        3!3!    ,  4Î2!    ,  5!    ^         6! 

7!  7-  7-  7-  7-  7- 


vel  inverso  ordine 


I  /   5!  .    412!  ,     3!3!  ,     2!4!  ^    5!  \ 

vel 

-  1  I  —  ^-57  +  -^.3o2 3o2  -h  -="57  —  ^«1  )> 

7  \    6  '   i5      2o      i5  '   6  / 

qui  valor  œquiparabit  terminum  Bo,  ita  ut  sit 

7  Bg—  I  —  ^.57  H — =--3o2 3o2  H — ë'57  — -  ^- 1. 

'  6'i5  20  i5'6 

Habes  hic  diffèrentias  potestatis  sextse  multiplicatas  in  coefïi- 
cîentes  binomiales  reciprocos  ejusdem  potestatis;  et  cum  tam 
luculenta  sit  lex  compositionis,  parum  habet  negotii,  pro  unoquo- 
que  valore  Bx  eam  transcribere. 

Est  itaque 

3Bj=:l  —  I  . -)  Bji=^> 

2  o 

463=1  —  i. 4-+-^- 1,  B3=o, 

4  0  4  00 


ÔBj^nl  —  77 -26  H '66 •26-4-7c*I,  Be=:0, 

D  10  10  6 

7Be=i  —  ^.57H-. . . ,  Bfi^y- 


w 


10.  Quum,  quod  supra  monstravimus  (5),  difTerentia;  orian- 
tur  per  legem  binomialem  ex  valoribus  antecedentibus,  ad  hos 
unaqusequc  diflerentîa  reduci  potcst.  Sic,  ex,  gr.,  pro  differentiis 
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septîmis  scxtœ  potestatis  valent  a^quationes 


•>.o3 


1 

57 

3oa 


57 


■=1  2* —  7.1*, 

=  3* —  7. 2* -h  21.  I', 


4« 


=:D'»  — 


7.2* 

7.3' 
74« 


21  .2' 
21. 3« 


I  =  6' —  7. 5* -h  21 .4* 


35.1% 
35.2* 
35. 3« 


35. iS 
35. 2« 


—  21 .1*. 


Positis  hls  valoribus  in  exprcssione  7B0,  transibit  în 


7H.= 


-  g(2«-7-i*) 

-h~(3«-7.2»-f-3I.I«) 

—  ~(4*— 7.3«-f-2i.2»— 35.i«) 
20  ' 

-h-4(5«— 7.4*-!-2i.3»—35.2«4-35.i«) 

ID 


g  (6«— 7.5«-t-2i.4«— 35.3«-h35.2«-2i.i*), 


vel,  secundum  potestates  ordinando, 


7B.=:.'(,  +  i.7  +  ^ 


21 


-^•(5 


i5     ' 


(4 


3«^l-^   I  -h 


—  •  35  H — ;r  •  35  -h  7,  •  2 1 

21  -h  -^  -do  -f-  --20 

20  10  O 

I  I  I     «. 

—  7  H ^  •  2 1  4-  -T  •  3;> 

20      '         ID  6 


-4' 


I 

20 


I  -+- 


I 


1^7''^' 


5« 


Vio 


I  4-  ; 


6 


6«(1.. 


liem,  repelendo  in  posleriore  parle  terininos  prioris  pro  3o2, 


ao4  PREMIÈRE  PARTIE. 

57,  I  sîmpliciores, 

7Be-:  !• 

4--^(3«— 7.2«-h2I.I«)         ' 

i5  ' 

—  —  (3«— 7.2«-|-2I.I«) 
20 

-+--;[^(2*-7-'*) 

6     ^  • 

Cœteris,  quae  se  prseberent,  transformationibus  non  immoramur, 
cum  ad  computum  parum  aut  nihil  faciant. 

Id  jam  ex  allatis  concludere  licet,  7  !  B©  vel  omnino  (/i  -4-  i)!  B„ 
esse  numerum  integrum,  ideoque  denominatorem  frac  lion  îs  in 
B,,,  si  qua  locum  habeat,  numerum  primum,  qui  valorem  n  -h  i 
transcendai,  non  contînere. 

11.  Aliquanto  aptiores  redduntur  formulas  adhibita  lege  recur- 

sionis  n**  8  tradita.  Exemplo  sit  expressio  noslra  pro  7B0. 

Ponendo 

57  =  2 .  26 -h  5 . 1 , 

3o2  =  3 .  66  -H  4  •  26 . . . , 
prodît 

7B6=iI  —  7T«5  —  7^*  26  H r'26H zr'66 «66 «26  H =r«26 

'  6  6  i5  i5  20  20  i5 

I     ^       I 

-|--;r-5  — ^-  I 

i;)  o 

=  77  •  I ;7  •  26  H 6^ p  •  26  -h  ^  •  I  , 

6  \\)  20  i5  6 

quse  formula  item  constat  ex  coeflicientibus  binomii  recîprocis  et 
dîfTerenliis  potentiarum,  iisque  gradus  inferioris,  et  vincit  prio- 
rem  ratione  symmetria;  et  brevitatis.  Praesertim  eum  habet  usum, 
ut  manifestum  faciat,  cur  valores  impari  indice  sîgnati  evanescant,^ 
scilicet  quia  apud  eos  in  posteriore  parte  iidem  termini  ut  in 
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priore  reperiantur,  sed  contrario  signo  affecti,  îta  ut  se  invîcem 
tollant. 

Restant  formulse 


3B,= 

—  y 
9 

5B,- 

I 

4' 

I 
"  6  ' 

4 

I 

-^4' 

7B.= 

1 

*     ■         ■ 

6 

1 
i5 

26 

I 

H 

20 

66 

-=••26 
10 

;-+■ 

I 

6' 

Bssive  $1  (h.  e.  num.  Bern.  I)  = 


B,,^=:6i=z  — 


-^56*"9'-^*'^'^ 


I 

6' 


3o 


42 


^^-""33 


II. 

12.  Revertamur  jam  ad  n^  6  et  eas  expressiones  summatorias, 
quae  diagonalibus  se  applicant. 

Propositum  sit  iterum  problema,  summam  S (10*)  inveniendi. 
Evolvanlur  differenllae  potestatum  : 


Tabula  differentiarum. 


II 7649 

70993 
39962 

2o46o 

9120 

32^0 

720* 

o 


6* 

46656 

3io3i 

19602 

I  i34o 

588o 

3620* 

720 


5* 

I002D 

I  1629 

8162 

646o 

336o* 

1800 

7Ï9 


4096 
3363 
2702 
2100* 
i56o 
108 1 
662 


3o2 


729 

665 
602' 
540 

479 

419 
36o 


3o2 


64 
63* 

62 

61 

60 

«>9 
58 


2o6 
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Tabula  summarum  vel  numerorum  Jlguratorum, 


I   I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I  ^ 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10^ 

I   3 

6 

10 

i5 

21 

28 

36 

45* 

55 

1   4 

10 

20 

35 

56 

84 

I20* 

i65 

220 

I   5 

i5 

35 

70 

126 

210* 

33o 

495 

715 

1   6 

ai 

56 

126 

252* 

462 

792 

1287 

2002 

ï   7 

28 

84 

210* 

462 

924 

1716 

3oo3 

5oo5 

I   8 

36 

120* 

Conjungantur,  quas  asterisco  signavimus  séries  lineœ  diagonalis 


63 


602 


2100        336o        2520        720 


cum  série  obliqua  alterius  tabula; 


10 


45 


120 


210 


252 


210 


120 


et  prodibit  summa  quaesita. 

Ut  supra  monuimus,  coeflQeientes  posteriores  pertinent  ad  bino- 
miuni  potestatis  10,  vel  omnino  pro  S{n^)  ad  binomium  n*"  po- 
testatis.  Sunt  hi  : 


n       n{n — i)       n(n  —  i)  (n  —  2) 

,  y  , 

11.2  I ,2,6 


in  quibus  occurrit  potestas  n*  multiplicata  cum 


I  I 

_, , 

I  2 


y       -^  77)       — 


4' 


I 

-I-  ^> 


Seligendo  coelïîcientem  hujus  potenllœ  n*  habebis  ut  supra  va- 
lorem Bo  parem.  Est  igitur 


Bg=:;-'  I 63  -h  â-602  —  y  2100  -+-  7r«336o —  7?  •  2520  H «720, 

12  3  4  5  6  7  ' 

in  qua  formula  numeris  reciprocis  naturali  ordine  progredientibus 
conjunctse  sunt  differentiae  polestalum  ex  diversis  seriebus  de- 
promttp. 
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Possunt  hae  ut  supra  retroverti  in  aggregata  potentiaruiu.  Est 
63  =  2«— I, 

6oa=:3* —  2.2'-|-     l.l*, 

aioo  =  4' — 3.3*4-    3.2* —    i.i*, 
336o=i5«— 44*4-  6.3«^    4.2«-f-    i.i«, 
25ao  =  6' — 5. 5* -h  10.4*—  10. 3* -h    5.2®—  i«, 
72o=7«— 6.6«-+-  i5.5«— 2o.4»-f-  i5.3«— 6.2«(=:6!), 

ut  item  sit 


B,=:         I.I 


6 


-i(2«-.) 
-h5(3«-2.2«-M) 

-_  '  (4«— 3.3«-+.    3.2«—    i) 
-hi(5«-4.4'4-   6.3«-   4.a*-+-i) 
_^(6«— 5.5«-f-  10. 4»—  io.3«4-5.2«-i) 

_H  i  (76— 6.6«-i-  i5.5«—  20. 4* -h  i5.3«  — 6.2«-i-i), 

7 

vel  (ligerendo  secundum  potestates 

r»  *  /  I  I  I  I  I  I    \ 


-^•(J 


2       3       4        5         6 

__| L_Z_i_      _      _i_      _ 

3^45^6  7' 

^36(1       3       6       10       i5 


3    '    4       5    '    6         7 

/.  /    J  4  ÏO  20\ 


V6         7 


K^y 


ao8 


PREMIÈRE  PARTIE. 


Ipse  conspectus  legem  compositionis  docet,  ita  ut  nihil  habeat 
diilicultatisy  eam  cuilibet  valori  Bx  adaptare. 

13.  Instituatur  tabula  difTerentiarum  quae  in  his  nostris  formu- 
lis  multiplicandœ  sunt  cum  numeris  reciprocis.  Hanc  praebebit 
faciem  : 


I.     II.      III. 


IV. 


V. 


VI. 


VII. 


Vlll. 


IX. 


ProBi...  1 

1    I 

Bj...  1 

i    3 

2 

B)...  1 

7 

12 

6 

B4...  1 

1   i5 

5o 

60 

24 

B5. . .  1 

[   3i 

180 

390 

36o 

120 

Bg...  1 

i   63 

602 

2100 

336o 

2520 

720 

B7...  1 

1  1^7 

1932 

10206 

25200 

31920 

20160 

5o4o 

Bg...  1 

i  255 

6o5o 

46620 

166824 

317520 

332640 

181440  4^320 

•  ... 

. . .  • 

•  ..'•• 

•  •••••    ••••* 

Valores  in  columna  II  formae  sunt  a^ —  i, 

Valores  in  columna  III  formœ  sunt  3^  —  2.2*4-  i .  i-^,  et  sic 
porro. 

Verum  etiam  hic,  ut  in  simili  tabula  §  8,  valet  lex  recursionis 
ita  comparata,  ut  pari  modo  quicumque  terminus 

significante  a  terminum  supra  positum,  b  antecedentem,  dum  x 
et ^  pares  sunt  singulis  indicibus  columnse  verticah's  ad  a  et  6 
pertinentis. 


Est,  ex.  gr., 


63  =  2 . 3 1    -4-  I .  I , 

602  =  3 . 1 80  -+-  2 . 3 1 , 

2100  =  4- 390  -f-  3. 180, 

336o  =  5 .  36o  -h  4 .  390, 

2520  =:  6 . 1 20  -h  5 .  36o, 

720=:     o      -h  6. 120. 


Quae  lex  non  solum  adjumentum  praebet  ad  continuandam  expe- 
dite  tabulam,  sed  etiam  subsidium,  cujus  ope  formula  ipsœsimpli- 
ciorem  inducunt  formam.  Introducendo  enim  in  formulam  pro  Bo 
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Exemplum  L  —  Numeri  II"  seriei  Vel  lineœ  : 

1.       3.      2. 
/    X  '        3       2        I        _ 

(«)  7-â"^3  =  6  =  *'" 

/iv  I         3         2 

Exemplum  II,  —  Numeri  lineae  tertlœ  : 

1.      7.       12.      6. 
/    V  I       7       12       6 

/1.x  1      7       12      6  I        - 

Hac  significatione  utens  omnino  habebis  : 

•x-B,x--^ 3~"^~4 5~ 

^tX     Pgj.  V^tj;     Dix 

12  3  4 

indice  litteris  A,  B,  •  •  • ,  addito  numerura  seriei  in  tabula  nostra 
indicante. 

Item,  subtrahendo  valores  {a)  et  (6)  : 


—  i3jî= 


"  1.2  2.3  3.4  4'5 

■^         1  .2  2.3  3.4  4-5 


III. 

13.  Restât  disquirere,  utrum  singula  expressionis  nostrae  mem- 
bra  numeri  fracti  sint  an  inlegri,  sive,  ulrum  peracla  divisione 
terminorum  A,  B,  C,  . .  •  per  2,  3,  4!»  •  •  •>  residuum  relinquatur 
necne. 

Quod  si  eruerimus,  siniul  via  patebit  ad  deducendum  ex  ipsa 
formula  illustre  illud  theorema,  a  Staudtio  et  Clausenio  invenlum. 
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cujus  ille  demonstrationem  aliunde  repetiit  (cf.  Ckelle,  Journal 
fiir  die  reine  u,  angesvandte  Mathematikj'i.  XXI,   p.   872, 
Beweis   eines    Lehrsatzes    die    Bernoullischen     Zahlen     hê- 
tre ff  end), 
Quum  singuli  valores  A,  B,  C,  •  • .  sint  formée 

n^—  («  — i)(/i  — i)*-h  ^ '-^ -i^n  —  iY 

I  •  2  ■  O 

quxstîo  in  eo  versatur  :  utrum  haec  expressio  per  n  divisa  resi- 
duum  relinquat  necne. 

Mirabar,  excepto  casu  /i  =  4>  id  tantum  evenire  posse,  ut  resi- 
duum  aut  penitus  evanescat  aut  =  —  i  évadât.  lUud  ssepissime  fit; 
hoc  tum  solum  accidit,  si  n  est  numerus  primus,  impar,  ejus  con- 
ditlonis,  ut  /i  —  i  exponentem  x  dividat. 

16.  Casum  hune  alterum  ope  theoreraatis  Fermatiani  facile 
absolvi  possCy  exempla  doceant. 

Exemplum  /.  —  Proposita  sit  ex  formula  pro  B12  vel  i0o  ex- 
pressio : 

i3*' — 12.12*'-+-  66.11*' —  220. 10*' -4- 

Demonstratio  : 

i3**^  o(mod.  i3),   12**  ^  I  (mod.  i3), 

secundum  Fermatii  theorema. 
Item 

II*',   10*',  9",  ...  =  i     (ino(l.i3) 

quare  redit  expressio  ad 

o  —  12  H-  66  —  220  -+-  49'^  •  •  •  • 
Al 

I  -- 1 2  -f-  66  —  220  H-  49-^  ...=z(i  —  i)'2=:o^o     (  inod .  1 3  )  ; 
^rf(o  noslra  expressio  unitate  niinor  zie  —  1   (niod.  i3). 
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Exemplum  IL 

7i«_6.6««-i-i5.5"  — 2o.4"-hi5.3"— 6.2"-m". 
7"=o(mod.  7),     6»«  =  6«=i(mod.  7),     item     6",     4",     ...; 

ergo  expressio  reducitur  ad 


al 


o  —  6-1- 15  —  2o-f-i5  —  6-I-I; 


1  —  6-f-i5  —  20-l-i5  — 6-!-i^  I  —  ii*^o(mod.  7)  ; 


ideoque  aggregatum  nostrum  ^  —  i  (mod.  7). 
Unde  sequitur  esse  omnîno 

a^—m{a—  i)*4-  ^^^^~      (a  —  2)*  — . . .  =  —  i     (mod.  D), 

si  D  =  a  numerus  primus  est  et  x  multiplum  numerî  D  —  1 ,  ubi  m 
potest  esse  sive,  ut  in  exemplis,  =  a  —  i ,  sive  <  a  —  i . 

Etiam  e  tbeoremate  Wilsonii  demonstratio  potuisset  derivari, 
quum,  ex.  gr., 

7i«__  6.6»«-f- 15.5"  . . .  =  7«  — 6.6«4-  i5.5« . . .     (mod.  7), 
et  poslerior  expressio  =6 !  ^  —  i  (mod.  7),  ex  lege  Wilsonii. 


17.  Altéra  protaseos  nostrse  pars  :  esse  in  caeteris  prœter  dictum 
casum 

m  {m  —  1  ) 


a^ —  m{a  —  i)*^-!- 


1 .2 


{a  —  2)*  —  ...^o     (mod.  a), 


magîs  ardua  videtur  esse  demonstratu. 

Post  varios  irritos  conatus  recurrebimus  ad  tabulam  diflerentia- 
rum,  quse  pro  potestatibus  tertiœ  dimensionis  sic  se  habct  : 


1\  {j\ 

343  216 

^1 1^7  91 

Aji 36  3o 

A3 6  6 

A4 o  o 


5'. 


120 
61 
24 


6 

o 


64 

37 
18 

6 

o 


3\ 

27 

19 
12 

6 

I 


2^ 
8 

7 
6 
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7«.             6-.             5».              \\  3".  2".  1-. 

A, o            o              o         —  1  —  3  3  I 

A, o             o         -hi          -+-2  —  6  2  I 

A, o       —  I         —   I               8  —  8  I  I 

A, H-  I             o        —  9             i6  —  9  o  I 


•  ••■••••  ••••  •••  ••••  •• 


Sicut  hic  in  tertia  lînea,  ita  omnino  apud  x^^*  po testâtes  in  x^  série 
diflerentiarum  plurimi  termini,  vel  omnes  praeterx —  i  in  fine, 
Inter  se  pares  erunt,  ita  ut  in  proxima  linea  evanescant  et  prœter  x 
eitremos  nihilo  aequentur. 

Teneamus  porro,  quod  omnes  hujus  tabulse  valores  secundum 
legem  binomii  ex  prioribus  derivantur.  Quum  igitur  in  m^^  série 
diflerentiali  sint  ipsius  formae 

o*— m(a  — i)*H ^ '(a— 2)^  —  .. ., 

cernitor  ex  ipsa  tabula,  hoc  aggregatum  nihilo  œquari  in  (x-(-  i)* 
série  diflerentiarum  et  sequentibus,  dummodo  item  basis  a  major 
sit  quam  exponens  jr,  sive,  quod  idem  est,  quoties  basis  a  et  index 
m  exponentem  potestatum  x  valore  superant. 

Atqui  in  nostris  formulis,  quamvis  sint  ejusdem  speciei,  lemma 
hoc  satis  commodum  non  adhiberi  posse  videtur,  quum  hic  expo- 
nens X  ad  summum  valori  a  par  et  nunquam  simul  utroque  nu- 
méro rt  et  m  minon  existât.  Sunt  re  vera  nostra  aggregata  valoris 
posilivi  et  nihilo  majora.  Verum  ostendere  valemus,  ea  singula 
secundum  modulum  a  vel  D  congruentia  esse  aggregatîs  similibus, 
ad  qu»,  quum  exponente  minori  quam  a  et  m  affecta  sint,  dictum 
lemma  pertinet,  ita  ut  exinde  deduci  possit,  etiam  illa,  cum  his 
congruentia,  esse  ^  o  (mod.  a). 

Quod  rursus  evidentius  est  eo  casu,  quando  divisor  D  vel  a 
oamerus  est  primus. 

Exemplum  : 

II*'—  io.io**H -^'9**—  . . .  =     (mod.  Il), 

Damque 

11**^0     (mod.  Il),      io"==  lo*^.  lo'     (mod.  Il); 
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THfiORËME  RELATIF  A  LA  COURBE  DE  WATT  ; 
Pai  m.  TCHEBYCHEF. 

Si  deux  sommets  A,  A|  du  triangle  AAi  M  glissent  respective- 
ment sur  deux  circonférences  de  centres  C,  C|  la  courbe  décrite 
par  le  sommet  M  ne  peut  avoir  avec  sa  tangente  un  contact  d^ordre  5 
(limite  qui  ne  pourra  jamais  être  dépassée)  que  dans  le  cas  où  les 

angles  CAA| ,  Ch  A|  A  ont  les  valeurs 


C.AAj  = g ,     G,AjA=— î 5 î— > 

où  rij  rix  sont  des  nombres  entiers  quelconques. 

Avec  ces  valeurs  des  angles  CAA|,  C|  A|  A  le  contact  est  tou- 
jours de  Tordre  5  lorsque  les  rayons  AC,  A|C|  des  deux  cercles 
ont  les  valeurs  suivantes 


ces  - 


A  G  =A  M 


îî  cos«(3CAAi-hY) 


cos^2CAAj-h^j    cos^V^AA^-Hy) 


COS' 


-(3<î>-;) 


cosaCCAiX— ïj    cos«((5rA^— y) 

où  Y  est  Tangle  sous  lequel  se  coupent  la  ligne  AA|  et  la  tangente 
en  M. 


•^^^ 
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MALAGOLA  (C.)-  —  Lettere  inédite  di   uomini  illustri  bolognesi.   — 
2  vol.  in- 18.  Bologne,  187^. 

Les  Lettres  des  savants  qui  se  sont  fait  un  nom  dans  la  Science 
par  leurs  découvertes  ou  dans  les  Lettres  par  la  correction  de  leur 
style  sont  toujours  d'un  vif  intérêt  pour  ceux  qui  s'occupent  de  re- 
cherches d'érudition;  aussi  toutes  les  époques  ont-elles  vu  publier 
des  Recueils  analogues  à  celui  que  nous  signalons  ici.  En  Italie, 
ce  sont  :  les  Lettere  volgari  di  diversi  nobilissimi  huomini  et 
eccelentissimi  ingegni  scritte  in  diverse  ma  te  rie  (Venise,  iS4^), 
les  Lettere  di  diversi  eccelentissimi  signori  a  diveï^si  huomini 
scritte,  Libro  primo  (Venise,  i54a),  puis  les  Lettere  famigliari 
di  alcuni  Bolognesi  (Bologne,  1 744 )• 

Le  Recueil  que  publie  aujourd'hui  M.  Malagola  a  un  caractère 
différent  du  précédent;  les  Lettres  qu'il  renferme  traitent,  pour  la 
majeure  partie,  de  questions  d'intérêt  public.  Ce  sont,  en  général, 
des  demandes  adressées  au  Sénatde  Bologne  pour  obtenirdes  créa- 
lions  de  chaires  à  l'Université  ou  pour  réclamer  des  augmentations 
d'appointements;  ces  dernières  sont  alors  accompagnées  de  l'énu- 
mération  des  titres  du  postulant  et  deviennent  ainsi  de  véritables 
documents  historiques  pour  la  biographie  des  savants  illustres  qui 
les  ont  écrites. 

La  plus  grande  partie  des  documents  sont  tirés  des  Archives  du 
Gouvernement  de  Bologne;  un  petit  nombre  seulement  ont  élé 
remis  à  M.  Malagola  par  des  amateurs  d'autographes.  Tous  étaient 
inédits. 

Parmi  les  Lettres  les  plus  intéressantes  contenues  dans  les  deux 
Volumes  de  M.  Malagola,  signalons  : 

Une  série  de  Lettres  de  Dominique  Giiglielmini  (1 655-1 7 10) 
sur  le  régime  des  cours  d'eau  en  Toscane; 

Quelques  Lettres  d^Eustache  Manfredi  (i674-i7'^9)î  relatives  à 
la  même  question,  qui  n'a  cessé  d'occuper  le  Sénat  de  Bologne  pen- 
dant tout  le  xviu*  siècle. 
Enfin  les    astronomes  s'intéresseront   certainement  aux  notes 

iiull.  (fcs  Sc/etices  mathèm.t  '^*  Série,  l.  V.  (Juin   1881.)  l5 
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d'Eiislache  Zanoltl  (1709-1782)  sur  iuî-méme  et  aux  difficultés 
pécuniaires  de  sa  vie  de  professeur.  Observateur  et  calculateur  in- 
fatigable, Zanotti  n'obtenait  qu'avec  peine  un  traitement  suffisant, 
et  ses  demandes  d'augmentation  devaient  être  reproduites  en  1739, 
1744?  1748,  175 1  et  1766'. 

Le  Recueil  de  M.  Malagola  a  donc  unç  double  importance  :  il 
nous  éclaire  sur  quelques  points  obscurs  de  l'administration  de 
l'Université  de  Bologne  et  ajoute  des  détails  intéressants  aux  bio- 
graphies des  plus  illustres  professeurs  de  cette  ville.  G.  R. 
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SUR  LES  SÉRIES  RÉCURRENTES, 
DANS  LEURS  RAPPORTS  AVEC  LES  ÉQUATIONS  ; 

Par  m.  a.  LAJSANT. 


Préli 


iminaires. 


Je  me  propose  d'examiner  à  un  point  de  vue  purement  algébrique 
certaines  propriétés  de  fonctions  analogues  à  celles  qu'a  étudiées 
M.  Eldouard  Lucas  dans  une  série  d'articles  de  la  Noui^elle  Cor- 
respondance mathématique  en  1877  et  1878,  articles  qui  ont  été 
réunis  ensuite  en  une  Brochure  fort  intéressante  (  •  ). 

Les  fonctions  U„  et  V„  de  M.  Lucas,  qui  dérivent  de  l'équation 
du  second  degré,  ont  surtout  pour  objet  des  recherches  arithmé- 
tiques, comme  l'indique  le  titre  même  de  son  étude  et  comme  il  a 
soin  d'en  prévenir  le  lecteur  dès  le  début.  On  peut  même  dire  que 
l'auteur  a  ouvert  là  une  voie  nouvelle  et  fort  originale  pour  ceux 
qui  s'occupent  de  la  science  des  nombres;  mais,  par  cela  même,  il 
est  obligé  de  faire  certaines  hypothèses  sur  les  coefficients  de  l'équa- 
tion d'où  procèdent  les  fonctions  qu'il  considère. 

Ici,  au  contraire,  mes  recherches  ayant  un  but  différent,  je  laisse 


(*)  Sur  la  théorie  des  fonctions   numériques  simplement  périodiques  y  par  M.  Éd. 
T.ucas.  Bruxelles,  1878. 
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aux  équations  toute  leur  généralité,  sans  supposer  mênie«  comme 
ou  Je  fait  d'habitude,  que  les  coeflicients  soient  réels. 

On  ne  trouvera  donc  pas  dans  ce  qui  va  suivre  une  généralisation 
des  travaux  de  M.  Lucas,  à  proprement  parler,  mais  plutôt  une 
étude  analogue  au  début  et  différente  dans  les  développements. 

II  m'a  paru  intéressant  surtout  d'insister  sur  le  lien  étroit  qui 
existe  entre  les  séries  récurrentes  et  les  équations. 

Ce  sujet  a  été  traité,  il  est  vrai,  par  Daniel  Bernoulli  dans  le  T.  III 
des  Mémoires  de  l'académie  de  Saint-Pétersbourg.  Sa  méthode 
est  exposée  très  complètement  par  Euler  dans  le  Chapitre  XVII  de 
son  Introduction  à  l' jinaljse  infinitésimale.  Chapitre  intitulé  : 
De  l'usage  des  séries  récurrentes  dans  la  recherche  des  racines 
des  équations.  Enfin  Legendre  a  traité  à  son  tour  le  même  sujet 
(Essai  sur  la  théorie  des  nombres,  2*  édition,    1808^  P*  Partie, 

§XIV,p.i43)(')- 

Malgré  cela,  et  en  raison  du  plus  grand  caractère  de  généralité 
que  je  donne  à  mon  étude,  je  n'ai  pas  cru  devoir  passer  sous  silence 
ces  remarquables  propriétés.  J'avais  d'autant  plus  de  motifs  pour 
le  faire,  que  Daniel  Bernoulli  semble  avoir  eu  principalement  poui* 
objet  la  recherche  d'un  moyen  pratique  d'approximation,  s'appli- 
quant  surtout  aux  racines  réelles,  tandis  qu'ici  je  me  préoccupe  bien 
plutôt  des  propriétés  elles-mêmes,  s'appliquant  à  n'importe  quelles 
équations  algébriques,  que  des  applications  de  ces  propriétés. 

Enfin  l'on  trouvera  peut-être  quelques  considérations  nouvelles 
dans  ce  que  j'expose  au  sujet  delà  formation  des  séries  récurrentes 
imaginaires  et  de  leur  construction  géométrique. 

Fonctions  ma?  loi  de  récurrence. 

1.  Pour  plus  de  précision  dans  les  idées  et  de  brièveté  dans  les 
écritures,  nous  commencerons  par  examiner  une  équation  du  qua- 
trième degré.  Il  nous  sera  aisé  de  généraliser  ensuite,  en  les  appli- 
quant à  des  équations  de  degrés  quelconques,  les  raisonnements 
employés  et  les  résultats  obtenus. 


(')  roir  aussi,  sur  des  sujets  auaIo{;ues,  insérés  dans  ses  OF.iivrrs  :  T.  f,   p.  q3  ; 
T.  IV,  p.  iSi:  T.  V.  p.  Ci-, 
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Sojt  donc  réquation 

qui  admet  pour  racines  a,  £,  c,  d^  valeurs  imaginaires  en  général, 
les  coefficients  Pi^pz^pt,  Pa  étant  eux-mêmes  imaginaires. 

2.  Soit 
(2)  ///=  F(a',  b'\  &,  d^)  =  Aa'-h  B6'  -+-  Ce'  -h  D^ 

une  fonction  algébrique  quelconque  des  puissances  pareilles  a',  A', 
des  racines.  Si  cette  fonction  est  symétrique,  il  est  souvent  aisé, 
comme  Ton  sait,  de  la  former  au  moyen  des  cooflicients  de  l'équa- 
tion. C'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  pour  la  somme  des  puissances 
semblables. 

Si  nous  multiplions  Téquation  (1)  par  x*  et  si  nous  y  rempla- 
çons X  successivement  par  a,  b,  o,  d,  nous  aurons  les  quatre  iden- 
tités 

a^-*-^  -^ Pia^-^"^  -\-  PfO^ -^^  -h  p^a^-*-^  -h p^a^' ^  o^ 

f,^-*-^-hp^h^-*-^'i'P^b^-^^'^p^b^-^^-hp^b^=o, 

^    ^  ï  c^-^^  -f-  /?,  c^'-+-3  -h  /?,  c''-^^  -4- Pi e*-*-*  -4-  Pi c^  =  o, 

En  ajoutant  ces  équations  après  les  avoir  respectivement  mul- 
tipliées par  A,B,  C,  D,  nous  obtenons  la  relation  très  importante 

Les  quantités  u  forment  donc  une  suite  récurrente  et  la  loi  de 
récurrence  est  indiquée  par  la  relation  (4).  Cette  relation,  sous 
forme  symbolique,  peut  s'écrire 

(5)  ujJ{u)=zOy 

en  convenant  de  remplacer  les  exposants  par  des  indices  et  de  res- 
tituer l'indice  zéro  lorsque  c'est  nécessaire. 

Suivant  la  nature  des  fonctions  1/,  les  suites  obtenues  seront  dif- 
férentes ;  mais  pour  une  même  équation  nous  n'aurons  jamais 
qu'une  même  loi,  c'est-à-dire  que  les  diverses  suites  ne  différeront 
entre  elles  que  par  les  conditions  initiales. 
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Ainsi,  à  toute  équation  algébrique  répond  une  classe  de  séries  ré- 
currentes, et,  réciproquement,  à  toute  série  récurrente  donnée  ré- 
pond une  équation  algébrique  (étant  entendu  que  la  formule  de 
récurrence  qui  lie  entre  eux  autant  de  termes  consécutifs  qu'on 
\oudra  est  de  forme  linéaire  et  homogène). 

Fractions  génératrices, 

3.  Soit  donnée  la  fraction 

I 

OQ,  plus  généralement. 


I  -4-/?tJ^-4-/îl^*-^/>3Jr'^-/>4X* 


le  numérateur  étant  un  polynôme  quelconque,  de  degré  inférieur  à 
celui  du  dénominateur.  Si  nous  essayons  d'en  effectuer  le  dévelop- 
pement suivant  les  puissances  croissantes  de  x,  nous  aurons 


I -h  p,  X -f- /»,  .r* -f- />3  or» -f- /74  X* 


En  multipliant  par  le  dénominateur  et  identifiant,  cela  nous  don- 
nera, k  étant  un  entier  positif  quelconque, 

Aa-i-v  -4-  Pi  A;t+3  -f-  p^  AA^-J|  -f-  /?3  A;t-n  +  A  ^k  —  «i 

ou,  symboliquement, 

Aa/(A)=o, 

cest-à-dirc  précisément  la  relation  (  j),  au  changement  près  de  u 
en  A. 

La  série  des  coefiicients  du  développement  considéré  est  donc 
ideniique  avec  Tune  des  séries  u  dont  nous  avons  parlé  plus  haut. 

Les  conditions  initiales  dépendront  du  numérateur  de  la  fraction, 
mais  la  loi  de  récurrence  dépendra  du  dénominateur  seulement.  Ce 
dénominateur  peut  s'écrire 
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Donc,  à  une  loî  de  récurrence  donnée  et  représentée  par  la  for- 
mule (5)  répondent  d'une  part  l'équation  (i)  et  de  l'autre  la  frac- 
tion  ; — -  I  c'est-à-dire,  en  général, ; — -  1  • 

Réciproquement,  à  la  loi  de  récurrence  uj^fl  -  j  =  o  répondrait 

la  fraction  génératrice  -jr — ^»  car  on  peut  poser  k  =  k'-h  n. 

Si  la  suite  des  coefficients  de  la  loi  de  récurrence  [formule  (4)] 
est  symétrique*  l'équation  (i)  est  symétrique,  elle  aussi.  Dans  ce 
cas,  il  est  évident  que  le  premier  membre  de  cette  équation  (i)  est 
identique  avec  le  dénominateur  de  la  fraction  génératrice. 


Progressions  dérwces . 
\,  Rappelons  les  relations  bien  connues 

i/?i  =  —  a  —  b  —  c  —  el^ 
/?j  z=.  ah  -^  ac  -\-  ad  -r-  bc  -\-  bfi  -h  ciiy 

(61 

i  ^,  =  —  abc  —  abd  —  acd  —  bcd^ 
.  /?4=  a  bai. 

Si  nous  divisons  le  premier  membre  de  l'équation  (i)  par  x  —  «, 
nous  avons 

fix] 
(  7  )  _>— -  =  y^  (.r )  =:  x'  -+-  ai  .r*  -+-  «j-r  4-  a,, 

et,  en  vertu  des  relations  (6), 

/   «,  m  ^,  -f-  r/      z=z  —  b  —  V  —  .7, 
^8  ^    «2  =/?j  -f  a  v.^-=i  bc  -\-  b(l  -+-  cd, 

(    «j  =  ^3  -f-  1/  « j  :z3  —  bcd. 

De  la  formule  (7)  nous  déduisons  l'identité 
cl,  par  conséquent,  la  loi  de  récurrence  (5)  des  fonctions  u  peut 
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s'écrire 


(9)  «A-M?a(«)  =  ^«il-?a(«)' 

Cette  égalité  symbolique  nous  montre  que  les  termes  Ufi(^a{u)'i 
"ik+i9a  (w), . . .  forment  une  progression  par  quotient,  de  raison  a. 

En  remplaçant  successivement  k  par  o,  i ,  a, . . . ,  A  —  i  dans  la 
relation  (9),  puis  multipliant  les  résultats,  on  obtient  sans  peine 

OU,  en  posant 

(lû)  Uf,fa[^)=^^^a' 

Les  quantités  a*4>a  sont  figurées,  comme  Ton  sait,  par  les  rayons 
successifs,  également  inclinés  les  uns  sur  les  autres,  d'une  certaine 
spirale  logarithmique,  puisqu'elles  forment  une  progression  par 
quotient  dont  la  raison  est  a. 

L'équation  (10)  nous  montre  donc  tout  de  suite  que  l'expression 
M*Ç<i(w)î  lorsqu'on  fera  croître  k  indéfiniment,  tendra  vers  zéro  ou 
Ters  Tinfini,  suivant  que  le  module  de  la  racine  a  sera  plus  petit  ou 
plus  grand  que  l'unité.  En  eflet,  la  spirale  dont  nous  venons  de 
parler  se  rapprochera  de  plus  en  plus  du  pôïe  ou  s'en  éloignera  in- 
définiment, suivant  l'un  ou  l'autre  de  ces  deux  cas. 
Si  le  module  de  a  est  égal  à  l'unité,  le  module  de  Uf(ffa{u)  reste 

constant.  La  spirale  se  réduit  alors  à  une  circonférence. 
Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  pour  la  racine  a  peut  se  répéter 

identiquement  pour  chacune  des  autres  racines  i,  c,  d.  Nous  aurons 

donc 

(  ffkfhif]  =  ^**/.» 
(m)  u,>.f,[u)  =  c^  i>,, 

et,  par  conséquent,  au  moyen  d'une  série  récurrente  quelconque,  à 
loi  de  récurrence  homogène  et  linéaire  iik/{  w  )  =  o,  on  peut  former 
autant  de  progressions  par  quotient  qu'il  y  a  de  termes,  moins  un, 
dans  la  relation  de  récurrence.  Ces  progressions  ont  respectivement 
pour  raisons  les  racines  de  l'équation /'(j:)  =  o.  Nous  les  appelle- 
rons progressions  dérivées  de  la  série  donnée. 
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o.  Comme  exemple  très  simple,  considérons  la  série 

I,  2,  9,  22,   77,  210,  673,  1934,  5973,    ..., 

qui  satisfait  à  la  loi  de  récurrence 

Si  nous  formons  les  quantités 

«/  4.,  —       W/^.,  —  6  //;i., 

pour  toutes  les  valeurs  possibles  entières  et  positives  de  A,  nous 
trouverons  respectivement  les  trois  suites 

9,  27,  81,  243,  729,      ..., 

If  i«  1,  i«  i)..., 

-i-4,       —8,       -+-16,       —32,       -4-64,     .... 

Ce  sont  les  trois  progressions  dérivées  de  la  série  donnée;  elles 
ont  pour  raisons  3,  i  et  —  2,  parce  qu'en  effet  ces  trois  dernières 
quantités  sont  les  racines  de  Téquation 

j?'  —  2^*  —  5.r  -4-6  =  0. 

Les  fonctions  cf(a:)  sont  ici 

x' -f-  .r  —  2,      x'  —  .c  —  G,      x^  —  ^.v  -{-  3, 

expressions  correspondant  aux  formules  des  termes  des  trois  pro- 
gressions ci-dessus. 

6.  11  est  possible  de  généraliser  les  résultats  que  nous  venons 
d'obtenir.  Supposons  en  effet  que  le  polynôme  enliery  {x)  soit  dé- 
coinposable  en  un  produit  de  deux  polynômes  entiers  d'une  ma- 
nière quelconque  : 

(.,.)  /(.r)  =  y(.r)^(x). 

Je  dis  que,  si  je  forme  la  série  des  quantités 
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ces  quantités  satisferont  à  la  loi  de  récurrence 

(l3)  r,^.(^{io)=^0. 

Réciproquement,  si  nous  l'ornions  la  série 
nous  aurons 

Pour  le  démontrer,  supposons  que  9(^),  développé,  soit  de  la 

forme 

Nous  avons  identiquement 

Donc  la  loi  de  récurrence  des  quantités  ti  peut  s'écrire 

c'csl-à-dire 

ou,  sous  forme  symbolique, 

C  est  précisément  la  relation  (i3)  que  nous  voulions  établir.  La 
formule  (14)  se  démontrerait  identiquement  de  la  même  manière. 

Par  exemple,  dans  la  série  u  du  numéro  précédent,  si  nous  for- 
mons la  suite  u^^i  —  3  «a,  nous  obtenons 


:') 


—  1,  -4-3,  — 5,  -f-ii,  — 21,  +43,   ..., 


suite  sur  laquelle  on  vérilic  immédiatement  la  relation 


r,k+%-^^k+i—  2ï;a==  o< 


On  voit  ainsi  que  d'une  suite  récurn^nte  donnée  se  déduisent 
Mon  seulement  des  progressions  dérivées,  mais  en  général  des  5e/ /c^a' 
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dérivées  qu'on  peut  associer  par  couple  de  deux,  réciproques  enlre 
elles. 


Rapports  de  deux  termes  consécutifs  des  séries  u.  —  Calcul  des 
racines  de  plus  grand  module  et  de  plus  petit  module  d'une 
équation, 

7.  Revenons  aux  équations  considérées  au  début,  et  qui  s'appli- 
quent à  un  type  du  quatrième  degré,  ce  qui  n'altère  en  rien  la  gé- 
néralité des  résultats. 

Si  nous  divisons  chacune  des  équations  (i  i)  par  Téquation  (lo), 
membre  à  membre,  nous  aurons 


"x?a(«)       i^'V  * 


u)       \a)     *« 


y 


c 
y 


Actuellement,  supposons  que,  parmi  les  racines  de  l'équation  (i), 
a  soit  celle  qui  a  le  plus  grand  module  et  qu'il  n'y  en  ait  pas  deux 
de  ce  plus  grand  module. 

Alors,  si  nous  donnons  à  A*  des  valeurs  indéfiniment  croissantes, 
les  seconds  membres  des  équations  ci-dessus  auront  pour  limite  zéro. 

En  divisant  les  fractions  du  premier  membre,  haut  et  bas,  par  ua, 
cela  nous  montre  que  nous  devrons  avoir  à  la  limite  (  *  ) 

h  Pi h  ?i h  P3=  O, 

«A  "A  "A 

(i5)  {  ——-1-71—-  -^  7j -— -4- 7,  =  O, 

f^A  ^k  "k 

■  -h  ©1 h  d^ h  O3  =  O. 

Uf,  u^  u^. 


(*)  Pour  plus  de  simplicité  dans  l'écriture  nous  supprimons,  avfic  intention,  l'in- 
dication Ilm.  dans  ces  diverses  relations;  mais  il  faut  y  suppléer  par  la  pensée. 
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Lu  posant =  /'a+i»  ces  équations  peuvent  s  écrire 

^k-hl  '"A+J  '■*+3  -♦-  ?l  ''A-Hl  ''A^+t  -+-  pi  ''Ah-1  +  ^3=0» 
'•*-l-l  ''AH-l  ''A-H3  -+~  7l  ''A-hl  ''A-hî  -+-  7*  ''Ar+l  "H  Va  =^  O, 
''A-M  'Wî  ''A>|-3  h-  ^1  ''A-4-1  ''A-+-Ï  -+"  ^i  ''A+1  -h  «^3  =  O. 

On  pourrait  les  résoudre  sans  nulle  peine  en  considérant 
'■A+i/'*+jrA_|.»,  ta+i^'a+ï  et  />^i  comme  trois  inconnues  différentes, 
ce  qui  rend  le  système  ci-dessus  de  forme  linéaire.  Mais  il  est  évi- 
dent que,  si  le  rapport  -^  tend  vers  une  certaine  limite  lorsque  k 

croit  indéfiniment,  rien  ne  saurait  distinguer  les  diverses  valeurs 
de  r  dans  les  équations  ci-dessus,  qui  se  rapportent  aux  limites. 

Donc,  en  désignant  par  r  la  valeur  limite  commune,  ces  équa- 
tions deviennent 

(16)  {  '^ -+- 7i '*  "+- 72 '^ -t- 73  =  «>> 

c'est-à-dire  précisément 

Or 

y^(x)  =  0  admet  pour  racines  //,  r,  ff, 

?c  (•^)  =0  »^  ^h     ^^    ^» 

f(i[x]  =z  o  ))  a,   bj  c. 

Donc  a  est  la  racine  commune,  et  la  seule,  aux  trois  équa- 
tions (17),  et  en  somme  nous  avons 

(18)  W^'lttL^a, 

En  langage  ordinaire,  cette  proposition  peut  s'énoncer  ainsi  : 

61  une  suite  récurrente  «i,  a,, . .  .  a  pour  loi  de  récurrence  la 
relation  symbolique 
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le  rapport  d^un  terme  au  précédent,  lorsqu'on  prendra  des  termes 
déplus  en  plus  éloignés  dans  le  sens  positif,  tendra  vers  la  racine 
de  plus  grand  module  de  Véquationf^x)  =  o. 

8.  Nous  n'avons  jamais  considéré  jusqu'à  présent  que  les  séries 
u  prolongées  dans  le  sens  positif,  c'est-à-dire  que  les  termes  à  in- 
dices positifs.  Il  est  clair  qu'on  peut  prolonger  la  série  dans  les  deux 
sens,  et  que,  par  conséquent,  les  formules  établies  précédemment 
subsistent  en  leur  entier  pour  des  valeurs  négatives  de  h. 

Seulement  alors,  les  relations  du  n°  7  ne  donneront  plus  les 
mêmes  conséquences»  les  seconds  membres  croissant  indéfiniment 
si  nous  admettons  encore  que  a  soit  la  racine  de  plus  grand  mo- 
dule. 

Supposons  donc  au  contraire,  un  instant  seulement,  et  pour  ce  cas 
des  indices  négatifs,  que  a  soit  la  racine  déplus  petit  module.  Alors 
les  second  smembres  tendent  vers  zéro;  tout  le  reste  suit  comme 
précédemment,  et  le  rapport  limite  d'un  terme  au  précédent,  en 
prolongeant  indéjiniment  la  série  dans  le  sens  négatif,  tend  vers 
la  racine  de  plus  petit  module. 

Ainsi  la  série  prise  comme  exemple  au  n"  5,  étant  prolongée  dans 
les  deux  sens,  nous  donne 

209  37  5  I 
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o,     o,     1,     2,     9,     22,     77,     aïo,     673,     .... 

k.  droite  le  rapport  d'un  terme  au  précédent  tend  vers  3,  et  à 
gauche  vers  i,  qui  sont,  ainsi  que  nous  l'avons  vu  plus  haut,  les 
racines  de  plus  grand  et  de  plus  petit  module  de  l'équation  corres- 
pondante. 

9.  La  proposition  que  nous  venons  d'établir  fournit  une  méthode 
de  calcul  pour  la  recherche  des  racines  extrêmes  d'une  équation 
algébrique  quelconque  (on  nous  permettra  d'insister  sur  ce  point), 
c'est-à-dire  d'une  équation  à  coefficients  et  à  racines  imaginaires. 

[1  n'est  pas  nécessaire,  pour  appliquer  cette  méthode,  de  former 
telle  ou  telle  fonction  symétrique  des  racines  d'après  les  coefficients^ 
fonction  dont  le  calcul  algébrique  peut  être  une  opération  prëa- 
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nous  étudions  ici  procèdent  d'une  équation  du  quatrième  degré  (ou 
en  général  de  degré  quelconque),  exactement  au  même  titre  que 
les  fractions  continues  périodiques  procèdent  des  équations  du  se- 
cond degré. 

Le  calcul  des  valeurs  /•,  qui  peut  se  faire  directement  au  moyen 
des  termes  de  la  série  m,  peut  s'eiFcctuer  aussi  par  voie  de  récur- 
rence comme  il  suit. 

Nous  avons 

Divisons  par  —  tti^i  et  il  viendra 

I  I  T 


(20)       \ 

=  Pl  -h  3^  U,  -+-    -^    ( /?3  -^-    —'-A   ) 

En  général,  pour  une  équation  de  degré  quelconque  /i, 

(21)    —  r^+^zur/^i-f--— î — \pt-^  --- — \Pi-^  "-^-r—Pn]"*    • 

Cette  relation,  limitée  à  deux  termes,  engendrerait  une  fraction 
continue.  L'analogie  se  poursuit  donc  avec  un  très  grand  degré  de 
généralisation;  en  réalité,  les  valeurs  o  sont  les  réduites  succes- 
sives de  véritables  fractions  continues  d'ordres  supérieurs, 

H .  Il  reste,  bien  entendu,  à  s'assurer  que  les  valeurs  successives 
de  /•  convergent  réellement  vers  une  certaine  limite  au  lieu  de  s'en 
écarter.  C'est  ce  qu'il  sera  facile  de  vérifier  sur  chaque  exemple  et 
d'obtenir  au  moyen  des  conditions  initiales  dont  on  dispose.  Nous 
ne  croyons  pas  utile  ici  d'insister  pour  le  moment  sur  ce  point. 

Mais  ce  que  nous  voulons  faire  ressortir  surtout,  c'est  que  la  mé- 
tliode  précédente,  bien  qu'indirecte,  indique  une  marche  systéma- 
tique de  calcul,  un  tableau  des  opérations  à  effectuer  pour  parve- 
nir au  résultat,  c'est-à-dire  à  obtenir  les  racines  de  plus  grand  et 
de  plus  petit  module. 

On  peut,  à  un  point  de  vue  purement  théorique,  la  considérer 
comme  intermédiaire  entre  un  simple  procédé  numérique  et  une 
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solution  algébrique  proprement  dite.  Enfin  elle  présente  cet  intérêt 
considérable,  sous  la  forme  où  nous  venons  de  Tcxposer,  de  n^éta- 
blir  aucune  distinction  entre  les  racines  réelles  ou  imaginaires  et 
d'avoir  ainsi  un  caractère  de  généralité  absolue  très  conforme  au 
véritable  esprit  de  TAIgèbre.  A  ces  titres  divers  et  en  remarquant 
sur  quelles  notions  simples  elle  s'appuie,  la  méthode  de  Daniel  Ber- 
noulli  mériterait  peut-être  de  ne  pas  rester  dans  l'oubli  où  elle  pa- 
raît être  depuis  Euler  et  Legendre. 

Ayant  obtenu  les  racines  a  et  a'  de  plus  grand  et  de  plus  petit 
module  d'une  équation  algébrique  quelconque,  nous  pourrons  en 
débarrasser  l'équation  donnée  en  divisant  le  premier  membre  par 
[x  —  «)(j:  —  a'). 

On  appliquera  la  même  méthode  à  Téquation  nouvelle  ainsi  ob- 
tenue et  dont  le  degré  se  trouvera  abaissé  de  deux  unités,  et  ainsi 
de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  une  équation,  soit  du  premier, 
soit  du  second  degré,  qui  dans  les  deux  cas  se  résoudra  immédiate- 
ment  par  les  formules  connues. 

Cas  des  racines  d'égal  module. 

12.  La  méthode  exposée  s'applique  intégralement  au  cas  où  la 
racine  de  plus  grand  ou  de  plus  petit  module  est  multiple,  car  le 
nombre  des  équations  (16)  se  réduit,  il  est  vrai  ;  mais,  comme  il  y  a 
encore  une  racine  commune  a,  et  une  seule,  aux  équations  restantes, 
r  doit  nécessairement  prendre  cette  valeur  a. 

Uyauncas,  au  contraire,  dans  lequel  la  méthode  tombe  absolu- 
ment en  défaut  :  c'est  celui  où  il  y  a  à  la  fois  plusieurs  racines  d'égal 
module  maximum  ou  minimum  et  d'arguments  différents. 

Nous  allons  l'examiner  dans  le  cas  de  deux  racines,  qui  est  spé- 
cialement intéressant,  puisque  c'est  celui  que  présentent  les  racines 
imaginaires  des  équations  à  coefficients  réels. 

13.  Reprenons  l'équation  (9),  dans  laquelle  se  trouve  mise  eu 
évidence  la  racine  a, 

Nous  pouvons  écrire  celte  relation  symbolique  sous  l'une  des 
Jeux  formes 

22'  { 
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Si  nous  rapproclions  de  ceci  la  solution  que  nous  donne  la  for- 
mule (18),  et  (]ui  peut  s'écrire 


f^k-^ï  —  «  «X 


(A-co), 


nous  voyons  que  la  racine  de  plus  grand  module  a  est  telle,  qu'elle 
annule  le  coefficient  symbolique  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion (22),  c'est-à-dire  Uj^^  —  «w*=  ï^a(w  —  «)  pour  A*  =  oo  . 

Rappelons,  en  passant,  que  la  racine  de  plus  petit  module  annule 
le  môme  coefficient  pour  Â"  = —  00  . 

De  cette  remarque,  l'analogie  conduit  à  supposer  que,  si  nous 
considérons  à  la  fois  les  deux  racines  a  gX.  b  ayant  les  plus  grands 
modules,  la  relation  (22)  pouvant  s'écrire 


(23) 


«A-("  —  «){«—  i»)^a,fe(tt)  =0, 


les  racines  en  question  satisferont  à  l'équation 


ou 


(^4) 


Uk[u  —  û)(«  —  ^)=o  (A*=.QO), 


«XH-i—  («-H  b)itf^^^-\'abf,=  o. 


Mais  l'analogie  ne  saurait  suffire  pour  justifier  cette  conséquence, 
et  il  importe  de  l'établir  en  toute  rigueur. 

Dans  ce  but,  et  pour  employer  un  raisonnement  celte  fois  tout  à 
fait  direct,  nous  reprendrons  les  termes  u/  sous  la  forme  de  la  re- 
lation (  2  ),  qui  met  en  évidence  les  racines  de  l'équation  et  qui  aurait 
pu  permettre  d'obtenir  les  résultats  précédents. 

Le  premier  membre  de  la  relation  (24)  deviendra,  en  supposant 
quelconque  le  degré  de  l'équation. 


(25) 


f   (  Aei*-^*  -i-  B  //•+*  -h  Cc^-*-»  -4-  .  .  .  ) 


...) 


.). 


En  supposant  A"  positif  et  très  grand,  et  de  plus 

niod  a  ^  mod  h  >  niod  c  > .  .  . , 

nous  pouvons  négliger  les  termes  en  r,  r/, . . .  vis-à-vis  de  ceux  en  a 


K€ 


rîÈf 


t- 
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et  bf  et  alors  il  nous  reste  une  identité  si  nous  égalons  à  zéro  l'ex^ 
pression  (^S)  ainsi  considérée  à  la  limite. 

Les  deux  racines  de  plus  grand  module  a  et  h  satisfont  donc 
bien  a  Téquation  (24),  c'est-à-dire  à  celle-ci  : 

(26)  n-^i—  [n  -^  b)  -h  ab  —  =  o. 
Nous  avons  donc  aussi 

(27)  r^H-, —  (a-h^)-4-rtA =0. 

En  résolvant  les  deux  équations  (26)  et  (27)  par  rapport  à 
(a  -4-  i)  et  ai,  nous  trouvons 

„   ,   1 ^k-k-x  (  ^k^t  —  ^k ] 

(.8)  <:  '-;-^*      ^ 

au  = • 

Il  est  bien  entendu  toujours  que  ces  équations  s'appliquent  aux 
limites  pour  k  infini. 
Si  les  quantités  r  sont  convergentes,  ces  deux  expressions  de  a-hb 

et  ai  tendent  vers  la  forme  -?  et  d'ailleurs  il  n'y  a  pas  lieu  dans  ce 

cas  d'avoir  recours  à  une  autre  méthode  que  celle  précédemment 
exposée. 

Mais  si,  au  contraire,  il  y  a  deux  racines  a  et  i  d'égal  module 
maximum,  les  quantités  /'  cessant  de  converger  vers  une  certaine 
limite,  on  pourra  appliquer  ces  formules  (28). 

Comme  exemple  extrêmement  simple,  prenons  la  série 

«ah^î-+-  "a^i4-  w/,  =  o, 
qui  doune  en  particulier 
(«)         I,     2,     —3,      I,     :>.,     —3,      I,     2,      —3,     ... 

pow*  la  série  u, 
La  série  des  rapports  /•  sera 

/  .  3  I  3  r 

2  3  2  i 

Bull,  des  Sciences  mathém.t  7*  Série,  t.  V.  (Juin  i8ii.)  lO 
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et,  en  appliquant  les  formules  (a8),  nous  trouvons  pour  les  seconds 
membres  les  quantités  constantes  —  i  et  H-  i .  Donc  il  en  est  encore 
ainsi  k  la  limite,  et  nous  avons 

a -^  b  = — I,     ûA  =  i, 

relations  bien  connues  qui  déterminent  les  racines  imaginaires 
cubiques  de  Tunité. 

Il  n*est  pas  nécessaire  ici  de  passer  à  la  limite,  et  les  quantités  se 
trouvent  constantes,  parce  que  Justement  les  racines  en  question 
sont  les  seules  que  possède  Téquation  répondant  à  la  série  (w). 

Nous  avons  pris  un  cas  particulier  tel  que  celui-là  pour  simplifier 
les  calculs  numériques  et  rendre  néanmoins  Texemple  assez  frap- 
pant. On  voit  en  effet  que  les  quantités/*,  par  elles-mêmes,  ne  don- 
neraient rien,  puisqu'elles  ne  sont  pas  convergentes,  tandis  que  les 
formules  (a8)  fournissent  un  résultat. 

14.  Il  peut  être  assez  intéressant  de  donner  à  la  formule  (^3) 
une  forme  dans  laquelle  entrent  les  conditions  initiales,  de  même 
qu'à  la  relation  (9)  nous  avons  pu  donner  la  forme  (10). 

Pour  cela,  écrivons  cette  formule  (  23) 

Si  nous  donnons  successivement  à  k  les  valeurs  o,  i,  2,  3, .  • . ,  et 
si  nous  cherchons  à  introduire  seulement  dans  le  second  membre 
les  termes  M|  et  m^,  nous  trouverons 


fhi'a.h(ff]  =  [  ^_i^   u,-ab   ^^__^^  u^y!^„j,[u). 

Il  est  facile  de  généraliser  à  la  manière  ordinaire  et  de  démontrer 
qu'on  a 

U*^  ^k-si  '  •  •  étant  les  fonctions  U  de  M.  Lucas,  qui  se  rapporUmt 
à  l 'équation  (r  —  ^){^  —  /;)=o. 
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Autres  propriétés  des  séries  u. 

15.  Les  différences  Aa  des  termes  d'une  série  u  forment  en-^ 
core  une  série  de  la  même  famille. 

Soit  en  effet  une  série  ii,  avecla  loi  de  récurrence 

Nous  aurons  aussi 

et,  par  soustraction, 

c'est-à-dire 

(3o)  Aifjt+„  -f-  ;?i  AaA^;»_i  -+-  •  •  •  H-  /?« ^11^.=  o. 

Corollaire. — Les  différences  d^  ordres  quelconques  A^u,  A*  u, . . . 
forment  encore  des  séries  de  la  même  famille. 

Par  exemple,  si,  comme  au  n^  5,  nous  reprenons  la  série 

(u)        I,       2,       9,       22,       77,       2IO,       673,        1934,       5973,        ..., 

qui  correspond  à  l'équation 

.r' —  2.r* —  5j:  -+-  6  i=:  o, 

les  séries  suivantes, 

'M)  I,       7,     i3,       55,     i33,      4^3,     ..., 

i^^u]  6,      6,    4^»       7^>    33o,       798,     ..., 

(A'tt)  -h  o,     36,     36,     252,     4^^>     1980,     ..., 


correspondront  aussi  à  la  même  équation. 
Sous  forme  symbolique,  Téquation  de  récurrence 


«a/>^  =  0 
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étant  donnée,  on  peut  dire  qu'il  est  permis  d'opérer  par  A,  A-, .,., 
A?, . . .  sur  cette  équation  et  d'en  déduire  en  général 

(3i)  Afui./[u^=:o. 

16.  *Si  une  série  u  correspond  à  V équation  f[x)  =  o,  elle  cor- 
respond en  même  temps  à  toutes  les  équations  telles  que 

/{xi  X?(x)r=0, 

y  (a:)  étant  un  poljnôme  entier  quelconque. 

En  effet,  posons  F{x)  =f{x)X(f{x).  Toutes  les  racines  de 
l'équation  y(x)  =  o  sont  en  même  temps  racines  de  l'équation 
F(x)  =  o.  Donc,  en  raisonnant  exactement  comme  nous  l'avons  fait 
aun°  2,  mais  appliquant  seulement  le  calcul  aux  racines dey(a  )  =  o, 
nous  obtiendrons 

(32)  uj^F{u]=zo, 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Réciproquement,  s'il  arrive  qu'une  même  série  u  satisfasse  à  la 
fois  à  deux  lois  de  récurrence  distinctes 

c'est  que  les  deux  polynômes  F  (a:)  et  F|  (x)  ont  un  certain  diviseur 
commun  y  (x). 

Si  Uf(  F|  (//)  =  o  est  la  loi  de  récurrence  du  moindre  nombre  de 
termes  que  présente  la  série  m,  alors F(x)  est  un  multiple  de  F|  (x). 

Par  exemple,  la  série  de  Fibonacci 

satisfait  aux  deux  lois  i/^^a —  a  z/^+i  —  w^=  o,  w>t+8 —  a  MA+2-f-  "*=  o. 
Donc  les  deux  polynômes  x' —  2X — :  i ,  x*^  —  ax-  -I-  i  ont  un  divi- 
seur commun.  Ils  sont  tous  deux  uiultiples  de  x'^  —  x  —  i,  et, 
effectivement,  la  loi  de  récurrence  la  plus  simple  que  présente  la 
série  ci -dessus  est 

Cette  proposition  conduit  à  diverses  conséquences  assez  dignCi 
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d'intérêt.  S'il  arrive,  par  exemple,  qu'une  série  u  répondant  à 
y(j:)  =  o  soit  périodique,  c'est-à-dire  si  Ton  a  1/;^^;,=  ^^,  c'est 
que  toutes  les  racines  dey*(x)  =  o  appartiennent  à  Téquation  bi- 
ndmc  x"  =  I . 

D'après  ce  qui  précède,  on  voit  que,  une  loi  de  récurrence  étant 
donnée,  on  peut  en  déduire  une  inCnilé  d'autres  en  ajoutant  à 
l'ëquation  y(x)  =  o  autant  de  racines  qu'on  voudra.  En  d'autres 
termes,  il  est  licite  de  multiplier  l'équation  symbolique  de  récur- 
rence par  un  polynôme  entier  en  m. 

Introduisons  ^  fois  la  racine  i .  Cela  nous  donnera 

ou 

(33)  (tf-i)'/ /!,./(«)  =  o, 

c'est-à-dire,  en  vertu  d'une  autre  formule  symbolique  bien  connue. 

Nous  avons  donc  ainsi  une  nouvelle  démonstration  de  la  propo- 
sition qui  fait  l'objet  du  numéro  précédent. 

Ainsi,  prendre  les  différences  d'ordre  q  ou  multiplier  l'équation 
de  récurrence  par  [u  —  i)^,  c'est  exactement  la  même  chose.  Ces 
remarques  peuvent  parfois  servir  à  retrouver  la  loi  de  récurrence 
d'une  série  donnée  numériquement. 

Soit,  par  exemple, 

(u)  I,     2,     3,     7,      II,     07,     43,      

Formons  les  différences 
(àa)  I,      I,     4,     4,      16,      iG,      

On  vérifie  immédiatement  ici  la  relation 

U/^^i  =  4  "A  ' 

qui  correspond  à  l'équation 

jr*  —  4  =^  ^' 
Or  on  n'a  pu  introduire,  en  prenant  les  différences,  que  la  racine 
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X  =  I .  C'est  donc  parmi  les  multiples  de  x^ —  4  qu'il  faut  chercher 
le  premier  membre  de  Fëquatiou  à  laquelle  répond  la  série  u.  Si  on 
effectue  en  effet  le  produit  [x^  —  4)('^  —  i)  =  ^^  —  J^^  —  /{x  -h  4^ 
on  peut  vérifier  que  la  série  u  satisfait  à  l'équation 

17.  Reprenons  les  fonctions  (fa  {x  ),  cf^  (.r  ),  . . .  considérées  au  n**  4. 
Nous  savons  qu'on  a 


Or,  la  formule  (lo),  appliquée  aux  diverses  racines,  nous  donne 

«A-?rt(«)=«^'«o?a(«)i 


Donc,  par  addition, 

(34)  ii,f{u)  =  «o[«*>a(")  +  à^ni^)  ^  . . .]» 

formule  intéressante  en  ce  qu'elle  donne  une  expression  de  la  dé- 
rivée symbolique  y  (/*)  en  fonction  des  racines. 

18.  Si^{x)  est  une  Jonction  entière  quelconque  et  si  ton  forme 
V expression  symbolique  Uk'^i^u)  =  t^^t,  la  série  u  sera  de  même 
J  ami  lie  que  la  série  u. 

Soit  en  effet,  pour  simplifier,  sans  diminuer  en  rien  la  généralité 
du  raisonnement. 

Alors 

«'A  =  «A  T'  (  «  )  =  Qî  "AH-3  -^  Ql  'U+J  -t-  Ql  «A-Hl  -^  Qo  «'A. 

P^rivant  cette  équation  pour  un  nombre  suffisant  de  valeurs  con- 
sécutives de  A,  multipliant  par  les  coefficients  de  la  fonction /(ix) 
et  ajoutant,  ou  aura 

**a/(«)  =  Q3«A+3/(«)  -^  Qj"A-Kî/('0  ■+■  Ql^A+l/l")  -^  Qo''a/(«)  =0, 

puisque  tous  les  termes  du  second  membre  s'annulent  séparément. 
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D'une  manière  générale,  (/  étant  une  série  quelconque,  récur- 
renle  ou  non,  si  Ton  pose 

le  calcul  ci-dessus  nous  montre  que  nous  avons 

{H)  «'A>:(*')  =  «A-^'('')x(")' 

^(x)et;f(x)  représentant  deux  polynômes  entiers  quelconques. 

Comme  la  multiplication  symbolique  dans  le  second  membre  est 
commutative,  ou  a  encore 

si  l'on  pose 

Vérifions  sur  l'exemple  quelconque 
i")  I,   7,  5,  3,  9,   2,    îi,    i5, 

en  supposant  ^(x)  =  2j:  -i-  1,  xi^)  =-  ^^  —  x-f-  3. 

Alors  les  fonctions  i'a=  "a4'(^)î  ^a  ^  "*  Z(")  ^^"^  respective- 
ment 

(•'!  i5,     17,      II,     21,      i3,     i4>     4'^ 

!•')  I,     9,     21,     2,     36,      10, 

et  l'on  a,  en  formant  soit  ^'x(^)i  *^'*'  ^^W*!^')? 

39,    61,     25,     7Î,     56, 

résultat  qui  est  le  môme  dans  les  deux  cas. 

Construction  de  quelques  séries  géométriques, 

19.  Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  n'avons  pas  cru  nécessaire 
d'insister  sur  la  construction  des  termes  des  diverses  séries  consi- 
dérées. L'application  des  principes  les  plus  simples  de  la  méthode 
des  équipollences  permettra  toujours  de  le  faire  avec  une  grande  faci- 
lité. Mais,  en  terminant  cette  étude,  il  nous  parait  intéressant  d'exa- 
miner sur  quelques  exemples  fort  simples  la  loi  de  formation  des 
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termes  de  certaines  séries,  provenant  presque  toutes  d'équations  du 
second  degré. 

Les  théories  qui  précèdent  permettront  parfois  de  trouver  des 
solutions  de  questions  purement  géométriques,  et,  d'autre  part, 
nous  verrons  se  généraliser  et  s'éclaircir  en  même  temps,  parla  re- 
présentation géométrique,  la  notion  analytique  de  telle  ou  telle 
série  envisagée  d'ordinaire  au  point  de  vue  arithmétique  ou  algé- 
brique seulement. 

II  est  à  remarquer  qu'on  peut  engendrer  souvent  certaines  séries 
géométriques,  au  moyen  d'une  équation  dont  les  coefGcients  et  les 
racines  sont  réels,  si  l'on  se  donne  des  conditions  initiales  imagi- 
naires. D'autres  fois,  au  contraire,  ce  sont  les  cocflicicnls  ou  les  ra- 
cines qui  peuvent  être  imaginaires.  C'est  ce  qu'on  distinguera 
parfaitement  dans  les  exemples  qui  vont  suivre. 

20.  Prenons  l'équation 

.7' —  Sa:  -♦-  2  =  o, 

qui  engendre  la  série  de  Fermât,  généralement  écrite  sous  la 

forme 

o,     I,     3,     ^,     i5,     3i,     63,     .... 

La  loi  de  récurrence  est 

Les  racines  de  l'équation  sont  1  et  2,  et  la  formule  de  récurrence 
pL'ul  effectivement  s'écrire  sous  l'une  des  deux  formes 

«A+2—  2«A+1=  «A-Hl—  2W^.,       /U-Hs—  n^.^^=z  2(//;i^,  —  1/^.), 

qui  donnent 

La  loi  de  succession  des  points  (/  est  évidente.  Quels  que  soient 
les  points  initiaux  Uo?  w^,  tous  les  points  zio?  "sî  •  •  •  sont  en  ligne 
droite,  et  les  segments  successifs  qu'ils  forment  sont  tels,  que  cha- 
cun de  CCS  segments  est  double  de  celui  qui  le  précède. 

La  limite  du  rapport  des  deux  droites  O  wa^,  ,  0«u,  O  étant  l'on- 
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gîne,  lend  vers  a  lorsque  k  tend  vers  Tiniinî  positif,  et  a  est  effecti- 
vement la  racine  de  plus  grand  module. 

Si  l'on  fait  tendre  k  vers  l'infini  négatif,  les  points  m,  au  lieu  de 
s'éloigner  à  TînCni  comme  tout  à  l'heure,  tendent  à  se  rapprocher 
infiniment  les  uns  des  autres  et  de  la  limite  commune  indiquée  par 
2Ue — M|.  C'est  ce  que  montre  immédiatement  la  construction  in- 
verse. 

Dans  ce  cas,  et  par  le  seul  fait  que  les  points  u  tendent  vers  une 


racine  de  plus  petit  module  de  l'équation. 


limite  commune,  la  limite  du  rapport  -^  est  égale  à  i,  qui  est  la 


Remarques,  —  I.  Toutes  les  fois  que  dans  une  équation  du  se- 
cond degré  à  coefficients  réels  x'-f-/?|X  -f-/>2=  o  U  y  a  une  ra- 
dne  égale  à  1 ,  c'est-à-dire  toutes  les  fois  que  l'on  a 

les  points  i/o»  i'm  ^29*  *  *  4^^  figurent  la  ^érie  correspondante  sont 
tous  en  ligne  droite. 

D.  Toutes  les  fois  que  dans  une  équation  de  degré  quelconque  n 
i  coefficients  réels  il  y  a  une  racine  égale  à  i ,  si  l'on  se  donne  les  n 
points  initiaux  en  ligne  droite,  tous  les  points  qui  figurent  la  série 
correspondante  seront  sur  cette  même  droite. 


21.  Soit  l'équation 


x' X  —  I  1=  o, 


génératrice  de  la  série  de  Fibokacci,  qu'on  écrit  généralement 
o,     1,      ij     iy     3,     5,     8>      i3,     21,      .... 
La  loi  de  récurrence  est 

«A-ht="A+l-+-  "Al 

elles  racines  de  l'équation  sont 

14-  v^5      ,       I  —  v/5 

a  =.  ' —  )      0  =  • 


xi2  PUEMIÈUE  PAHTIE. 

En  ajoutant  à  l'équation  la  racine  i,  le  premier  membre  de- 
vient 

.r'  —  2  .r'  -h  I , 

d*où  la  nouvelle  loi  de  récurrence 

à  laquelle  doit  satisfaire  aussi  la  série. 

De  là  une  construction  plus  simple  que  celle  indiquée  parla  pre- 
mièreforme:  onconstruitsurO<io)Oi£|leparallélogrammeOiio<^2  2'i) 
on  prolonge  Uf^ii^  d'une  longueur  égale  en  i/si/s,  puis  u^u^d^wne 
longueur  égale  en  i£si/.i,  puis  ii^Uk  en  1/4115,  et  ainsi  de  suite  indéfi- 
niment. La  construction  inverse  donnera  les  points  d'indices  né- 
gatifs :  ainsi  la  droite  u^u^  sera  prolongée  d'une  longueur  égale  à 
elle-même  en  i/|i/_i,  u^Uq  en  Mo"-2>  "o"-«  ena_|M_8,  et  ainsi  de 
suite. 

En  faisant  la  figure,  on  voit  lout  de  suite  que  les  points  u^  s'é- 
loignent à  l'infini  dans  une  certaine  direction  et  dans  le  même  sens, 
et  que  les  points  u-h  s'éloignent  à  Tinfini  dans  une  autre  direc- 
tion, en  se  distribuant  alternativement  dans  un  sens  et  dans  l'autre. 

Le  rapport        "^S  de  même  que  celui  des  segments  ua+i  Uk^^  et 

ï^aWa+m  tend  vers  rt  =  — ^ — -  pour  les  valeurs  positives  de  A",   et 

vers  b  = pour  les  valeurs  négatives  de  A . 

On  a 

Donc  toutes  les  directions  u,  —  buo^  «2 —  bui^  .  .  .  sont  parallèles 
et  il  en  est  de  même  pour  W|  —  ntiQ^  «2  —  rt/^i,  .... 

Pour  k  positif  et  infiniment  grand,  «a^,  et  buff  ont  la  même  di- 
rection, qui  est  celle  de  11  i  —  buo  ou  de  a[Ui  —  iw©)  =  ^"i  "*~  '*«î 
puisque  ab  =  —  i . 

Pour  Â  négatif  et  infiniment  grand,  wa+i  et  aw^  ont  la  même  direc- 
tion, qui  est  celle  de  Ui  —  auo  ou  de  i(wi  —  au^)  =  bui-h  u©- 

On  obtiendra  donc  les  deux  directions  limites  par  la  construction 
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suivante  :  sur  la  direcliou  Ouf  on  portera 

poison  formera  les  parallélogrammes  OmoRP,  OwoSQ.  Les  deux 
droites  OR  et  OS  seront  respectivement  les  directions  limites  des  u 
positifs  et  des  u  négatifs. 

Remarque,  —  Toutes  les  fois,  dans  une  équation  quelconque, 
que  la  racine  a  de  plus  grand  (ou  de  plus  petit)  module  est  réelle  et 
diilërente  de  l'unité,  les  points  u  a  indices  positifs  (ou  négatifs) 
tendent  vers  une  certaine  direction  limite.  Cette  direction  est  donnée 
paruo  7a(</)*  Cela  résulte  immédiatement  de  la  relation 

en  généralisant  ce  ([ui  précède. 


22.  Soit  l'équation 


X* —  2x  —  1  =  0, 


qui  engendre  en  particulier  la  série  de  Pell, 

o,    I,  2,  5,    19.,  29,   70,    . . . , 
dont  la  loi  de  récurrence  est 

liA+i—  21/it-Hl—  «A— O. 

Nous  avons  pour  racines  de  l'équation 

Appelons  en  général  u\  le  point  symétrique  du  point  u/(  par  rap- 
porta Toriginc  O.  Nous  avons  la  construction  suivante,  connais- 
sant u^  et  U|  :  prolonger  la  droite  u^Ui  d'une  longueur  égale  à  elle- 
même  cm/ 1  f/2»puis  u\  U2  en  1/2  Wj,  puis  u^^u^enUiUs'^  et  ainsi  de  suite, 
ia  construction  inverse,  qui  s'indique  d'clle-niemc,  nous  donnera 
les  points  d'indices  négatifs.  Il  se  présentera  des  particularités  ana- 
logues à  celles  de  l'exemple  précédent,  quant  à  la  disposition  géné- 
rale des  points  a. 
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Le  rapport  -rr — -^  de  même  que  %  tend  vers  i  4-  v/a,  ou 

vers  I  —  ^72,  suivant  qu'il  s'agit  des  points  à  indices  positifs  ou  à 
indices  négatifs. 

La  direction  limite  des  droites  Ou^  est  celle  de  Ui  —  buo  ou  de 
a{ui — buo)  =  aui  -+- ^oî  eelle  des  droites  Ott-j^est  bu^  •+-  m©  :  d'où 
une  construction  tout  à  fait  analogue  à  celle  de  l'exemple  qui  pré- 
cède. 

23.  Prenons  l'équation 

X* -f-  JT  H-  1  =  o. 

Elle  donne  lieu  à  la  loi  de  récurrence 

Les  points  Uoi  ^t  étant  donnés,  on  tire  de  là  cette  construction  : 
prendre  le  milieu  m  de  i/o^i?  joindre  mO  et  prolonger  celte  droite 
de  deux  fois  sa  longueur  en  G 1/2 ?  prendre  le  milieu  m'  de  i/|  u^  et 
prolonger  m'O  de  deux  fois  sa  longueur  en  Ou^]  il  est  visible  que 
le  point  Us  ainsi  obtenu  coïncide  avec  Uq,  et,  en  continuant  ainsi,  la 
série  des  points  est  indéCni nient 

I/o,        Ulf        U<^y         tlQy         £/|,        Wj,        UQy         .... 

Cela  vient  de  ce  que  le  premier  membre  de  l'équation  est  facteur 
de  x^  —  I,  ce  qui  entraîne  la  périodicité  de  la  série. 

L'indétermination  de  la  limite  du  rapport  — ^  provient  ici  de  ce 

que  nous  nous  trouvons  précisément  dans  le  cas  de  deux  racines 
d'égal  module,  étudié  plus  haut  au  n°  13. 

Les  racines  de  l'équation  donnée  sont  en  effet  les  racines  cu- 
biques imaginaires  de  l'unité. 

24.  Soit  l'équation  du  second  degré  à  coefficients  imagin aires 
x^ -h  Pi  X  •+-  pi=  o  '^  nous  supposerons  qu'elle  ait  l'unité  pour  une 
de  ses  racines,  d'où  la  condition  1  -f-p,  -|-/:;2  =  o.  Alors  il  est  tÎ» 
sible  que  l'autre  racine  est  p^. 
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En  l'appelant  X,  Téquation  peut  s'écrire 

ella  loi  de  récurrence  de  la  série  qui  en  résulte  est 
d'où  Ton  tire  encore 

"k+i  —  ^  "Jt-t-l  =  "jN-l  —  ^'  «  A I       ''A-4-Î  —  "A-M  =  ^  (  ''A>4-1  —  "A  )  • 

Oîlte  dernière  forme  de  la  loi  de  récurrence  fournit  la  construc- 
tion que  voici  :  connaissant  Uq^  z/|,  on  forme  le  triangle  UoUi  U2  tel 

que-^  =  i,  puis  les  triangles  i/|  1/2 2^39  1^2 '^s "4?  •  •  •»  tous  dîrectc- 

ment  semblables  au  premier.  En  continuant  en  sens  inverse  la  série 
des  triangles  semblables,  on  aura  les  points  a  indices  négatifs. 

Si  mod).  <^i,  les  points  u^k  tendent  vers  une  certaine  limite  ^ 
elles  points  //_a  s'éloignent  indéfiniment. 

Si  raodX^- 1,  c'est  exactement  l'inverse  qui  se  produit. 

Lorsque  modX  =.  i,  nous  avons  indétermination. 

Supposons  modX<^  I  et  cherchons  la  position  limite  v^  dont  nous 
venons  de  parler.  !Nous  savons  qu'on  a 

«A-hl— -«A  =  ^^(«|—  «o)' 

De  là 


et,  par  addition  des  k  dernières  égalités, 


«A— «0=  Y^yf^'i— «0) 


Donc,  en  faisant  tendre  A"  vers  00  ,  il  nous  reste 


lira  «x mi'  = 


i-X 
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Cela  nous  donne  encore 


Ut (•  tt,  —  V         it^i  —  V 


^=-^1:^1  = 


"o— *'         «1—*'         "î 


c'est-à-dire  que  la  position  limite  ç»  est  le  sommet  commun  des 
triangles  semblables  i^UoUt^  ^i/fi/2*  ^U2^ht  -•••  ^^^  points  fi  sont 
donc  distribués  sur  une  spirale  logarithmique  dont  v^  est  le  pôle. 
Dans  le  sens  positif,  ils  se  rapprochent  de  plus  en  plus  de  ce  pôle; 
dans  le  sens  négatif,  ils  s'en  éloignent  au  contraire  sans  limite, 

mais  le  rapport       ^"*"^  tend  alors  à  se  rapprocher  de  plus  en  plus  de 


«A 

ou 


"'^->-dei. 


VU/,. 

Il  suflSt  d'alterner  le  sens  positif  et  le  sens  négatif  pour  avoir  les 
conclusions  relatives  au  cas  de  mod)v  ^  i . 

Et  lorsque  modX  =  i ,  il  est  clair  que  les  points  u  se  distribuent 
indéfiniment  sur  une  ligne  polygonale  régulière,  et  par  conséquent 
sur  une  certaine  circonférence,  sans  tendre  vers  aucune  limite  et 

sans  que  le  rapport  — ^  tende  non  plus,  lui  aussi,  vers  une  limite 

quelconque.  Le  centre  de  celte  circonférence  est  déterminé  par  la 
même  valeur  vque  ci- dessus^  mais  aucun  des  points  ne  saurait  s'en 

approcher. 


25.   Soit  l'équation 


.r'  —  -  a:  -+-  -î  =  o . 
o  6 


Elle  a  pour  racines  -et  x*  La  loi  de  récurrence  correspondante  est 


Si  nous  prenons,  comme  au  n^  22,  les  points  u^  symétriques  de  Uk 

par  rapport  à  l'origine,  nous  avons  la  construction  qui  consiste  k 

.       ,  5 

joindre  {/^iii  et  à  porter  sur  cette  droite  ^^1/2  =  7;  u^Ui  ;  de  même 

u\  "»  =  r  u\  M29  et  ainsi  de  suite.  La  construction  inverse,  qui  s'in- 
dique d'elle-même,  donnera  les  points  à  indices  négatifs. 
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On  reconnaît  aisément  que  les  points  h  indices  positifs  se  rappro- 
chent indéfiniment  de  Torigine  et  que  les  points  à  indices  négatifs 
s'éloignent  au  contraire  à  l'infini.  Le  rapport  d*un  terme  au  précé- 
dent, -i±l,  tend  vers  -  pour  A=  4-  00  et  vers  —  pour  k  =  —  00  . 

La  relation  de  récurrence  nous  donne 

La   direction    limite    de  Ou^m    est   conséquemment    celle    de 

Hi  — -5  Uff,  et  la  direction  limite  de  Oa_A  est  celle  de  M| Mo. 

Des  deux  relations  précédentes,  nous  tirons  par  soustraction, 
après  avoir  multiplié  la  première  par  3  et  la  seconde  par  3, 

«A^i=:^(3//,—  Ho)  —  ^.  (2Wi  — «0). 

Posons 

3w, —  1/0=:/,      21/1 — Uq= — m; 

remplaçons  Tindice  entier  k  par  un  paramètre  t  que  nous  suppose- 
rons variable  d'une  manière  continue  et  le  point  Uff^i  par  un  point 
courant  u.  Il  viendra 

équipollence  d'une  courbe  sur  laquelle  sont  situés  tous  les  points  u. 
On  vérifie  aisément  que  cette  courbe  est  tangente  à  la  direction  la 
l'origine  et  qu'elle  a  une  branche  parabolique  infinie  le  long  de  la- 
quelle la  tangente  approche  de  plus  en  plus  de  la  direction  m. 

Remarque,  —  Ce  qui  précède  peut  s'étendre  à  toutes  les  équa- 
tions du  second  degré.  Nous  avons  en  eilet,  a  et  i  étant  les  racines, 

''x+i—  btij^z=a^[ui—  6//0), 
«A+i—  «wa=  //(«i—  nuo\ 

eldelà,  par  soustraction, 
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Remplaçant  Â~  par  ty  u^  par  i/,  et  posant 

—  =z  /, =  —  m, 

a  —  h  a  —  h 

il  vient 

équipollence  d^une  courbe  qui  contient  tous  les  points  u.  En  don- 
nant au  paramètre  t  toutes  les  valeurs  entières,  on  obtient  sur  cette 
courbe  les  points  i/a  que  nous  avons  constamment  considérés. 

Pour  des  racines  réelles  et  positives,  on  voit  aisément  que  l'équa- 
tion de  cette  courbe  en  coordonnées  rectîl ignés  est  de  la  forme 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'appliquer  cela  aux  divers 
exemples  qui  précèdent  et  de  déterminer  les  courbes  des  u  dans  ces 
divers  cas. 

26.  Soit  enfin  une  équation  de  degré  quelconque,  dont  tous  les 
termes,  à  l'exception  du  premier,  ont  même  coefficient  et  même 
signe,  et  qui,  en  outre,  admet  la  racine  -h  i,  c'est-ii-dire 

f[x)  r=  /ij;" —  j:"-* —  a:"-' —  ...  —  x  —  I  =  O. 

On  en  déduit  la  loi  de  récurrence 

«*+/»=  -  («A+n-i  -4-  ...  -4-  «A-M  -+-  "*)» 

c'est-à-dire  qu'en  prenant  le  centre  de  gravité  du  système  formé  par 
n  points  consécutifs  on  obtient  le  point  qui  suit  le  dernier  d'entre 
eux. 

Cette  construction  conduit  à  une  limite  pour  les  points  u^^,  cequi 
tient  à  ce  que  la  racine  -f-  i  est  précisément  celle  de  plus  grand mo- 
dule.  On  peut  se  proposer  de  rechercher  cette  limite. 

En  divisanty( x)  par  x  —  i ,  on  trouve  pour  quotient 

Donc  la  relation  !/*?«(" )  =  «^"©^«(w)  nous  donnera^  aé 


*   .    «r 
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i'gal  à  1 , 

//«x-».«-i  -H  (/î  —  i)  «A+«^j  4-  . . .  -f-  ai/^-n  -+■  «k 
= /îa;,_i H- ( /i  —  i)//„_,-4-.  .  .  -4-21/,  H-  Wu- 

Or,  lorsque  A'  croit  indéfiniment,  tous  les  u  du  premier  membre 
tendent  à  se  rapprocher  indéfiniment  de  leur  limite  commune  v. 
Donc  il  vient 

[/i-H  (/i  — l)  -h  («—2)  -h  .  .     H-2  -M]«' 
=:/îll^_, -h  {/l  —1)  «„_,-*-.  .  .-h  2ll,-f-l/o. 

Ainsi,  pour  obtenir  le  point  r,  il  suflit  de  prendre  au  hasa^nl 
"points  consécutifs»  d'appliquer  au  premier  un  poids  1 ,  au  deuxième 
un  poids  2,  etc.,  et  de  déterminer  le  centre  de  gravité  de  ce  sys- 
tème. 

S'il  s'agit  simplement  d'une  équation  du  troisième  degré,  nous 
avons  une  construction  très  simple  :  étant  donné  un  triangle  Uq'^i  ^ht 
on  en  détermine  le  centre  de  gravité  £is,  puis  le  centre  de  gravité  u^ 
du  triangle  u^  1x21x3,  et  ainsi  de  suite. 

La  limite  des  points  u  sera  donnée  par  la  formule; 

«'=  ^(3w,-h  2//, -h  Ho)» 

qui  se  traduit  par  la  construction  suivante  :  porter,  à  partir  de  //n^, 

3  .  . 

"s/— -^  Mo "2?  joindre yi/|,   mener  par  //j  (centre  de  gravité  <le 

«•Mi  112  )  une  parallèle  u^  z  à  m©  ^2  \  la  rencontre  des  droites  /Ixi  et  //*  z 
ilonnera  le  point  limite  r. 
En  prenant  ce  point  pour  origine,  on  aurait  la  loi  de  récurrence 

3  «A+i  ■+-  ^  "^+1  -»-  «il  -  o, 

<*t l'on  pourrait  tirer  de  là,  comme  plus  haut,  l'équipollenee  de  la 
courbe  des  1/,  sorte  de  spirale  ayant  l'origine'  v  pour  point  asympto- 
lîqup.  ' 


»«4 


BhIL  det  Svieneef  maiAém,  ^81.) 
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SUR  LES  AIRES  DES  GOURBES  AHALLAGMAnQUES  (*); 

Pae  m.  V.  LIGUINE, 
Professeur  à  rUnîTersité  d'Odessa. 

1.  On  peut  définir  une  courbe  anallagmaùque  comme  l'enve- 
loppe d'une  série  de  cercles  décrits  de  tous  les  points  d'une  cer- 
taine courbe  (a)  et  qui  coupent  orthogonalementun  cercle  fixe  (/>). 
Le  nom  d^anallagmaiiques  b  été  donné  à  ces  courbes  par  M.  Mou- 
tard,  d'après  leur  propriété  remarquable  de  se  transformer  en 
elles-mêmes  par  rayons  vecteurs  réciproque  s,  quand  on  choisit  le 
centre  du  cercle  fixe  (/>)  pour  pôle  et  le  carré  de  son  rayon  pour 
paramètre  de  transformation,  ou,  en  d'autres  termes,  quand  on 
prend  le  cercle  (/>)  pour  cercle  d'inversion.  On  appelle  déférente 
la  courbe  (a),  lieu  des  centres  des  cercles  enveloppés. 

Depuis  les  importants  travaux  de  M.  Moutard,  qui  constituent 
le  point  de  départ  de  la  théorie  générale  de  ces  courbes,  les  anal- 
lagmatiques  n'ont  pas  cessé  d'attirer  l'attention  des  géomètres.  Il 
ne  sera  donc  peut-être  pas  dépourvu  d'intérêt  d'exposer  quelques 
propriétés  relatives  aux  aires  de  ces  courbes,  qui  ne  paraissent  pas 
encore  avoir  été  énoncées  et  qui,  je  tiens  à  le  constater,  m'ont  été 
suggérées  en  grande  partie  par  l'étude  du  beau  Mémoire  de 
M.  Mannhcim,  Sur  les  arcs  des  courbes  planes  ou  sphériques 
considérées  comme  enveloppes  de  cercles  (^). 

Les  aires  des  anallagmatiques  dépendent  en  général  de  trans- 
cendantes compliquées.  Mais  il  existe  quelques  relations  générales 
très  simples  entre  l'aire  d'une  anallagmatique  et  celle  de  la  podaire 
de  sa  déférente  prise  par  rapport  au  centre  du  cercle  fixe  (/>),  re- 
lations qui  permettent,  dans  beaucoup  de  cas  particuliers,  de  dé- 
terminer certaines  parties  des  aires  des  anallagmatiques.  Ce  sont 
ces  relations  que  je  me  propose  d'établir  dans  cette  Note. 

2.  Soient  (p)  {fig>  i)  un  cercle  fixe,  P  son  centre,  a  son  rayon  et 


(')  Les  principaux  résultats  de  cette  Note  ont  été  communiqués  à  la  sessum 
d'Alger  de  l'Association  française  pour  l'avancement  des  Sciences. 
(')  Journal  de  Âfa thématiques,  a*  série,  t.  VII,  p.  121,  année  186a. 
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(a)  une  courbe  fixe  quelconque;  imaginons  une  série  de  cercles 
décrits  de  tous  les  points  de  (a)  et  coupant  orthogonalement  la  cir- 
conférence (/>).  L'enveloppe  de  tous  ces  cercles  variables  sera  une 
courbe  qui  se  compose  de  deux  branches  (ei),  (e^).  M.  Mannheim 

Fig.  I. 


féi, 


a  démontré  (  *  )  qu'en  prenant  le  point  P  pour  pôle  cette  enveloppe 
a  pour  équation  polaire 


(') 


r' —  2Ûr  -H  a'=:o, 


où  r  est  le  rayon  vecteur  et  û  une  fonction  de  l'angle  polaire  a> 
(elle  que  la  courbe  exprimée  dans  le  même  système  de  coordon- 
nées par  l'équation 


(2) 


p=:û 


représente  la  podaire  (6)  de  la  courbe  (a)  relativement  au  point  P. 
En  effet  (^),  soit  (c)  un  des  cercles  enveloppés  et  a  son  centre; 
cherchons  les  points  où  (c)  touche  son  enveloppe.  Ces  points 
sontles  intersections  de  (c)  avec  un  cercle  infiniment  voisin  (c'),  qui 
a  un  point  û/  de  (a),  inGniment  voisin  de  a,  pour  centre,  et  qui 
coupe  orthogonalement  le  cercle  (/>).  Ce  dernier  cercle  étant  or- 
^ogonal  aux  cercles  (c)  et  (c'),  son  centre  P  appartient  à  l'axe 
ïadical  de  (c),  (c/),  et,  comme  cet  axe  radical  doit  aussi  être  per- 
pendiculaire à  la  ligne  des  centres  aa\  il  faut,  pour  avoir  cet  axe. 


(*)  Journal  de  Mathématique»,  2*  série,  t.  VII,  p.  lai  ;  iSfiQ. 
(*  Je  reproduis  ici  rélégante  démoDStration  de  M.  Mannheim. 
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abaisser  du  point  P  une  perpendiculaire  sur  aa'.  A  la  limite,  la 
droite  aa!  devient  tangente  à  la  courbe  (a)  en  a,  et  la  perpendicu- 
laire Pb,  abaissée  de  P  sur  cette  tangente,  coupe  le  cercle  (c)  aux 
deux  points  C|,  Cj,  où (c)  touche  son  enveloppe  (ei),  (^2). 
Le  triangle  C|  «c^  étant  isoscèle,  on  a 

PCi  —  Ph-[-hCi=:Pb-^bct—Ph-hPb  —  PCiZ=z2Pb—Pct 


ou 


(3)  Pc^-\-Pt\—'^Pb. 

D'autre  part,  les  cercles  (/?),  (c)  se  coupant  orthogonalemenl, 
le  rayon  PAr  de  (/?)  est  tangent  à  (c)  au  point  de  leur  intersec- 
tion ky  et  l'on  a,  d'après  un  théorème  connu, 

(4)  Pci.Pc^=zPk\ 

Maïs  PA'  =  a  et  Pb=^  ^  =  Q,  puisque  la  droite  P6  est  le  rayon 
vecteur  du  point  b  de  la  podaire(6)  de  (a),  représentée  par  l'équa- 
tion (2).  On  conclut  donc  des  équations  (3)  et  (4)  que  les  lon- 
gueurs Pci,  Pc2  sont  les  racines  de  Téquation  (i)  répondant  à  une 
valeur  déterminée  de  l'angle  polaire  co.  En  faisant  varier  le  point  a 
sur  (a),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  point  è  sur  (è),  et  par  suite 
la  valeur  de  (o,  les  points  C|,  C2  décrivent  la  courbe  (ci),  (^2).  Par 
conséquent,  l'équation  polaire  de  cette  courbe  est  bien  l'équa- 
tion (1). 

On  voit  donc ,  en  se  reportant  à  notre  définition  des  anallag- 
matiques,  que  toutes  ces  courbes  sont  comprises  dans  l'équa- 
tion (1),  l'équation  (2)  étant  l'équation  de  la  podaire  de  la  défé- 
rente par  rapport  au  centre  du  cercle  fixe. 

La  forme  de  l'équation  (1)  montre  en  outre  qu'en  y  changeant 

a*  . 

p  en  -7  on  obtient  la  même  courbe,  ce  qui  constitue  une  autre 

P 
propriété  fondamentale  des  anallagmatiques,  mentionnée  précé- 
demment. 

3.  Nous  avons  donc  à  nous  occuper  des  aires  des  courbes  repré* 
sentées  par  l'équation  (i). 
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Soient  r^y  et  i\y  les  valeurs  des  racines  de  cette  équation  ré- 
pondant à  une  même  valeur  déterminée  w'  de  l'angle  lo  et  r,^„//, 
i\y,  les  valeurs  de  ces  racines  répondant  à  une  autre  valeur  dé- 
termioée  co'^  de  co.  Considérons  les  aires  des  deux  secteurs  limités, 
lun  parla  courbe  et  les  rayons  vecteurs  r,^„',  r,,«»,  l'autre  par  la 
courbe  et  les  rayons  vecteurs  r,,„',  ri,.,'';  nous  nommerons  ces  aires 
correspondantes,  et  nous  les  désignerons  respectivement  parAi 
et  A,.  On  a 

(loù  Ton  déduit  facilement. 


m" 


A,—    r    U*c/a>  — -a*(a)''— w')—   r    12  y/li»— a*  t/w, 

ce  qui  donne  pour  la  différence  et  la  somme  des  aires  correspon- 
dantes d'une  anallagmatique 


(5) 


{^) 


k.^k^  —  lf    12'é/to  — a«(oi"— («'). 


4.  Les  formules  (5)  et  (6)  peuvent  être  obtenues  facilement 
par  des  considérations  géométriques. 

Considérons  les  aires  correspondantes  infiniment  petites  ^A| 
el  rfAj  comprises  entre  chacune  des  branches  (<?|),  (^2)1  ^'^  corde 
de  contact  Pci  et  la  corde  de  contact  du  cercle  (</),  infiniment 
voisin  de  (c).  On  a 


•2 


Don( 


</A|^ciAi=:i(Pc,"-.Pc,*)é/ui..::i^(Pc»-+-PCjj(Fc,-Pr,)^/oi, 

2    •  '■»-'•       \'  ., 
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ou,  en  vertu  de  Téquation  (3), 

rfAj  —  rfAj  =  P  6 .  Cl  Ctdtû, 

Mais  C|  Ca  =  a  bc^  ;  donc 

rfA|  —  dAt=z2Pb.bCfd<»i, 

d'où,  en  intégrant  entre  les  limites  tsi'  et  o)'^,  on  trouve 


Aj  —  A,  =  2  /     Pb.bCfdiu. 


Or,  P6=p  =  Û;  en  outre,  les  deux  cercles  (p)  et  (c)  se  cou- 
pant orthogonalement,  on  a 

— s      — 2      — a      — s      — a 
bCf  =  aCf  —  ab  =ak  —  ab 

— 2       — a       — 2       — 2       2 

=  Fa  —FA:  — a6  =Fb  —  P)t  =û«— ««. 

On  retrouve  ainsi  la  formule  (5).  Pour  obtenir  la  formule  (6), 
prenons  la  somme 

dAi-+-rfA,=  i  (Pcj  -f-Pc,  )rf«. 
En  vertu  des  relations  (3)  et  (4)>  on  trouve 


Pci  4-Pc,  =4P^  — 2Pci.Pc,=  4P^  — 2a« 
et 

2 

rfA|  4-  rfAj  =  2  P  6   .rfo)  —  a*c/(i), 

OU,  en  intégrant, 

Ai-t-A,=:2    r     P6^rfa)  — a«((o'— to'), 

expression  identique  à  (6),  puisque  P6==Û. 

5.  Occupons-nous  de  l'interprétation  de  la  formule  (6).  L'in- 
tégrale /  Q^dtù  qui  y  figure  est  le  double  de  l'aire  comprise 
entre  la  podaire  (2)  et  les  deux  rayons  vecteurs  qiïî  limitent  les 
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aires  correspondantes  A|  et  Â2  de  Tanallagmallque.  Le  dernier 
terme  du  second  membre  de  l'équation  (6)  représente  le  double 
de  Taire  du  secteur  circulaire  détaché  dans  le  cercle  fixe  (p)  par 
les  mêmes  rayons  vecteurs.  Par  conséquent,  si  Ton  nomme  la  pre- 
mière aire,  pour  abréger,  Vaire  correspondante  de  la  podaire, 
on  peut,. d'après  l'équation  (6),  énoncer  ces  conclusions: 

1.  La  somme  des  aires  correspondantes  d^une  anallagma- 
tique  est  exprimable  en  aire  correspondante  de  la  podaire  de 
la  déférente;  cette  somme  est  donc  exprimable  en  termes  finis 
quand  Vaire  correspondante  de  la  podaire  de  la  déférente  est 
exprimable  en  termes  finis. 

La  demi-somme  des  aires  correspondantes  d^une  anallag- 
matique  est  égale  à  la  différence  du  double  de  l'aire  corres- 
pondante de  la  podaire  de  la  déférente  et  de  l'aire  du  sec- 
teur correspondant  du  cercle  fixe. 

L'équation  (6)  peut  encore  être  présentée  sous  la  forme 

Les  quantités  entre  parenthèses  expriment  les  aires  comprises 
entre  chaque  branche  (ei),  (e^)  deTanallagmalique,  la  podaire  (b) 
et  deux  rayons  vecteurs  déterminés  issus  du  pôle  P.  On  a  donc, 
eo  désignant  ces  aires  par  Si  et  S2,  la  relation 

(7)  e,— e,—  /      il^doi  —  7.^(0}'— io'), 

d'où  l'on  conclut  : 

IL  La  différence  des  aires  comprises  entre  les  deux  branches 
d^une  anallagmatique,  la  podaire  de  sa  déférente  et  deux 
rayons  vecteurs  quelconques  issus  du  centre  du  cercle  fixe 
est  exprimable  en  aire  correspondante  de  la  podaire  de  la 
déférente;  cette  différence   est    donc  exprimable  en   termes 
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finis  quand  Vaire  correspondante  de  la  podaire  de  la  défé- 
'rente  est  exprimable  en  termes  finis. 

Cette  différence  est  égale  au  double  de  Vaire  comprise  entre 
ta  podaire,  la  circonférence  fixe  et  les  deux  rayons  vecteurs 
extrêmes  issus  du  centre  de  cette  circonférence. 

M.  Ribaucour,  en  considérant  les  aires  N^  N2  comprises  entre 
les  deux  branches  de  l'anallagmatique,  les  normales  extrêmes  et 
la  déférente,  a  démontré  la  relation (*) 

(8)  N,— N,~r    p'»^a>— a«(a>'— a>'), 

où  p'  e?t  le  rayon  vecteur  de  la  déférente  issu  du  centre  du  cercle 

fixe.  L'intégrale  /      p'^rfco  étant  le  double  de  Vaire  correspon- 

dante  de  la  déférente,  c'est-à-dire  de  Taire  du  secteur  compris 
entre  la  déférente  et  deux  rayons  vecteurs  menés  du  pôle  aux 
pieds  des  normales  extrêmes  considérées,  l'équation  (8)  fait  voir 
que: 

III.  La  différence  des  aires  comprises  entre  les  deux  branches 
d^une  anallagmatique y  les  normales  extrêmes  et  la  déférente 
est  exprimable  en  aire  correspondante  de  la  déférente  ;  par 
conséquent,  cette  différence  est  exprimable  en  termes  finis 
qùa^  V aire  correspondante  de  la  déférente  est  exprimable  en 
termes  finis. 

Cette  différence  est  égale  au  double  de  Vaire  comprise  entre 
la  déférente,  la  circonférence  fixe  et  deux  rayons  vecteurs 
menés  du  centre  de  cette  circonférence  aux  pieds  des  normales 
extrêmes. 

6.  Appliquons  ces  résultats  généraux  à  quelques  courbes  par- 
ticulières. 

Considérons  en  premier  lieu  les  ovales  de  Descartes,  courbes 
anallagmatiques  dont  la  déférente  est  un  cercle.  Rappelons  d'a- 
bord quelques  propriétés  générales  de  ces  courbes. 


(  *  )  Sur  les  courbes  enveloppes  de  cercles  et  sur  les  sur/aces  enveloppée  é$ 
sphères  {.Xouvelle  Correspondance  mathématique,  t.  V,  p.  339,  année  1879). 
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La  courbe  complète  se  compose  de  deux  ovales  conjugués  dont 
Tun  renferme  complètement  l'autre  et  qui  ont  un  axe  de  symétrie 
commun  ;  elle  possède  trois  foyers  disposés  sur  cet  axe  ;  un  foyer 
se  trouve  au  dehors  du  plus  grand  ovale  et  les  deux  autres  sont 
situés  dans  Tintérieur  du  plus  petit.  L'équation  polaire  des  ovales 
de  Oescartes,  Tun  des  trois  foyers  étant  pris  pour  pôle  (*  )  et  l'axe 
de  la  courbe  pour  axe  polaire,  est  de  la  forme 

(9)  r*  —  2r(«  4- 6co8ia) -f- a*=:o, 

où  a,  6  et  a  sont  des  constantes.  Le  cercle  qui  sert  de  déférente  a 
son  centre  sur  l'axe  de  la  courbe  à  la  distance  b  du  pôle,  et  son 
rayon  est  égal  à  a;  a  désigne  toujours  le  rayon  du  cercle  fixe. 

Oopeut  faire  voir,  par  une  discussion  de  l'équation  (9),  que  les 
deux  racines  de  cette  équation  répondant  à  une  valeur  déterminée 
de  l'angle  co  sont  les  rayons  vecteurs: 

1°  De  deux  points  situés  sur  Vun  et  Tautre  ovale  et  d'un  même 
côté  du  foyer,  lorsque  c'est  le  foyer  intérieur  extrême  qui  est 
pris  pour  pôle  du  système  des  coordonnées  ; 

a*  De  deux  points  situés  sur  l'un  et  l'autre  ovale  et  de  diffé- 
rents côtés  du  foyer,  lorsque  le  pôle  est  au  foyer  moyen; 

3*  De  deux  points  situés  sur  le  même  ovale,  lorsque  le  pôle  est 
an  foyer  extérieur. 

Ces  conclusions  tiennent  à  ce  que  l'équation  polaire  (9)  ne  re- 
présente en  réalité  que  l'ensemble  de  deux  moitiés  des  ovales  con- 
jugués, moitiés  disposées  d'un  même  côté  par  rapport  à  l'axe 
quand  le  pôle  est  au  foyer  intérieur  extrême,  et  de  côtés  différents 
quand  le  pôle  se  trouve  au  foyer  moyen  ou  au  foyer  extérieur. 
Pour  avoir,  dans  chaque  cas,  l'équation  de  l'autre  moitié  de  la 
courbe  complète,  il  faut  changer  de  signe  devant  le  terme  conte- 
nant la  constante  a,  la  courbe  complète  étant  ainsi  représentée 
par  les  deux  équations 


(10) 


j  r* — 2/'(6cosoj -h  ^) -f- «'=  o, 

0 

{  r*  —  2/'(^cosw  —  a)  -h  oL^^=:  Oy 


(  )  Les  ovales  de  Descartes  peuveat  donc  être  considérés  de  trois  manières  dif- 
«•renlcs  comme  anallagmatiques  ayant  une  circonférence  pour  déférente. 
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telles  que  les  points  déterminés  par  Tune  d'elles  sont  les  images 
par  réflexion,  relativement  à  Taxe  de  la  courbe,  des  points  déter* 
minés  par  Tautre  équation.  On  est  conduit  à  ces  deux  équa- 
tions (lo)  en  prenant  l'équation  des  ovales  de  Descartes  en  coor- 
données rectangulaires,  dont  l'origine  se  trouve  à  l'un  des  foyers 
et  l'axe  des  x  est  dirigé  suivant  l'axe  de  la  courbe,  et  en  y  substi- 
tuant aux  coordonnées  rectangulaires  les  coordonnées  polaires, 
ayant  la  même  origine  et  l'axe  des  x  pour  axe  polaire  ;  on  trouve 
ainsi  une  équation  du  quatrième  degré 

(il)  (r*  —  a^rcoso) -f-a*)* — 4«*'''=o> 

qui  se  décompose  en  deux  équations  (lo)  (*). 

7.  Puisque  la  déférente  des  ovales  de  Descartes,  considérés 
comme  courbe  anallagmatique,  est  une  circonférence ,  et  puisque 
la  podaire  d'une  circonférence  est  une  conchoïde  de  cercle  ou  un 
limaçon  de  Pascal,  la  ligne  (6)  est,  dans  ce  cas  particulier,  une 
conchoïde  circulaire  ;  son  équation  est,  d*après  l'équation  (9), 

(la)  p  =:a-h  6cosa).  ^ 

En  vertu  du  premier  théorème  général  sur  les  aires  des  anallag- 
matiques,  la  somme  des  aires  correspondantes  des  ovales  de  Des- 
cartes est  donc  exprimable  en  aire  correspondante  de  conchoïde 
circulaire,  et,  comme  cette  dernière  aire  est  exprimable  en 
termes  finis,  il  doit  en  être  de  même  de  la  somme  des  aires  corres- 
pondantes des  ovales  de  Descartes. 

Pour  obtenir  l'expression  de  cette  somme,  portons  la  valeur(iy) 
de  û  dans  la  formule  générale  (6);  il  vient 

A,  H-  A,  =:  2  /      (a  -h  6cosa>)*é/a)  —  a*(a)'' —  w'). 

En  effectuant  les  intégrations  indiquées,  on  trouve,  après  quelques 


(*)  J'étais  arrivé  à  ces  résultats  aiDsi  qu'à  d'autres,  coDcernant  les  aires  des 
ovales  de  Descartes,  lorsque  je  pris  coQoaissance  du  très  intéressant  Mémaire  de 
M.  S.  Roberis  (On  the  ovals  0/  Descartes),  où  ils  se  trouvent  déjà  exposés  et  au- 
quel je  renvoie  par  conséquent  le  lecteur.  Voir  Proceedings  of  the  Londoti  MUr 
tkemalical  Society,  vol.  111,  p.  106. 
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réductions, 

I      -+--6*(siii2(o''— sinato'). 

D'après  ce  qui  a  été  dit  précédemment  sur  les  racines  de  Téqua- 
lion(9),  on  devra  entendre  ici  sous  aires  correspondantes  A|,A2  les 
aires  telles  que  Ff  c^  y,F|,  FiCjYjFi  {fig-  2),  quand  l'équation  po- 

Fig.  2. 


laire  (9)  de  la  courbe  est  rapportée  au  foyer  intérieur  extrême  F| 
comme  pôle,  les  aires  telles  que  F2c'Jy'',  F2,  ^iC^'^.i^iy  quand 
'équation  (9)  est  rapportée  au  foyer  moyen  F2,  et  les  aires  telles 
^ItteFjc^Y^Fs,  F3C2Y2F3,  quand  l'équation  (9)  est  rapportée  au 
fojer  extérieur  F3.  Pour  avoir,  au  lieu  des  sommes  des  aires 

^'i^W'.Fi-^FiC^-fiF,,  F,c;y;F,4-F,c;y;F„   FjcTYTFj-f-F.c^Y^F», 

respectivement  les  sommes  des  aires 

Pi^»5;Fi+Fiéf,8;F„  f,^5^,f,4^f,^,5;f„  F,ûr;a7F,4-F,^s;F„ 

on  n  aura  qu'à  changer  a  en  —  a  dans  la  formule  (i3),  conformé- 
ment à  ce  qui  a  été  dit  au  n®  6  sur  les  équations  (10). 
Au  moyen  de  la  formule  (i3)  on  peut  déterminer  la  somme  S 
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des  aires  totales  des  deux  ovales  conjugués.  En  supposant  le  pôle 
au  foyer  intérieur  extrême,  il  faudra  poser  (*>'=  o,  t»}"=  tt  et  dou- 
bler le  résultat,  puisque  chacune  des  deux  équations  (lo)  ne  re- 
présente que  l'ensemble  des  moitiés  des  ovales  conjugués.  On 
trouve  ainsi 

(i4)  S  =  (2a«4-6»— a*)2ic. 

Cette  formule  admet  une  interprétation  géométrique  simple. 
Les  ovales  de  Descartés  possèdent  une  tangente  double  et  deux 
points  de  rebroussement  coïncidant  avec  les  points  circulaires  à 
rinfini.  Les  tangentes  à  la  courbe  en  ces  points  de  rebroussement 
se  coupent  en  un  point  nommé  foyer  triple  (  •  ),  dont  les  coor- 
données sont  p  =  6,  co  =:  o.  Si  Ton  décrit  de  ce  point  comme  centre 
un  cercle  qui  passe  par  les  deux  points  de  contact  de  la  tangente 

double,  le  rayon  de  ce  cercle  sera  égal  à  \jia^ -\-  b^  —  a^  (*). 
L'équation  (i4)  exprime  donc  que  la  somme  des  aires  totales  des 
deux  ovales  conjugués  est  le  double  de  l'aire  de  la  circonfé- 
rence ayant  le  foyer  triple  pour  centre  et  passant  par  les 
points  de  contact  de  la  tangente  double.  Ce  résultat  a  été  déjà 
obtenu  par  M.  S.  Roberts,  qui  est  arrivé  aussi,  quoique  par  une 
voie  différente,  à  la  formule  (i3)  ('). 

(  *  )  Voir  Salmon,  Higher  plane  curves. 
.    (*)  En  effet,  si  Tod  remplace  dans  Téquation  (i  i)  les  coordonnées  polaires  par  des 
coordonnées  rectangulaires  ayant  la  même  origine  et  l*axe  des  x  dirigé  suirant 
Taxe  de  la  courbe,  on  aura 

ce  qu'on  peut  écrire 

[(x  —  bY-\-y*—  ia}^  *'-!-  a')]'-  \a}{a>—  a' -4-  ibx). 
Cette  équation  montre  que  la  droite 

a'—  a' -h  ihx  —  o 
est  la  tangente  double,  et  le  cercle  dont  il  s'agit  a  pour  équation 

{x  —  by-^-y*—  2a'—  h*-r-  «*^  o. 
Or,  le  centre  de  ce  cercle  est  au  point  {^x  —  b^  y  ~  o)  et  son  rayon  est  égal  à 

v/aa*-*-  6*  — a*. 
(•)  Voir  le  .Mémoire  cité  de  M.  S.  Roberts,  p.  i23. 
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Lorsque  a  =  o^  les  ovales  de  Descartes  dégénèrent  en  une  con- 
choïde  circulaire  dont  l'équation  est 

(l5)  r=:2(«4- 6cosa)), 

et  la  formule  (i4)  donne,  pour  la  somme  des  aires  totales  de  la 
courbe  et  du  nœud  dé  cette  conchoïde  si  a  <C  &,  ou  pour  Taire 
totale  de  la  courbe  si  a  >  6, 

expression  connue  que  l'on  obtient  soit  en  évaluant  Taire  de  la 
conchoïde  (i5),  considérée  comme  épicycloïde  (*),  soit  en  calcu- 
lant cette  aire  directement  par  les  règles  du  Calcul  intégral. 

La  différence  «i  —  £2  {^^  S)  ^^s  aires  comprises  entre  deux 
branches  correspondantes  des  ovales  de  Descartes  représentées 
par  Tune  des  équations  (10),  la  conchoïde  (12)  servant  de  podaire 
au  cercle  déférent  et  deux  ravons  vecteurs  issus  du  centre  du 
cercle  fixe  et  formant  les  angles  w',  co"  avec  l'axe  s'exprime 
aussi  en  termes  finis,  d'après  le  théorème  II  du  n®  5.  La  formule 
générale  (7)  donne,  pour  cette  différence, 

(16)      I  , 

I       -H  2ab  (sinw' —  sinco')  4-  j  6* ( sin 2 a)" —  sin2(o'), 

et  pour  la  différence  U  des  aires  totales,  en  posant  w'r=r  o,  o}"r^  t: 
el  doublant  le  résultat, 

ce  qu'on  peut  écrire 

(»7)  U  =  (2a*  4-  6^—  %')t.  —  Tca'. 

wte  formule  exprime  que   la   différence  U  est  égale  à  la  diffé- 
^nce  des  aires  de  deux  cercles  :  du  cercle  considéré  précédem- 


(  )  Koir  mon  Mémoire  Sur  les  aires  des  trajectoires  décrites  dans  le  mouve- 
^^pian  d'une  figure  de  forme  invariable  {Bulletin  des  Sciences  mathéma- 
<Wr  »•  lérie,  1. 11,  année  1878). 
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menty  ayant  le  foyer  triple  pour  centre  et  passant  par  les  points 
de  contact  de  la  tangente  double,  et  du  cercle  fixe  orthogonal  à 
toutes  les  circonférences  enveloppées  par  les  ovales. 

8.  Comme  second  exemple,  considérons  Tanallagmatique  qui 
a  pour  déférente  une  ellipse  dont  le  centre  coïncide  avec  le 
centre  du  cercle  fixe.  La  podaire  d^une  ellipse  relative  à  son 
centre  a  pour  équation,  en  désignant  par  a  et  6  les  deux  demi- 
axes  et  en  prenant  le  grand  axe  pour  axe  polaire, 

p*  =  a*  cos*  u>  -h  6*  sin*  co. 

En  remplaçant  Û^  par  cette  valeur  dans  les  formules  (6)  et 
(7),  on  obtient,  après  toutes  les  intégrations  et  réductions, 

Aj-hA,=  (a*H-  6'— a*)  (co''— to')  h (sinato"— sinato'), 

dm 

I  flî ^î 

Ej —  e,=  -  (a* 4-  6* —  2a*)  (co" — co')  H -. (sinaco^ —  sinaco'). 

a  i\ 

Posons,  dans  la  première  formule,  (*>'=  o,  co^^i:,  et  doublons 
le  résultat;  nous  aurons,  pour  la  somme  S  des  aires  totales  des 
deux  branches, 

S  =  («»-+-6*— a«)a'ir. 

Dans  le  cas  particulier  où  a  ==  a  —  6,  il  vient 

S  =  ù^Tzah'y 

donc,  dans  ce  cas,  la  somme  des  aires  totales  est  égale  à  quatre 
fois  Taire  de  l'ellipse  servant  de  déférente. 

En  posant  a  =  6  dans  les  formules  précédentes,  on  arrive  au 
cas  où  la  déférente  est  un  cercle  concentrique  au  cercle  fixe  ;  l'a- 
nallagmatique  se  compose  alors  de  deux  cercles  concentriques 
aux  premiers. 

9.  Considérons  enfin,  comme  dernière  application,  Tanallag- 
matique  ayant  pour  déférente  la  spirale  logarithmique 


dont  le  fàle  coïncide  avec  le  centre  du  cercle  fixe.  En  vertu  de 
cette  propriété  que  la  tangente  à  la  spirale  logarithmique  fait  un 
angle  constant  avec  le  rayon  vecteur  passant  par  le  point  de  con- 
tact, on  s^assure  facilement  que  la  podaire  de  cette  spirale  relative 
à  son  pôle  est  la  même  courbe  tournée  d'un  certain  angle  autour 
de  ce  pôle  et  que  Téquation  de  cette  podaire  est 

c  désignant  le  sinus  de  Tangle  constant  formé  par  la  tangente  et 
le  rayon  vecteur.  En  portant  cette  valeur  de  p  ou  û  dans  les  for- 
mules (6)  et  (7),  on  obtient,  toutes  les  intégrations  effectuées, 


rt^l 


^'^^«^êp^*"""*"'^""'^*^'"""'^' 


I  a^c^ 


u=.  - 


'  *""2l0ff6 


(^î."— ôw)_g^l(j^''__t^/). 


b 


La  somme  des  aires  correspondantes  et  la  différence  des  aires  ei, 
h  de  Fanallagmatique  considérée  s'expriment  donc  en  termes 
finis. 

10.  Dans  le  n^  5,  nous  avons  cherché  comment  on  peut  ex- 
primer la  somme  des  aires  correspondantes  A|,  Â2  ou  la  diffé- 
rence des  aires  êi,  £2  d'une  anallagmatique  pour  une  déférente 
donnée.  On  peut  se  proposer  le  problème  inverse  et  chercher 
<juelle  doit  être  la  déférente  pour  que  la  somme  des  aires  corres- 
pondantes A|,  A2  ou  la  différence  des  aires  ei,  62  d'une  anallagma- 
tique  s'exprime  en  aires  d'une  courbe  donnée. 

Cherchons,  par  exemple,  la  déférente  d'une  anallagmatique  pour 
laquelle  la  somme  des  aires  A|  -I-A2  ou  la  différence  des  aires  Si  —  £2 
comprises  entre  deux  rayons  vecteurs  issus  du  centre  du  cercle 
fixe  s'exprime  en  portions  de  cercle.  D'après  les  formules  géné- 
^les  (6)  et  (7),  il  suffit  de  prendre  pour  déférente  une  courbe 
dont  la  podaire  par  rapport  à  un  point  de  son  plan  soit  un  cercle 
ou  une  droite  et  de  faire  coïncider  ce  point  avec  le  centre  du 
cercle  fixe.  On  sait,  par  exemple,  que  l'ellipse  et  Thyperbole  ont 
pour  podaire  relativement  à  l'un  de  leurs  foyers  un  cercle  et  que 
la  parabole  a  pour  podaire  relativement  à  son  foyer  une  droite.  On 
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peut  donc  prendre  pour  la  déférente  cherchée  une  ellipse,  une 
hyperbole  ou  une  parabole  ayant  le  centre  du  cercle  fixe  pour 
foyer.  Par  conséquent,  la  somme  des  aires  correspondantes  et 
la  différence  des  aires  ^^y  ^2  d*  une  anallagmatique  ayant  pour 
déférente  une  conique  dont  un  foyer  est  au  centre  du  cercle 
fixe  est  exprimable  en  aires  de  cercles. 

Les  exemples  considérés  dans  les  n°*  6-10  suffiront  pour  faire 
voir  le  parti  qu'on  peut  tirer  dans  certains  cas  des  théorèmes  gé- 
néraux énoncés  dans  cette  Note. 
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PETERSEN    (J.).    —  MÉTHODES    bt  théories    pour   la    résolution    des 

PKOBLÉMBS    DE    CONSTRUCTIONS    GÉOMÉTRIQUES,   AVEC  APPLICATION  A   PLUS   DE 

4oo  PROBLÈMES,  traduit  par  0.  Chemin.  Paris,  Gauthier-Villars,  1880;  petit 
in-4**,  1 1 1  pages. 

Nous  sommes  un  peu  en  retard  pour  signaler  à  nos  lecteurs  cet 
Ouvrage  excellent  et  original  qui,  publié  en  1866  et  en  langue  da- 
noise (*),  a  fait  peu  à  peu  son  chemin  et  sera  bientôt  traduit  en 
anglais,  en  allemand  et  en  italien.  Voici  comment  Tauteur  définit  . 
dans  sa  Préface  le  but  qu'il  a  voulu  atteindre  : 

«  L'Ouvrage  actuel  a  pour  objet  d'essayer  d'apprendre  aux 
élèves  comment  on  doit  attaquer  un  problème  de  construction. 
Après  avoir  résolu  un  grand  nombre  de  questions,  les  unes  ori- 
ginales, les  autres  extraites  des  nombreuses  collections  existantes, 
j'ai  essayé  d'analyser  l'enchaînement  des  idées  qui  conduisent  à  la 
solution  de  chacune  d'elles  et  d'en  faire  une  classification  sous 
forme  de  règles  générales.  S'il  se  trouve  que  mes  solutions  diffèrent 
de  celles  des  autres  auteurs  et  si,  dans  certains  cas,  elles  paraissent 
plus  compliquées,  c'est  que  j'ai  préféré  celles  qui  sont  métho- 
diques à  celles  qui  semblent  dues  à  un  hasard  heureux.  L'objet 
que  j'ai  principalement  en  vue,  c'est  la  méthode;  dans  la  plupart 
des  cas  je  n'ai  fait  qu'indiquer  la  clef  de  la  solution  et  j'en  ai  laissé 
la  discussion  détaillée  au  lecteur  ou  au  professeur.   » 

Ce  que  l'auteur  ne  dit  pas,  c'est  qu'il  a  résolu  bien  des  pro- 
blèmes d'une  manière  absolument  nouvelle  et  très  intéressante. 
Son  petit  Recueil  mérite  d'être  accueilli  avec  faveur;  ce  n'est  pas 
une  compilation,  un  ouvrage  de  seconde  main  :  en  bien  des  points 
M.  Petersen  a  fait  œuvre  de  géomètre. 

M.  Zeuthen  a  bien  voulu  nous  envoyer  la  liste  des  questions 
proposées  depuis  1872  aux  candidats  à  l'École  Polytechnique 
danoise,  questions  qui  ont  été  résolues  par  la  plupart  des  candi- 
dats. Le  simple  énoncé  de  ces  questions  prouvera  quels  services  le 


(')  Methoder  og  Theorier  til  Lôsning  af  grometriske  Konstrtikthnsopgavert  anvendte 
poa  e.  400  Opgat^er.  Kjôbenbavn. 

Bull,  des  Sciences  mat hém„  a*  Série,  t.  V.  (Juillet  18 ji.)  18 
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hvre  (Je  M.  Petersen  a  rendus  à  renseignement  géométrique  dans 
son  pajs.  Voici  quels  sont  ces  sujets  de  composition  : 

1872.  Construire  un  trapèze ,  connaissant  les  diagonales, 
r angle  gabelles  font  entre  elles  et  l'angle  formé  par  les  côtés 
non  parallèles. 

1873.  Construire  un  triangle  ABC,  le  côté  BC  devant  être 
tangent  à  un  cercle  donné,  le  côté  CA  devant  être  tangent 
à  un  autre  cercle  en  A,  pendant  que  le  troisième  côté  AB, 
prolongé  s'il  est  nécessaire,  passe  par  un  des  deux  centres  de 
similitude  des  deux  cercles,  et  V angle  C  étant  égal  à  60**.  Com- 
bien y  a-t-il  de  solutions? 

1874.  Inscrire  à  un  secteur  de  cercle  ABC  un  secteur  abc 
semblable  au  premier,  de  telle  manière  que  le  centre  c  se  trouve 
en  un  point  donné  de  l'arc  de  cercle  AB. 

187o.  Construire  un  quadrilatère  ABCD,  connaissant  les 
deux  distances  des  milieux  des  côtés  opposés,  l'angle  formé  par 
les  deux  droites  joignant  ces  milieux  et  deux  angles  du  qua- 
drilatère, ces  deux  angles  pouvant  être  soit  deux  angles  consé- 
cutifs, soit  deux  angles  opposés, 

1876.  Un  cercle  et  deux  droites  étant  donnés  dans  un  plan, 
construire  une  droite,  de  direction  donnée,  rencontrant  le  cercle 
en  deux  points  A,  B,  et  les  droites  en  deux  points  a,  6,  tels  que 
les  distances  A  a,  B6  soient  égales  en  grandeur. 

Comment  résout-on  la  question  si  l'on  remplace  le  cercle 
donné  par  une  ellipse? 

1877.  Construire  un  trapèze,  connaissant  les  deux  diagonales, 
la  distance  de  leurs  milieux  et  la  hauteur, 

1878.  1"  Construire  un  triangle  dont  les  côtés  sont  paral- 
lèles à  des  droites  données  et  dont  les  sommets  se  trouvent  sur 
des  droites  données, 

a"  Mener  une  droite  parallèle  à  une  droite  donnée  de  telle 
manière  qu'elle  divise  dans  le  même  rapport  deux  côtés  opposés 
d'un  quadrilatère  plan.  Montrer  que  la  même  question  n'est 
résoluble  pour  un  quadrilatère  gauche  que  dans  le  cas  où  la 
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droite  donnée  se  trouve  dans  un  plan  parallèle  aux  côtés  qu^on 
ne  divise  pas. 

1879.  i*^  Construire  un  triangle  dont  on  connaît  un  angle,  le 
côté  opposé  et  le  rapport  des  deux  autres  côtés. 

2®  Construire  un  quadrilatère  ABCD  circonscriptible  à  un 
cercle  y  connaissant  la  différence  des  angles  opposés  B  et  D,  la 

différence  des  côtés  AB  et  AD  et  les  rapports  jr=r  et  j^  des  di- 
stances du  centre  du  cercle  inscrit  aux  sommets  opposés. 

Les  candidats  à  TÉcoIe  Polytechnique  ne  connaissant  que  la 
Géométrie  élémentaire,  il  faut  convenir  avec  M.  Zeuthen  que  la 
possibilité  d'avoir  de  bonnes  solutions  de  ces  questions  témoigne 
favorablement  des  bons  fruits  qu'a  portés  en  Danemark  la  première 
édition  du  Livre  de  M.  Petersen.  Nous  espérons  que,  dans  sa  tra- 
duction française^  ce  Livre  sera  consulté  par  tous  nos  professeurs, 
et  nous  n'hésitons  pas  à  le  leur  recommander  sans  restriction. 


WORPrrZKY  (J.).  —  Lbhrbuch  der  Differextial-  und  Integral-Rechnung. 

I  vol  in-8**,  794  pages.  Berlin,  i88o. 

M.  Worpitzky  enseigne  le  Calcul  différentiel  et  intégral  à  la 
Kriegs-Akademie,  et  c'est  le  résumé  de  ses  leçons  qu'il  donne  au 
public. 

II  est  intéressant  de  voir,  sur  cet  exemple,  quelle  peut  être  la 
nature  de  l'enseignement  scientifique  dans  une  école  pratique 
J'Allemagne.  On  est  tout  d'abord  frappé,  en  parcourant  le  livre 
de  M.  Worpitzky,  de  l'absence  de  préoccupations  utilitaires  :  évi- 
demment le  but  principal  de  l'auteur  n'est  pas  de  rendre  ses  lec- 
teurs familiers  avec  les  procédés  de  calcul  qu'ils  pourront  avoir  à 
appliquer  pour  la  solution  de  problèmes  pratiques,  mais  bien  de 
leur  donner  des  idées  justes  sur  les  éléments  de  la  Science  et  de 
leur  inspirer  tout  au  moins  le  goût  de  la  haute  science.  Au  sur- 
plus, il  s'explique  longuement  dans  sa  Préface  sur  l'importance 
qu'il  attribue  à  l'étude  des  Malhémaliques  pour  la  formation  et  le 
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développement  des  intelligences,  et  c'est  ce  développement  qui  le 
préoccupe  tout  d'abord. 

M.  Worpitzky  n'a  pas  cru  devoir  séparer  le  Calcul  intégral  du 
Calcul  diflérentiel  ;  il  est  certain  que  cette  séparation  est  souvent 
artificielle.  La  notion  d'intégrale  définie  ou  indéfinie  est  liée  inti- 
mement à  la  notion  de  dérivée  et  il  est  parfois  incommode  de  vou- 
loir se  passer  de  cette  notion  pour  la  démonstration  de  certains 
théorèmes  que  l'on  regarde  habituellement  comme  appartenant  au 
Calcul  différentiel.  On  remarquera  encore  que  l'auteur  a  exclu 
systématiquement  la  notion  de  différentielle,  et,  à  la  vérité,  cette 
notion  n'a  guère  d'utilité  (*)  tant  qu'on  n'aborde  pas  la  théorie 
des  équations  différentielles. 

Après  avoir  précisé  le  sens  du  mol  fonction  y  l'auteur  définit  les 
dérivées  et  donne  les  règles  principales  de  différentiation  ;  il  éta- 
blit ensuite  la  notion  d'intégrale  définie,  en  se  bornant  d'ailleurs 
au  cas  où  l'on  peut  décomposer  l'intervalle  compris  entre  les 
limites  d'intégration  en  intervalles  partiels,  en  nombre  fini,  tels 
que,  dans  chacun  d'eux,  la  fonction  soit  finie,  continue  et  varie 
dans  le  même  sens.  Il  donne  ensuite  les  règles  élémentaires  d'in- 
tégration ;  nous  noterons,  en  passant,  la  forme  générale  que 
M.  Worpitzky  donne  à  la  règle  d'intégration  par  parties,  règle  qui 
consiste  pour  lui  dans  l'égalité  : 


j f{ff\^  "iy  •  •  •»  n„,x)d.r 


I  ■'  n 


i  -  1 

OÙ  //|,  U'ij  . . . ,  Un  sont  des  fonctions  quelconques  de  x, 

11  traite  ensuite  de  la  répétition  des  opérations  de  diff'érentia- 
tion  et  d'intégration;  puis  il  aborde  le  théorème  de  Taylor  :  ce 
théorème  est  démontré  en  donnant  au  reste  la  forme  d'une  inté- 
grale définie,  puis  appliqué  au  développement  de  (i  -^  x)^\  cédé- 


(')  Nous  ne  pouvons  accepter  sans  réserves  celte  assertion  de  notre  sarant  col- 
laborateur. J.  H. 
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veloppement  conduit  à  la  notion  de  la  fonction  exponentielle,  et 
cette  dernière  à  la  notion  de  la  fonction  logarithmique.  L'auteur 
fait  avec  soin  Tétude  de  la  façon  dont  se  comporte,  pour  x  infini, 
la  fonction 

où 

et  où  p  est  supérieur  à  —  i  :  cette  étude  est  faite  en  vue  de  la 
démonstration  des  règles  très  générales  que  fournit  la  considéra- 
lion  de  cette  fonction  pour  la  détermination  de  la  convergence 
soit  des  intégrales  à  limites  infinies,  soit  des  intégrales  relatives  à 
des  fonctions  qui  passent  par  Tin  fini  entre  les  limites  d'intégration, 
soit  des  séries  infinies;  la  considération  de  la  même  fonction,  lors- 
qu'il y  a  divergence,  conduit,  dans  des  cas  très  étendus,  à  des  ren- 
seignements importants  sur  la  nature  de  la  divergence  :  toutes  ces 
règles  résultent  sans  difficulté  des  identités  évidentes 


r' dx        _  i_  r__i i_ 


r*     dx  I 

/     :  =  — ; iP>o), 

/     ^ — '—l^^^x  —  l'^^^a, 

Ja    ^{-J^.n.o) 

L'auteur  traite  ensuite  des  séries  et  des  produits  infinis,  de  leur 
convergence  conditionnelle  ou  inconditionnelle,  des  séries  à  double 
entrée,  de  la  dlfTérentialion  et  de  l'intégration  des  séries  dont  les 
termes  sont  fonctions  d'une  variable. 

Passant  ensuite  à  la  considération  des  fonctions  de  variables 
imaginaires,  il  prend  l'égalité 

pour  point  de  départ  de  la  définition  des  fonctions  circulaires, 
fonctions  dont  l'étude  est  faite  indépendamment  de  leur  significa- 
tion trigonométrique  ;  il  donne  leurs  développements  en  séries,  en 
produits  infinis,  et  les  développements  de  leurs  puissances  en  séries 
deFourier.  Il  traite  ensuite  de  la  différentiation  et  de  l'intégra- 
tion des  fonctions  de  variables  imaginaires,  ainsi  que  de  leur  dé- 
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veloppement  en  série  suivant  les  puissances  de  la  variable,  eC 
termine  ce  Chapitre  en  établissant  les  propriétés  essentielles  des 
équations  algébriques  entières  :  Texistence  d'une  racine,  pour  nn^ 
telle  équation  y  (j:)  =  o,  est  prouvée  par  Tabsurdité  à  laquelle  con- 
duirait Tégalité 

appliquée  à  un  contour  circulaire  infiniment  grand,  si  la  fonction 
/(j)  ne  s'annulait  pour  aucune  valeur  finie  de  z. 

Dans  le  reste  du  Volume,  où  Ton  trouvera  l'étude  des  formes 
illusoires,  la  décomposition  des  fonctions  rationnelles  en  éléments 
simples,  l'intégration  des  différentielles  rationnelles  binômes,  al- 
gébriques et  transcendants,  enfin  la  recherche  des  maxima  et  des 
minima  des  fonctions  d'une  ou  de  plusieurs  variables ,  il  convient 
de  signaler  un  chapitre  entier  consacré  à  la  formule  sommatoire 
de  Maclaurin. 

Enfin  un  Appendice  contient  les  éléments  de  la  Géométrie  ana- 
Ivtique  et  les  applications  géométriques  les  plus  simples  du  Calcul 
différentiel  et  intégral. 


MELANGES. 

TRAVAUX  CONGERMANT  LE  PROBLÈME  DES  TROIS  CORPS 
ET  LA  THEORIE  DES  PERTURBATIONS; 

Pa«  m.  u.  uvirvi. 

La  méthode  de  la  variation  des  constantes,  telle  qu*on  l'enseigne 
d*ordinaire,  se  montre  hérissée  d*épines  dès  qu'on  a  dépassé  les 
premières  étapes  des  approximations  successives.  Il  se  trouve  aussi 
qu'elle  n*assure  pas  toujours  d'une  manière  suffisante  l'économie 
du  travail,  de  fortes  variations  des  éléments  elliptiques  pouvant  se 
compenser  mutuellement  et  ne  produire  que  de  faibles  changemeaU 
des  coordonnées.  On  a  donc  cherché  d'autres  voies,  et  essayé  Umv 
à  tour  des  moyens  d'intégration  très  divers.  Au  poîol  de  v«e  |m*» 
tique,  les  méthodes  de  quadrature  ont  rendu  de  grands 
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elles  n^ont  pas  dit  leur  dernier  mot.  Il  faut  ensuite  citer  les  mé- 
thodes de  Hansen,  applicables  aux  perturbations  spéciales  comme 
dux  perturbations  absolues,  qui  commencent  à  se  répandre  aujour- 
d'hui, et  auxquelles  se  rattachent  les  récents  travaux  de  M.  Gjldén. 
Hnfin  on  a  tenté  d'utiliser  d'une  manière  plus  directe  les  intégrales 
connues  du  problème  des  trois  corps.  C'est  à  ce  sujet  que  je  me 
propose  d'entrer  dans  quelques  détails.  Je  commencerai  par  rap- 
peler brièvement  les  données  du  problème,  en  partant  de  la  trans- 
formation orthogonale  dont  je  me  suis  occupé  plus  longuement 
ailleurs  (*). 

1.  On  sait  que,  lorsque  les  coordonnées  X,  Y,  Z  sont  remplacées 
parleurs  différences,  les  équations  différentielles  du  mouvement 
de  trois  corps  perdent  la  forme  canonique,  en  d'autres  termes,  que 
les  accélérations  ne  sont  plus  les  dérivées  partielles  d'une  même 
fonction  U.  On  peut  leur  rendre  cette  forme  au  moyen  d'une 
transformation  orthogonale  indiquée  par  Jacobi,  qui  ne  change 
pas  la  direction  des  axes,  mais  s'applique  de  la  même  façon  aux 
coordonnées  X,  aux  coordonnées  Y  et  aux  coordonnées  Z.  La  ma- 
n»ere  la  plus  simple  d'opérer  celte  transformation  consiste  à  rap- 
porter la  planète  principale  (m)  au  corps  central  (mo),  et  la 
planète  troublante  (mi  )  au  centre  de  gravité  commun  des  corps  mo 
^tm(2).  Lorsqu'il  s'agit  de  la  Lune,  c'est  la  Terre  qui  est  le  corps 
central,  et  rrit  représente  le  Soleil. 

On  posera  donc 

A|  \q  t=:  Xj  -V-   —  .ï", 

V  V    —  '"« 

Al  A    —  ^i  —  U  , 

OU  M=  m© -H '^^   et  des  relations   analogues  serviront   à    trans- 


(')  Annales  de  l'École  Normale  supérieure^  t.  V,  1868.  —  Journal  de  Mathé- 
"'^f^ues  pures  et  appliquées,  mai  1869.  —  Voir  aussi  deux  Mémoires  de  M.  Emile 
'^Ihieu  {Journal  de  Mathématiques,  1876  et  1877). 

(')  D'après  une  remarque  que  je  dois  à  M.  Tisserand,  Newton  aureiil  déjà  indiqué 
^^te  transformai  ion  spéciale  pour  Jupiter  et  Salurni\ 


1-;% 
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former  les  coordonnées  Y,  Z.  Soit  encore 

les  équations  du  mouvement  prendront  la  forme 


La  fonction  des  forces  U  dépend  des  trois  distances  planétaire 
/'(distance  de  m  à  mo),  R(distance  de  m  à  mi)  et  Bo(distance  d 
mo  à  mi  ).  En  désignant  par  r^  la  distance  de  nti  au  centre  de  grs 
vite  de  m©  -h  m,  nous  aurons 


où 


r'  =:  a:'  4-7'  4-  -5*,     rj  =  J?}  H-  jî  4-  -sj , 

La  fonction  des  forces  U  et  la  fonction  perturbatrice  û  ont  pou 
expressions 

-,       m^m*        mm*        mm,^ 


Hr"""Tr-^-7-' 


'0 


mom*        mm*        m*  M 


Ko  H  r, 

2/1    Ir, 


/?io  4-  m  ^  '  r,  I 


et  les  équations  différentielles  peuvent  s'écrire 

„      Mac        i  du  „       MjXi         1     ôQ 

Pour  simplifier  Técriture,  je  suppose  ici  que  la  constante  d 
Tattraction  x  est  contenue  dans  dt^  c'est-à-dire  qu'on  a  misparlM 
dV^  à  la  place  de  y^dt^.  Les  lettres  accentuées  représenteilt  tAi 
jours  des  dérivées  prises  par  rapport  au  temps. 
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2.  En  inlroduisant  les  variables  [jlx',  ^Ly,  p. y,  et  posant 

n  =  T4-T,-U, 

oùT-f  T|  représente  la  force  vive  du  système,  les  équations  du 
mouvement  pourraient  encore  s'écrire 


eirintégrale  des  forces  vives  serait  H  =const. 
Soient  encore 

ïes  deux  fonctions  qui  deviennent  les  constantes  des  forces  vives 
<»ans  le  mouvement  non  troublé,  où 

. mniQ       .   w,M 

2  a  *  2  ai 

^Q  désignant  par  a  a,  2  ai  les  grands  axes  des  deux  ellipses  ;  Tinté- 
P^e  des  forces  vives  prendra  la  forme 


) 

h-hh^  —ii-h 

En  outre 

dh          ,  dû         ,  (}i2 

dt                   ÔJL'         '        Ôf 

,  ôii 
Oz 

^"  bien,  en  regardant  jr,^i',  :;  comme  fonctions  du   temps   t,   et 
^*^}'\)  Zi  comme  fonctions  du  temps  /|, 

dh  _  da       dhy  _  (Yii 

777  ~"  777 '    ~di  ~~  dfi' 

Us  fonctions/!,  //,  sont  des  constantes  arbitraires,  des  éléments 
des  orbites  troublées;  elles  eu  déterminent  les  dimensions  abso- 
lues. 
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Remarquons,  en  passant,  qu'on  a  aussi 

(4)  -  (l^/r  =  2T-^r  —  =2h-^^-\-  r  ^. , 

(5)  l(jx,.«  4- jx, /•?)'=  U  +  2H. 

Si  Ton  désigne  encore  par  /  la  vitesse  aréolaire,  par  a^y  les 
cosinus  qui  en  déterminent  le  plan  (le  plan  de  Torbite  instantanée), 
les  trois  projections  de  /  seront 

et,  en  posant 

les  intégrales  des  aires,  rapportées  au  plan  invariable,  pourront 
s'écrire  comme  il  suit  :  • 

(6)  Aa-hA,«i==o,     A-^-i- Ai3i==o,     k^-^  k^-^^  —  K-, 

d'où  Ton  voit  que  les  deux  orbites  se  coupent  dans  le  plan  inva- 
riable (K  étant  la  résultante  de  A*,  kx,  si  Ton  considère  K,  k^  ki 
comme  des  forces  normales  au  plan  flxe  et  aux  deux  orbites). 
Les  fonctions/,  /i,  ou  bien  A',  A^i,  deviennent  les  constantes 

des  aires  dans  lemouvement  non  troublé,  où/=  ^Mp^/t  =  ^M^p^J 
en  désignant  par/?,  p^  les  paramètres  des  deux  ellipses.  On  voit 
que  A"  (aussi  bien  que  A  a,  A'P,  A*y)  peut  jouer  le  rôle  de  constante 
arbitraire,  d'élément  de  Torbile  troublée. 

3.  Comme  les  orbites  planétaires  sont  approximativement 
planes,  il  est  naturel  d'introduire,  à  titre  de  constantes  arbitraires, 
les  deux  angles  qui  déterminent  le  plan  de  Torbite  instantanée. 
Une  méthode  plus  élégante  consiste  à  introduire,  avec  Hansen, 
trois  axes  mobiles  dont  deux  sont  situés  dans  le  plan  de  l'orbite, 
et  qui  dépendent  de  trois  constantes  arbitraires. 

Hansen  appelle  coordonnées  idéales  des  coordonnées  mobiles 
S,  7j,  Ç,  déterminées  de  telle  manière  que  non  seulement  Ç,  t^,  Ç, 
mais  encore  |',  r/,  Z,'  soient  les  mêmes  fonctions  du  temps  et  des 
éléments  dans  le  mouvement  troublé  que  dans  le  mouvemenl  non 
troublé;  en  posant,  par  exemple, 
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on  aura 

et  de  même  pour  r^,  ÎJ.  Il  se  trouve  alors  que  Taxe  instantané  de  ro- 
laliondu  système  doit  toujours  coïncider  avec  Icf  rayon  vecteur.  Si 
nous  prenons  pour  pian  des  ^7^  le  plan  de  l'orbite  instantanée, 
nous  aurons  s  =  o,  J^'  =  o,  et  les  équations  du  mouvement  devien- 
nent, pour  la  planète  considérée, 

I-»       I   ()U         ^       I  âV 


i. 


OÙ  ^^,  7^0  sont  les  rotations  du  système   autour  des   axes  ç,  t^, 

et  r*  sa  rotation  totale,  qui  a  lieu  autour  du  rayon  vecteur.  Il  est 

entendu  qu^après  la  différentiation  on  fera  J^=  o. 

Soit  encore  u  la  longitude  dans  Torbite,  comptée  à  partir  de  l'axe 

des  \  ;  on  aura 

$=:rcosM,     7i  =  rsinM, 

et  r,  a  seront,  comme  $,  Tj,  des  coordonnées  idéales,  c'est-à-dire 

<pi'on  aura 

Sr  =:  o,     8m  =  o,     0$  =  o,     or,  =  o, 

comme  on  a  ojc  =  o,  5k  =  o,  o-s  =  o,  en  indiquant  par  le  symbole 
ûla  différentiation  par  rapport  aux  constantes  arbitraires  qui  fi- 
Çi^renl  dans  l'expression  des  coordonnées,  lorsqu'on  introduit  les 
éléments  elliptiques.  Mais  il  y  a  là  une  difficulté  sur  laquelle  Jacobi 
appelle  l'attention  dans  une  lettre  adressée  à  Hansen,  que  l'on 
trouve  dans  le  Tome  II  des  Opuscula  mathematica. 

En  effet,  Jacobi  critique  la  définition  des  coordonnées  idéales, 
proposée  par  Hansen,  parce  que  les  quantités  qui  déterminent  la 
situation  de  l'axe  des  S  ne  sont  pas  de  véritables  constantes  arbi- 
traires ou  éléments,  dans  l'acception  consacrée  du  mot.  Si  nous 
^l^signons  par  9  la  distance  de  cet  axe  à  la  ligne  des  nœuds,  l'angle  c 
est  déterminée  par  l'équation  différentielle 

Qu'est  pas  directement  intégrablc;  on  ne  saurait  donc  considérer 


'« 
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1  a*  comme  une  fonction  des  constantes  arbitraires  i,  S 

Jacobi,  en  s'appuyanl  sur  un  précédent  créé  par  Lagrai 
d'étendre  le  nom  d'éléments  à  des  quantités  de  cette  r 
nies  par  des  intégrales  de  la  forme 

f(\da  -\-Bdb  -^. ,  ,)y 

où  A,  6,  . . .  sont  des  fonctions  des  constantes  arbitrair 
On  pourra  donc  appeler  éléments  l'angle  o-,  l'angle  ts  < 
la  distance  du  périhélie  à  l'axe  des  ^,  etc.,  et,  en  posant 
où  i^  est  l'anomalie  vraie  dans  l'ellipse  osculatrice,  on  ; 

ai*       0 
u'  ^=  v'  ~{- m'  :=z  -—  y        u  znz  or  -\-  m' dt  z=:  o, 

ut 

en  indiquant  toujours  par  des  accents  les  dérivées  total 

i.  Les  relations 

1-=:  r  ces  M,     T,  =  r  sin  u 
donnent 

et  les  équations   du   mouvement  deviennent,   pour 
orbite, 

r'        (X    Or 


En  même  temps 


T=;Mr"+f; 


Si  l'on  fait  toujours  II  =  ï-f-T,  —  U,  et  qu'on  obser 
renferme  pas  les  vitesses,    comme  T  4- T|    ne   renfei 
angles  //,  (/|,  on  pourra  donner  aux  deux  premières 
équations  la  forme  suivante  : 


dr           ô\\ 

d(iLr') 

ÔW 

dt        ô{\xr'y 

dt 

ôr' 

du          ô\\ 

^n\^/) 

OH 

dt  ~"  0  (  |xy  )  ' 

dt      ~ 

Ou 
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A  ces  équations,   qui  déterminent  le  mouvement  orbilaire,  il 
faut  ajouter  celles  qui  déterminent  le  plan  de  l'orbite. 
Soient  : 

i  l'inclinaison  de  Torbite  sur  le  plan  fixe, 
^  la  longitude  du  nœud  dans  le  plan  fixe, 
ï  la  longitude  du  nœud  dans  Torbite, 

•j  l'angle  que  fait  le  rayon  vecteur  avec  le  nœud  ascendant  (ce 
qu'on  appelle  V argument  de  ta  latitude). 

On  aura  d'abord  w  =  u  -ho-;  le  cosinus  de  l'angle  (r,  Ti),  qui 
figure  dans  U  et  dans  û,  et  que  nous  avons  désigné  par  ,ç,  s'expri- 
Uîeraparu,  U|,  i,  l'o^-  —  5"i,  et  l'on  aura 

d'j        du  ()<j 

CD  mettant  //  —  o-  à  la  jïlace  de  u.  Par  suite  de  l'introduction  des 
âxes  mobiles,  dont  la  position  initiale  est  arbitraire,  le  nombre  des 
variables  contenues  dans  A  est  maintenant  de  quatorze  au  lieu  de 
uouze;  mais,  si  nous  conservons  u  au  lieu  de  w  —  a*,  les  variables 
'i  ïi  restent  en  dehors  du  système  à  intégrer.  Il  faut  maintenant 
chercher  l'expression  de  la  dérivée  u'. 

Par  des  considérations  géométriques  très  simples,  on  trouve 
J'abord 


=  £'. 


[   /'"  COS'J 

(")  •  r^  sinumS'sin/, 


( 


a'  —  S-'  cos  / , 


'  élant  la  rotation  du  plan  de  l'orbite  autour  de  la  ligne  des 
^^uds,  et  /-"sin'j  sa  rotation  autour  d'un  axe  perpendiculaire  à 
ceUe  ligne. 

Puis  l'on  voit  aisément  que  -^7-  est  la  force  perturbatrice    nor- 

'^ïale  au  plan  de  l'orbite,  qui  produit  la  rotation  actuelle  de  ce 
plan  autour  du  rayon  vecteur,   et  que  le  déplacement  virtuel  3JJ 

^uivaut  à  une  rotation  01=  — r —  autour  du  nœud.  Il  s'ensuit. 
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en  posant  toujours  [Jt/=  A', 

dV  i     dV 

A  /      /    — rr    —  —: —  > 

d^  Sin  U     (^£ 


(9) 


A"  S"   m  — : :  — r-r  > 

sin  l  Ol 

A-  <j'  =r  cet  e  -Z-;  • 

Ol 


On  a  aussi 


(AcosO'=  ^> 


en  vertu  de  l'identité 


ds  .ds  .    .  d.ç 

-TTT  —  COSI  -T h  COlu  sin  £-7-.  =  o, 

d^  du  di 


et,  puisque 

dU       dU 


da-  '  (}:^i  ~^' 

on  peut  écrire  l'intégrale 

k  CCS  £  -+-  A",  COS  £,  :=i:  K. 

Ensuite 

A'  sin  £  =  A'i  sin£\, 

S-,  —  S-  =  i8o«. 

Ce  sont  les  intégrales  des  aires,  que  nous  n'avons 
de  démontrer,  puisque  nous  les  avons  établies  plus  ha 
forme  peu  différente;  nous  avons  déjà  dit  que  les  deu 
coupent  dans  le  plan  invariable,  sur  lequel  se  compt< 
gitudes  5",  ^^ , 

5.  Nous  désignerons  par  J  =  i  -{-  i^  Tinclinaison  n 
orbites,  et  nous  compterons  les  angles  u,  U|  du  nœuc 
de  chaque  orbite  ;  nous  aurons  dès  lors 

—  5  =  cosu  cosuj  H-  sinu  sinu,  cos  J 

=  cos  (u  —  i>|)  —  2  sinu  sinu,  sin'  —  J, 
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el  les  intégrales  des  aires  donnent  encore 

,    ,  sini        sin/i         sinJ 

K«  —  /«  -+-  k]  4-  2kk^  ros J  =  ( A -4-  A*, )*—  4AA-,  sin«  i  J, 

d'où  il  résulte  que  là  somme  des  vitesses  aérolaires  A*  -f-  Ar^  varie 
fort  peu,  si  les  orbites  sont  peu  inclinées  Tune  sur  l'autre. 

On  voit  que  s  ne  dépend  que  des  trois  angles  u,  U|,  J.  Le  nœud 
a  été  éliminé  ;  et  si  nous  remplaçons  cos  J  par  sa  valeur  tirée  des 
intégrales  des  aires,  les  inclinaisons  disparaissent  à  leur  tour  et  il 
ne  reste  dans  H  que  les  huit  variables  r,  r^  r',  r/,  u,  U|,  Ar,  ki. 

En  diOerentiant  Texpression  de  la  constante  K  par  rapport  à  Ar, 

on  trouve  d'ailleurs 

,    .    .  05 
cos  i  —  A"  sin  (  ^r7  =0, 

âk 

Pt  il  s'ensuit  qu'en  remplaçant  cosJ  par  sa  valeur  on  aura 

,_dV 
''  ~~  dk' 

AT* 

Or  on  avait  u!  =1  —'^  et,  puisque  u'  =  w'  —  cr',  il  vient 

âk 

I 
*  altesses  kj  A-,  étant  contenues  à  la  fois  dans  T  -f  T|  et  dans  U. 

^  équations  du  mouvement  prennent  donc  la  forme  suivante  : 


(M) 


dU'.r') 
dt 

ÔW 

dr' 

1  rfu 
[c/t 

dk 
dt 

J  ensemble  forme  un  système  de  huit  équations  simultanées 

J*  ^^^^  ordre,  qui  peut  s'intégrer  séparément,  et  auquel  s'a- 

"^  ^Muadrature 

dt  "  JK" 
T^^^^ns  i,  t4    se  déterminent  finalement  par  A:,  A:«.  On  a 
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d'ailleurs  l'intégrale  des  forces  vives  H  ==  const.  Mais,  le  système 
ci-dessus  ne  pouvant  jamais  être  intégré  que  par  approximation^ 
il  importe  d'introduire  d'autres  variables  qui  puissent  jouer  le  rôle 
de  constantes  arbitraires,  d'éléments  des  orbites  troublées,  ce  qui 
veut  dire  que  leurs  variations  ne  doivent  dépendre  que  de  la  fonction 
perturbatrice.  A  cet  égard,  il  est  à  remarquer  que  A*,  3-,  a*  jouissent 
déjà  de  cette  propriété,  car  on  a  évidemment 


dB^ 

dil 

d<j      ôa 

^X-      dà 

du 

dt 

~  ÔK' 

dt      dk  ' 

dt        d'J 

dn 

Il  en  est  de  même  de  la  variable  A,  déjà  définie  plus  haut,  que 
l'on  peut  introduire  à  la  place  de  r',  en  vertu  des  relations 


h 

=;m 

,./1 

^ 

'+• 

dh 
dt 

= t  ^ 

-4- 

au 

u', 

-t- 

-H 

P' 

A"      .  . 

où  /  =  —  Si  nous  exprimons  les  coordonnées  polaires  r,  u  en  foï^ 

tion  de  ^  -|-  t  et  de  diverses  constantes  arbitraires,  de  telle  faç^ 
que  leurs  dérivées  totales  se  confondent  avec  leurs  dérivées  p^ 
tielles  prises  par  rapport  à  ^  ou  à  t,  nous  aurons 

,  r,.  dh       du 

(lo)  —r-  ^=^-  —T' 

^      ^  dt         ô-z 

6.  On  y  arrive  par  l'emploi  d'une  ellipse  osculatrice  qui  satisC^ 
aux  équations  du  mouvement  dans  l'hypothèse  de  û  =  o.  L'é^ 

ment  h  représente  alors  le  grand  axe  (/i= ^ — -  j ,  et  A*  le  f^ 

ramètre  (A*  =  \'Mp);  les  mêmes  éléments  déterminent  encore  1'^ 
centricité  e  ot  le  moyen  mouvement  n^  car  on  a 


Les  nouvelles  constantes  arbitraires  qui  achèvent  de  définir T^ 
lipse  keplérienne  sont  Tépoque  t  et  la  longitude  du  périhélie  < 
comptée  à  partir  de  l'axe  des  S,  que  l'on  peut  aussi  remplacer  p^ 
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la  distance  du  périhélie  au  nœud  i;  ;  on  a  dans  ce  cas  cr  =  t;  -f-  o'. 
En  désignant  par  v*  l'anomalie  vraie,  par  e  Tanomalie  excentrique, 
on  a  les  relations 


P  ^ 

-=iiH-ecosr,      -  :=r  1  —  ecose, 

r  a 


tang-  i»=  4  / lang-  s,      s —  esmerzi  /i(i-f-T), 

'x  y    I  —  e  2 

Les  vitesses  elliptiques  devant  coïncider  avec  les  vitesses  orbi- 
taires,  les  dérivées  r',  u'  sont  égales  aux  dérivées  partielles  des 
variables  r,  u  prises  par  rapport  à  t  ;  par  conséquent, 

En  partant  de  ces  relations,  on  trouve 

En  prenant  la  dérivée  partielle  de  Û  par  rapport  à  A:,  on  suppose 
ici  que  A:  existe  dans  les  expressions  des  coordonnées  r,  v  aussi 
bien  que  dans  cosJ.  On  a  vu  plus  haut  qu'en  prenant  k  seulement 
ianscosJ  on  avait 

"n  a  de  mt^me 

,  ôii 

"  =  ~  ^- 

CD  prenant  A'  seulement  dans  les  coordonnées  r,  v,  cela  résulte  de 
'»  feiation  w'  =  î:'  4-  «'•  Enfin 

On  voit  aussi  qu'on  aura 

/  ►  I  /9i2 

(i5)  (A--+-A',y  =  2sin»- Jsin(u4-u,)3-- 

^  '  2  (75 

Att^.  </tfi  Sciences  maihém,,  3*  Série,  t.  V.  (Juillet  i8âi.)  I9 


182  PREMIËKE  PARTIE. 

Sous  cette  forme,  les  équations  sont  préparées  pour  la  variatioiK 
des  constantes.  Nous  allons  les  modifier  de  manière  à  éviter  rem- 
ploi des  éléments  elliptiques  variables,  le  point  de  départ  étant, 
dès  lors  une  ellipse  invariable ,  comme  dans  Tune  des  méthodes  du 
Livre  II  de  la  Mécanique  céleste.  On  verra  comment  M.  Weiler  a 
tenté  de  résoudre  le  problème  ainsi  modifié.  Mais  auparavant  il  ne 
sera  pas  sans  intérêt  de  rappeler  brièvement  certains  détails  des 
méthodes  de  Hansen,  .à  cause  des  rapprochements  qui  s'offriront 
d'eux-mêmes. 

7.  On  sait  que,  pour  le  calcul  des  perturbations  spéciales  des 
petites  planètes,  Hansen  a  renoncé  à  l'ellipse  osculatrice.  Dans 
sa  méthode,  on  emploie  une  ellipse  keplérienne  où  l'époque  t  est 
seule  variable  (*),  tandis  que  a,  p,  e,  n^  jss  sont  des  constantes 
absolues,  déterminées  une  fois  pour  toutes  de  manière  à  repré- 
senter des  éléments  osculateurs  à  l'origine  du  temps.  Au  rayon 
vecteur  fictif  r*.  pris  dans  cette  ellipse,  on  compare  le  rayon  vec- 
teur actuel  r,  en  posant  r=  r^(i  -f-  p)  et  en  les  faisant  coïncider 
en  direction,  de  sorte  que  u=  i^-|-  tît.  On  a  donc 

(i6)  /=r*w'=r»t''=:(i-+-p)V«(;', 

et 

(«7)  '1i^'=/o(l4-^'), 

OÙ  /o  =  y/M/?  est  la  valeur  de  /  à  l'origine  du  temps.  Par  défini- 
tion, on  a  aussi,  à  l'origine  du  temps,  p  =  o,  p'  =  o,  t  =  t©,  V  =  o, 
les  dérivées  des  variables  p,  t  devant,  pour  ^  =  o,  se  confondre 
avec  les  dérivées  nulles  des  quantités  analogues  prises  sur  une 
ellipse  osculatrice.  Pour  déterminer/,  on  a  la  quadrature 


W8)  •^~-^»  =  / 


(nous  écrivons  ici  Û  sous  sa  forme  ordinaire).  Puis 


-(t^)'('-^*--''> 


(*)  Hansen  met  à  la  place  de  t  une  fonction  du  temps  ^s  =  /  +  €x;  mais  cela  ra* 
vient  4  faire  varier  Tépoque. 
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et,  en  supprimant  les  termes  du  second  ordre, 


(19) 


-'•=/(-^-"h 


les  intégrales  étant  toujours  prises  de  manière  qu'elles  s'annulent 
pour  ^  =  G.  La  valeur  de  p  se  trouve  par  une  double  quadrature. 
En  différentiant  l'équation 


on  a  d'abord 


I  -+-  p i  -\-  e  ces  V 

— ) 

r  p 


rp'—  (i  -+-  p)r'=i  —  ^  sint;/, 


puis 


rp'—  (i4-p)r*= sinr/' cosf'î^ 

r         \  r/  p  P  r 


Les  dérivées  r"  et  /^  étant  remplacées  par  leurs  valeurs  tirées  des 
équations  du  mouvement,  il  vient 

^         r^        Te  or         pr      ov       r*  \fl 

On  a  d'ailleurs  p  =  o,  p'  =  o,  pour  ^  =  o.  Le  facteur  (  ~  —  i  |  peut 
^Ire  remplacé  par  a  ^^-^^*^- 

"•  Les  valeurs  de  p  et  de  t  une  fois  obtenues  par  des  quadra- 
tures, on  connaît  les  coordonnées  polaires  r,  //,  c'est-à-dire  la 
posiiion  de  la  planète  par  rapport  aux  axes  mobiles  qui  tournent 
avec  l'orbite.  Il  reste  à  tenir  compte  du  déplacement  de  ces  axes. 
*ar  une  ingénieuse  transformation,  Hansen  a  ramené  cette  partie 
^w  calcul  à  la  recherche  de  la  différence 

^^  ^0  signifie  la  valeur  de  z  qu'on  obtient  en  remplaçant  les  varia- 
bles t,  a-  par  l'o?  ^O'  Cela  revient  à  faire  tourner  les  axes  mo- 
biles (5^  Ti,  î^)  d'un  angle  (x  —  (Xo  autour  de  la  normale  à  l'orbite, 
^t  d'un  angle  i  —  l'o  autour  de  la  ligne  des  nœuds.* Les  axes  (Ç,t^  ) 
'OQt  ainsi  amenés  dans  les  positions  (i^.iPii.^.  et  r  dans  la  position  Tq, 
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sans  rien  changer  aux  valeurs  des  variables  Ç,r|,  r,  m,  déjà  déter- 
minées. On  a  évidemment 

z  =  r  cos  {z,r)  =z  Ç  cos(c,  5)  "+-  ^i  c<^s(5,t^), 

Zq  =  r  cos  (-3,  /'o)  :=:  $  COS  {z,  $o)  "^  1^4  COS  (5,T,o)  ; 

la  variable  ^o  ^^t,  donc  simplement  une  fonction  linéaire  donnée 
de  $,  T^.  En  posant  As  =  r5,  nous  avons 

s  =L  COS  (-3,  r)  —  cos  (-3,  To) 
=  sine  sin(//  —  a)  —  sin/o  sin(a  —  Jo)« 

Cette  expression  représente  ce  qu'on  pourrait  appeler  la  pertur- 
bation de  la  latitude  6,  puisque  cos(>3,  r)  =:  sine.  Comme  elle 
n'est  pas  affectée  par  la  rotation  instantanée  de  Forbite,  on  peut 
la  différcntier  en  traitant  i,  o-  comme  des  constantes,  et  il  vient 

—  s'  — •  sin  i  cos  {u  —  d)  —  sin  /q  cos  (m  —  (Jq)  ; 

le  second  membre  représente  la  perturbation  de  la  latitude  du 
rayon  vecteur  perpendiculaire  à  r;  je  le  désignerai  par  Sp. 

En  nous  rappelant  que  les  équations  du  mouvement  ont  la 
même  forme  en  z  et  en  $,  */;,  nous  pouvons  écrire  (') 

,  ^    ,,      M  ,         dà       do,  .du  dQ  dQ 

(^^-)-^7^^^-  =  y3-^^=<^osz^,+.^^4-5,^, 

où  5^,  5,  sont  les  perturbations  de  la  latitude  des  deux  axes. 

Si  l'on  fait  tour  à  tour  coïncider  Taxe  des  Ç  avec  le  rayon  vec- 
teur r  et  avec  un  rayon  vecteur  y  parallèle  à  la  projection  de  la 
force  perturbatrice  sur  l'orbite,  on  voit  facilement  que  la  somme 
des  deux  derniers  termes  peut  être  représentée  par 

0:1  02   __     âil 

or        '  ruu  à'f 

Ces  termes  sont  du  second  ordre  et  peuvent  généralement  être 


(*)  Je  me  suis  efforcé  de  simplifier  la  démonstration  de  ces  équations.  On  peut 
consulter,  sur  la  méthode  de  Hansen,  une  thèse  de  M.  Périgaud  (1877).  Une  dé- 
monstration géométrique  des  formules  (23)  a  été  donnée  par  M.  L.  HopfT,  en  1862 
{Astronom.  Nachrichten,  n*  1353). 
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négligés.  Od  trouve  donc  rs  par  la  double  quadrature 

(Qi)  {rs)  H-  -  {rs)—cosi  —  ' 

La  latitude  6  s*oblient  ensuite  par  la  formule 

(32)  sin^=:  sin/o  s»"  (  «  —  ^q) -h  s. 

Faisons  maintenant  tourner  le  système  (So>  "^io)  autour  de  Taxe 
des  z  d'un  angle  5  —  S^o  —  F  ;  le  nœud  deviendra  ^0  -f-  F,  et  l'angle 
r*  pourra  être  choisi  de  manière  que  les  différences  ôlx  =x  —  Xq^ 
\^^=y — y^y  des  coordonnées  relatives  à  la  nouvelle  ligne  des 
noeuds  soient  proportionnelles  à  A^,  ou  que  les  rapports  des  A 
soient  indépendants  de  u.  Cette  condition  est  remplie  quand  ret  /'o 
coM'ncident  pour  l'intersection  des  plans  ($,  r,  )  et  ($ot  "yio)*  En  effet, 
c^t.te  intersection  fait  alors  des  angles  égaux  avec  les  axes  Ç  et  Ço> 
et  avec  deux  rayons  conjugués  quelconques  r,  r©,  d'où  il  suit  que 
les  lignes  qui  joignent  les  extrémités  des  couples  r,  r©  sont  toutes 
psàrallèles,  et  que  leurs  projections  Ax,  Aj^,  A2  ont  les  mêmes  rap- 
poxHs,  quel  que  soit  u.  Les  équations  qui  fournissent  la  longitude  / 
pe^avent  dès  lors  être  mises  sous  cette  forme  : 

l  cos bsinll  —  STa  —  T)  -=1  cos Îq  sin ( /£  —  «Jn )  —  s  tang: £0 -.  ? 

(33  V  *''"*'• 


01* 


/  ces b  cos ( /  —  Sr'o  —  F)  :=  cos ( //  —  ^0)  -\-  ~  > 

y?  =  sin/ sin((i —  j©)»     7  ^=  siiu'cos(  j  —  j„)  —  siiu*„, 
X  =  I  -h  cos  £  cos  £0  —  sin  /  siii  /q  <"os  (  j  —  tjy  ) 
xsin(2r  —  S'o  —  r)  =  (ros('-h  cos /g)  sin(fT  -    ly). 

On  prend  d'habitude  Tq  =  Sto.  Les  quantités  F,  sp^  sq  sont  du 
second  ordre  et  le  plus  souvent  négligeables;  mais  on  peut  les  dé- 
lertxiiner  aisément  en  fonction  de  s  et  Sp, 

9.  Au  lieu  de  faire  varier  l'époque  t,  comme  le  veut  cette  mé- 
^"ode,  il  y  aurait  peut-être  avantage  à  faire  varier  le  périhélie  rs. 
l^c  point  de  départ  serait  alors  une  ellipse  keplérienne  complè- 
tement déterminée,  qui  changerait  seulement  de  position  ;  />  et  r 
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seraient  des  fonctions  données  du  temps.  On  aurait,  dans  ce  cas 

(24)  r\v'=f,,     r«i>'=/o(i4-p)S 

Après  avoir  déterminé/  —  /o  comme  dans  le  cas  précédent,  oi 
trouverait  nr  par  la  quadrature 

(26)  '"-'».=/[/-/.-  (2P  +  P')/.]J^- 

L'équation  difTérentielle  en  p  peut  s'établir  comme  il  suit. 
La  relation  i  +  p  =  —  donne  d'abord 

(r»p')'=/-.r'-rr:, 
puis,  en  remplaçant  r",  r|^ par  leurs  valeurs, 

Mais  cette  équation  se  prête  mal  aux  quadratures,  et  il  y  a  lieu 
de  la  transformer. 

Pour  y  arriver,  remarquons  que  les  deux  coordonnées  fictives 

Xc  =  r^  CCS  r,     Ve  =  r<.  sin  i» 

sont  des  fonctions  données  du  temps  qui  satisfont  aux  équations 
différentielles 

^e4-— 1-=0,      j,4--^=0. 
'  «  '  e 

Soit  maintenant  ç  une  fonction  des  coordonnées  véritables,  et 
posons 

(27)  I  ?'  =  «^'.^-p7é> 

nous  aurons 
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et  par  suite 

(28)  ''  \      '« 


puisque  Xey^  —yex\  =/o. 

Si  nous  prenons  ç  =  r  —  r^,  nous  aurons,  d'une  part, 

et  de  l'autre 

ou  bien,  en  négligeant  des  termes  très  petits, 

[       r    ,  ^      (d^         .  /— A\       3Mp  .  ,   . 

i       ^  û,  /^û         j,f—h\       3Mp, 

f      /o?'  =  /-.cos^'f^4-2/o<-^J4--^(p--ecos(;)cosi^. 

Ces  deux  quadratures  fournissent  a,  ^.  Les  intégrales  doivent 
s  îmnuler  pour  ^  =  o,  puisque  p  =  o,  p'  =  o,  à  l'origine  du  temps. 

Pour  appliquer  sa  méthode  au  calcul  des  perturbations  absolues, 
W^nsen  introduit  les  éléments  de  l'ellipse  osculatrice  à  côté  des 
^^^nients  constants  qui  sont  employés  ici.  Mais  nous  n'avons  pas, 
pour  le  moment,  à  nous  occuper  de  cette  application,  qui  nous 
écarterait  trop  de  notre  sujet. 

*0.  On  pourrait  encore  modifier  l'énoncé  de  la  méthode  en 
écrivant  /?©  à  la  place  de  p  et  posant /^o  (  *  H"  p  )  =/^>  ^c  sorte  que 
^équation  de  l'ellipse  deviendrait 

p 

-  T=zi  -\-  e  CCS  r . 

r 

A.  la  place  de  la  variable  r,  on  introduirait  ainsi  le  paramètre 
^*nable  d'une  ellipse  keplérienne,  dans  laquelle  les  éléments  e, 
'^?  T  seraient  des  conslantes   numériques    données;  la  relation 
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n^a^=M  n'aurait  plus  lieu,  puisque  a  serait  variable  en  vertu  C 
la  relation  p  ==  a(i  —  e^).  Mais  cette  conception,  qui  est  le  poii 
de  départ  des  récents  travaux  de  M.  Weiler,  me  paraît  moins  claij 
que  celle  d^une  ellipse  auxiliaire  invariable.  L'emploi  du  paramèti 
variable  ne  sert  qu'à  compliquer  sans  nécessité  les  démonstration 
Notre  équation  r^i;'=/o(i  +  p)^  devient,  chez  M.  Weiler, 


■-m-iïï 


où  /  est  une  constante  absolue.  Mais,  sous  prétexte  d'abréger  1* 
criture,  il  modifie  ensuite  l'unité  de  temps,  Tunité  de  longueur,  etc 
de  sorte  que  les  distances  et  les  vitesses  n'oqt  plus  chez  lui  la  s 
gnification  qu'on  y  attache  d'ordinaire,  ce  qui  rend  la  lecture  ( 
ses  Mémoires  diflicile  (').  Je  me  bornerai  donc  à  donner  une  id< 
de  ses  recherches,  en  suivant  une  marche  différente  qui  me  para 
plus  simple. 

Il  s'agit  de  déterminer  les  perturbations  mutuelles  de  trois  coq 
célestes ,  en  partant  des  équations  transformées  par  la  substitutic 
orthogonale  de  Jacobi.  Nous  nous  servirons  pour  cela  d'une  e 
lipse  auxiliaire  invariable,  qui  change  seulement  de  positic 
(a' =  i^' -h  nj' ) .  Mais  il  faut  maintenant  aborder  le  problème  dai 
toute  sa  généralité,  tandis  que,  dans  la  méthode  exposée  au  n^  ^i 
on  n'a  en  vue  qu'une  première  approximation  num'érique. 

11.  Cherchons  d'abord  à  établir  les  relations  qui  nous  fourn 
ront  r  en  fonction  de  r^.  Nous  y  arriverons  en  posant,  comme  i 
n°9, 

mais  en  prenant  cette  fois  2cp  =  r^  —  r*. 

Les  nouvelles  variables  a,  |î  seront  alors  déterminées  par  l 
équations  différentielles 


Mo 


/o.?'=        ^cU' 


'1  ) 


(')  Grundzuge  einer  neuen  Stôrungstheorie.  Leipzig,  1873.  —  Astrorwm»  Naci 
richten,  n-  2291-2292,2311-2317;  1880. 


MÉLANGES.  289 

où  il  reste  à  remplacer  tf  par  sa  valeur.  Si  l'on  admet  que  l'ellipse 
auxiliaire  était  une  ellipse  osculatrice  à  l'origine  du  temps,  on 
aura,  pour  ^=0,  ^  =  o,  ^'=  o,  puisque  /  coïncide  alors  avec  r^ , 
»  et  il  s'ensuit  qu'il  faudra  prendre  a©  =  o,  ^0  =  0  pour  ^  =  o. 
Cetle  condition  détermine  les  constantes  qui  entrent  dans  les  in- 
tégrales par  lesquelles  se  trouvent  a,  p. 
Ed  vertu  de  (4),  nous  avons 


2  r  or 


d'où 


en  désignant  par  r  le  terme  du  second  ordre 

'  =  -;; ^rrr- ('■— ''e)  =T7*(3p  -^P  ) 


2  rr^  2/- 


Par  conséquent, 

f  VrâH  1 

l    K/o.«'  =  — Jcr        -^  4-2(A  — Ao)-+-r  1, 

Ces  deux  équations  sont,  au  fond,  identiques  avec  celles  qui, 
chez  M.  Weiler,  déterminent  le  paramètre  variable,  et  qui  servent 
^e  base  à  sa  théorie  des  perturbations.  Mais  M.  Weiler  ne  fait 
P8Sao  =  o,  ^0  =  o>  ce  qui  suppose  que  l'ellipse  auxiliaire  n'est 
P^s  osculatrice  pour  ^  =  o. 

Les  seconds  membres  des  équations  ci-dessus  dépendent  de  l'é- 
lément (A  —  Ao),  et  l'on  se  rappelle  que 

or        r^  â^ 
L'iniégrale  des  forces  vives  donne  encore 

/i  —  Ao-*-  Ai—  A|o=  ii  —  "0? 
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où  Ûq  est  une  constante  comme  Aq  et  A|o  ;  on  a  enfin  Tidentité 

dQ  du 


r 


_^.^,_^U  =  o, 


et  ces  deux  relations  permettent  d'introduire  /i|  et  ^—  à  la  place  de- 

A  et  de  -T-  • 
dr 

Dans  son  Mémoire  de  1872,  M.  Weiler  propose  de  déterminer 

d'abord  l'élément  q  =  ^^(h  —  ho)y  après  quoi  on  procéderait  à  la 

détermination  des  éléments  a,  ^  (chez  lui  A',  h),  d'où  se  déduirait 

le  paramètre /?  à  l'aide  de  la  relation 

Connaissant /?,  on  tirerait  la  valeur  de  /  de  l'équation  qui  dé- 
finit A,  et  l'on  trouverait  l'élément  iz  par  l'équation 

âr  et  /étant  déterminés  par  les  équations  connues. 

Mais,  dans  sa  dernière  publication,  M.  Weiler  abandonne  ce 
mode  d'intégration  pour  s'engager  dans  une  voie  toute  difTérente, 
qu'il  nous  reste  à  indiquer. 

12.  M.  Weiler  commence  par  déterminer  l'élément 

à  l'aide  de  l'équation 

(i5)  S'^3=  2sin*  -  J.sîn  (u  4- Ui) -r  > 

2  os 

qui  a  été  établie  au  n^  6,  et  dont  le  second  membre  est  très 
petit,  si  l'inclinaison  J  est  petite.  Connaissant  S,  on  peut  se  servir 
de  rintégrale  des  forces  vives  pour  exprimer  f  et  /^  en  fonction 
d'autres  variables,  susceptibles  d'être  déterminées  directement 
comme  S.  Pour  y  arriver,  il  y  a  lieu  d'introduire  d'abord|  à  lâ 
place  de  A  —  A©,  le  nouvel  élément 

(32)  ^^2(A-/lo)-lX-^l=^, 
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qui  ne  contient  plus  /.  En  efTet,  nous  avons  (en  faisant /J  =  Mpo) 

I  ,        ,2M       2M--/1         i\ 

En  tenant  compte  des  relations 

on  trouve 

(33)  -^r*  =  — 2Mea-h<p'*H (r—  r«)*. 

Posant  toujours 

r=re(i-f-p), 
on  a  encore 

lgr]=-  3Mc«  +  r,»  p'«-i-  M^»  (r«  -  r?)»-M  ^^^^^-'^  (r-  r,)«. 

On  voit  que,  en  négligeant  les  termes  du  second  ordre,  on  au- 
rait simplement 

('4)  ^  =  — 2|J.Me— j» 


n 


Ces  relations  nous  permettront  de  démontrer  que  la  dérivée  de 

la  fonction 

(35)  .  __  fxMea/io-4-[XiM|gia,/o 

peut  s'intégrer  directement,  tandis  que  celle  de  la  variable  a  n'a 
pas  cetle  propriété. 

En  indiquant  toujours  par  le  signe  S  la  somme  de  deux  termes 
symétriques,  correspondant  aux  deux  orbites,  nous  avons  d'abord 

®"  Y  ^présente  l'ensemble  des  termes  du  second  ordre.  Ensuite 

2^''Vio=22(A-/io)rV,o-2/o/io(S-So)-X, 
41e  tenne 
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est  encore  du  second  ordre.  On  tire  de  là 

2  2iJ.Mea/,o  =  —  22  (A  —  ho)  r'/io  +  2/0/10  (S  —  So 
ou  bien 

22HLMea/o  =  -  22(7*  -  /io)  /'l/io  +  2/0/0  (S  -  î 

en  désignant  par  e  la  somme  A  +  y  augmentée  d'un  te 
pend  de  (h  — Hq)  (r^  —  rj). 

La  dérivée  de  l'expression  ci-dessus,  qui  représenta 
tcur  de  ^,  peut  être  formée  à  Taide  de  Téquation  pai 
détermine  a'.  En  nous  rappelant  que  Meye  -=,  f^Ver^ 
vons 

-2  2HLMea'/o  =  2r2(A-/io)-+-r^-hrl(r; 
Pour  abréger,  je  poserai 


d'où 


_  SjxMeo/o^ 
^-      a-b     ' 


on  trouvera  tj^'  en  formant 

(a— Z>)2fAMea/,o— («'  —  ^O-K-Mea'/io- 
Or,  on  a,  d'une  manière  générale, 

(a  —  h)  {ka'  -f-  B^')  —  (a'—  ^')  ( Aa  -f-  B^^)  n=  ( A  4-  B) 

En  faisant  ici 

Ai=2(A—  /io),     B  =  2(7*1  —  fh9)> 

remarquant  que 

A-+-B=:2(i2  — Uo), 

et  laissant  de  côté  les  termes  du  second  ordre,  l'ap 
cette  formule  donne 

—  2  (a  —  ^^)«  V  ==  2  (U  —  i2o)  {ab'  —  ba' ) 

4-  (a  -  6)  2r  ^  a'  -h  (a'  -6')  2/0/ 
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En  tenant  compte  de  ridentité 

du  dQ 

or  ôr\ 

on  aurait  encore 

or  or  ' 

par  conséquent, 

On  voit  que  i^^  ne  dépend  que  de  la  fonction  perturbatrice  Û  et 
de  S,  en  dehors  des  quantités  données  a,  b  et  des  termes  du 
second  ordre  que  nous  avons  supprimés  ici.  L'élément  ^  s'obtient 
donc,  comme  S,  par  une  quadrature.  Connaissant  S  et  ^,  on 
pourra  aussi  intégrer  les  équations  en  a',  ^'.  En  effet,  nous  avons 

—  2  2  {xM^a/,0  =  S  2  (/i  —  /io)  rt  —  2/o/,o  (S  —  So)  —  s. 
Or, 

22  (A  —  /<o)  a  =  2 (A  —  /io)  (a  —  />)  4-  2  (12  —  iio)  ^; 

par  suite, 


(36)  _4,  — A_/|^-+. 


a  —  b 


^nsupprimant  le  terme  du  second  ordre  e.  On  peut  donc  exprimer 
^*^/io)en  fonction  des  variables  S,  ^,  déjà  connues,  et  les  équa- 
^ïons  différentielles  en  a',  ^  deviennent  ainsi  des  quadratures. 

13.  11  nous  reste   à  exprimer   par   les  mêmes  variables  l'in- 
connue/. Nous  avons 

2  r*  2 

"OÙ,  en  ne  conservant  que  les  termes  du  premier  ordre, 

(3-)  !!^  ^ /•__/•  N  — liMf  ^> (Q  —  Qq)  — /o/io  (S  —  Sq) 

On  a  ainsi  /  en   fonction  de  S,  'i,  a  et  de  quantités  données. 
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En  confondant  ici  r  avec  r^,  et  nous  rappelant  que  r\  s/  =/9,  cetf 
relation  peut  s'écrire 

!-(/-/,)(«''-< '.)  =  ^«+^^'«.+û-û,-/,(S-S.), 

et  sous  cette  forme  on  voit  qu'elle   peut  se  déduire  directemer 
de  la  suivante  : 

Pour  trouver  les  termes  du  second  ordre  qui  ont  été  négligé  : 
il  sufBt  de  remarquer  que  l'équation  y^ — f\  =  aC  donne 

La  marche  que  j'ai  suivie  ici  est  beaucoup  plus  directe  quecell 
par  laquelle  M.  Weiler  arrive  aux  mêmes  résultats  en  partant  d 
l'équation 

dans  laquelle  il  remplace  [Xi/i  par  S  —  |jl/. 

Lorsqu'on  a  déterminé  / — /o  à  l'aide  de  l'équation  (Sj),  la  r^ 
lation  S=  |jl/-|- |JL|/,  fournit  la  valeur  de  /<,  les  înclinaisoi* 
I,  iiy  J  se  déduisent  des  intégrales  des  aires,  le  nœud  S-  s'obtiei^ 
par  une  quadrature,  et  le  périhélie  par  là  relation  suivante  : 


i:'-f-cosi2r'=:4  — 4- 

r*       r* 


14.  Cette  esquisse  rapide  sufUra  pour  donner  une  idée  des  prU'' 
cipes  sur  lesquels  repose  la  méthode  de  M.  Weiler.  Je  ne  crois  p»* 
nécessaire  d'entrer  ici  dans  de  plus  amples  détails  sur  l'intégntioo 
des  équations  destinées  à  fournir  successivement  les  valeurs  d^ 
éléments  troublés.  Il  est  d'ailleurs  à  présumer  que  la  méthode  eD 
question,  telle  qu'elle  a  été  ébauchée  par  M.  Weiler,  n'«  p** 
encore  reçu  sa  forme  définitive,  et  qu'il  sera  possible  delasÛB" 
plifier  sous  plus  d'un  rapport.  M.  Weiler  aflirme  qu'elle  procW 
de  grands  avantages  au  point  de  vue  des  inégalités  séculaires;  vA 
les  indications  qu'il  a  données  à  ce  sujet  sont  encore  tro|llÉ|M| 


MÉLANGES.  '^9^ 

pour  qu'on  puisse  se  rendre  un  compte  exact  de  la  réalité  de  ces 
a^vantages. 


COMPOSITIONS  DONNÉES  AUX  EXAMENS  DE  LICENCE  DANS  LES 
DIFFÉRENTES  FACULTÉS  DE  FRANCE,  EN  1880. 


SESSION  DE  JUILLET. 


Marseille. 


Composition  d'Analyse.  —  La  tangente  MT  menée  d*un  point 
quelconque  M  d'une  surface  à  une  sphère  donnée  de  rayon  a  est 

dans  un  rapport  constant  ^  ^^^c  la  moyenne  proportionnelle  entre 

Is^  distance  OP  du  centre  O  de  cette  sphère  au  plan  tangent  à  la 
surface  au  point  M  et  la  longueur  MN  de  la  normale  en  ce  point 
àlasurface,  cette  normale  étant  ternlinée  par  sa  trace  N  sur  un 
plan  diamétral  fixe  de  la  sphère.  On  demande  : 

!•  De  trouver  Téquation  générale  de  la  surface  ; 

a* De  trouver  Téquation  de  la  surface  :  i**  lorsque  le  rayon  a  de 

^^  sphère  est  nul  ;  2°  lorsque  le  rapport  y  est  égal  à  l'unité  ; 
3**  De  discuter  ces  divers  résultats. 

Composition  de  Mécanique,  —  Deux  points  M,  M'  mobiles  dans 
^nplan  sans  frottement  sont  reliés  par  un  fil  flexible,  inextensible 
^^sans  masse  qui  passe  sans  frottement  dans  un  anneau  très  petit 
^^tué  dans  le  plan.  Le  point  M' étant  astreint  à  décrire  une  droite  AB 
du  plan  et  le  fil  étant  tendu,  la  vitesse  initiale  du  point  M  étant  per- 
P^diculaire  au  rayon  OM,  on  demande  d'étudier  le  mouvement 
du  système  dans  le  cas  général  et  dans  celui  où  la  droite  AB  passe 
Pwle  point  O. 

Il  n  y  a  pas  de  forces  appliquées. 

Epreuve  pratique.  —  Étant  données  la  latitude  géographique  cp 
don  lieu,  Tascension  droite  a  et  la  déclinaison  0  d'un  astre,  cal- 
^der  l'azimut  et  la  distance  zénithale  de  cet  astre  au  temps 
«dénlr. 
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Besançon. 

Composition  d^ Analyse,  —  Déterminer  une  courbe  telle  q 
menant  par  un  point  quelconque  la  tangente  M T  et  la  norm 
MN,  les  diagonales  du  quadrilatère  formé  pour  ces  deux  droites 
les  deux  axes  O  x  et  Oy  fassent  un  angle  donné  6. 

Composition  de  Mécanique,  —  Déterminer  la  figure  d'équilibi 
d^un  (il  fixé  en  deux  de  ses  points  et  attiré  par  un  centre  fixe  ^?  n 
raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 


Epreuve  pratique,  —  On  donne  la  distance  zénithale  d'un 
sa  distance  polaire  et  la  latitude  du  lieu.  Calculer  l'angle  horaire  A^vi 
plan  méridien  qui  contient  l'astre. 

Bordeaux. 

Composition  d^ Analyse.  —  On  a  deux  plans  dont  l'un  semcm*^ 
parallèlement  à  lui-même  avec  une  vitesse  constante,  tandis  qi-*  ^ 
l'autre  tourne  aussi  avec  une  vitesse  constante  autour  d'une  droi 
fixe  A  perpendiculaire  à  la  direction  du  premier.  La  droite  d'inte: 
section  rencontre  dans  chacune  de  ses  positions  une  surface  de  rév< 
lution  ayant  pour  axe  Taxe  de  rotation  du  second  plan. 

Etudier  la  courbe  tracée  par  ces  rencontres  sur  la  surface 
révolution.  On  considérera  plus  spécialement  le  cas  où  la  surfaC^^ 
de  révolution  est  un  cône.  Calculer  alors  les  angles  de  contingence* 
et  de  torsion  de  la  courbe. 

Examiner,  si  le  temps  le  permet,  le  cas  d'une  sphère. 

Composition  de  Mécanique.  —  Première  question  (lemme).  — ^ 
Une  figure  plane  A,  située  dans  le  plan  xVj  tourne  avec  ce  pl»^ 
autour  de  Taxe  des  v]  la  vitesse  angulaire  co  est  constante.  O^ 
demande  les  expressions  simplifiées  de  la  résultante  R  des  forc^ 
centrifuges  nées  du  mouvement  et  du  couple  G,  qu'on  obticfiditl^ 
en  transportant  cette  résultante  parallèlement  à  elleHnémevi 
de  gravité  de  la  figure. 

Seconde  question  (application).  —  Une  tige  f 


a  SCS  exlrémilés  A  et  B  obligées  de  rester  Tune  sur  la  verticale  O  )', 
Faiilre  surThorizontale  Ojf,  le  plan  xy  tourne  avec  la  vitesse  con- 
stante co  autour  de  O  )'.  On  néglige  le  frottement.  On  demande  : 

i"  La  position  d'équilibre  de  la  tige  AB  pour  une  vitesse  angu- 
laire donnée  w  (détermination  de  l'angle  8  qu'elle  fail  avec  Thori- 
zontale)  ; 

2°  Les  pressions  exercées  par  la  tige  sur  les  axes  O x,  O  >'  ; 

3"  Les  équations  différentielles  du  mouvement  dans  le  cas 
général  ; 

4°  La  détermination  complète  du  mouvement  lorsque  la  tige 
est  très  légèrement  écartée  de  sa  position  d'équilibre. 

Kpreuve pratique,  —  Calculer  de  a"*  en  a",  et  pour  des  angles 
horaires  variant  de  4''  à  4^*io™,  la  hauteur  au-dessus  de  l'horizon 
d'une  étoile  dont  la  déclinaison  est  i°ai'i4^32.  La  latitude  est 
de  44°5o'i9''jO.  On  vérifiera  l'exactitude  des  calculs  par  la  mé- 
thode des  différences. 

Grenoble. 

Composition  de  Mécanique,  —  Étudier  le  mouvement  d'un 
point  matériel  dans  un  plan^  en  supposant  qu'il  soit  attiré  par  un 
poïnt  fixe  de  ce  plan,  en  raison  inverse  de  la  cinquième  puissance 
^e  la  distance. 

Indiquer  les  différentes  formes  de  la  trajectoire  au  moyen  de 
son  équation  différentielle.  Dans  quel  cas  peut-on  effectuer  com- 
plètement l'intégration? 

épreuve  pratique.  —  Déterminer  l'azimut  du  centre  du  Soleil 
^•^''io°'de  l'après-midi  (temps  moyen)  avec  les  données  suivantes  : 

Latitude  du  lieu ^3**  ii'  r*." 

Déclinaison  australe  du  Soleil 17*8' îl" 

Équation  du  temps iJ"*  j8\ 

Lyon. 

Composition  d* Analyse,  —  Déterminer  en  coordonnées  curvi- 
%te8  (il,  v)  le  rayon  de  courbure  d'une  section  normale  à  une 

'luillet  1881.)  20 
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Faire  voir  que  ce  ra^'on  passe  par  un  maximum  et  un   mini- 

mum,  quand  on  fait  varier  le  rapport  -j-- 

Composition  de  Mécanique.  —  Mouvement  d'un  point  ma- 
tériel soustrait  à  l'action  de  toute  force  extérieure  et  assujetti  seu- 
lement à  se  mouvoir  sur  un  ellipsoïde  donné. 

Épreuve  pratique,  —  Le  17  juillet  1880,  à  midi  moyen  de 
Paris,  la  planète  Mars  a  pour  coordonnées  héliocentriques 

Longitude  héliocentrique 167'* 5' 26',  3 

Latitude i^^S/Sy',  8 

Logarithme  du  rayon  vecteur o,22o42i3 

Au  même  instant  la  longitude  du  Soleil  est  ii5"i2'9",2.  On  a 
longitude  du  rayon  vecteur  de  la  Terre  =  0,0069929.  Déterminer 
la  longitude  et  la  latitude  géocentriques  de  la  planète  à  l'instant 
considéré. 

Montpellier. 

Composition  cT Analyse.  —  Intégration  de  l'équation  différen- 
tielle linéaire  d'ordre  n  à  coefficients  constants  ;  i®  lorsqu'elle 
est  privée  de  second  membre  ;  2**  lorsqu'elle  possède  un  second 
membre  fonctioji  de  x. 

Composition  de  Mécanique.  —  Mouvement  d'un  point  matériel 
pesant  assujetti  à  se  trouver  constamment  dans  un  plan  qui  tourne 
uniformément  autour  d'un  axe  vertical  situé  dans  ce  plan.  Le 
mobile  éprouve  en  outre  la  résistance  d'un  milieu  supposée  pro- 
portionnelle à  la  vitesse. 

KpreuK'e  pratique.  —  Les  hauteurs  apparentes  de  deux 
étoiles  sont  respectivement  égales  à  48"o'49"  et  7o"34'9".  Leur 
distance  apparente  est  58"8'48"  : 

i"  Calculer  les  éléments  nécessaires  pour  déterminer  la  distance 
vraie  de  ces  étoiles  ; 

2"  Former  avec  ces  éléments  le  tableau  des  calculs  à  effectuer 
pour  arriver  à  son  expression  numérique. 


m(i:lânges.  /<hj 


Nancy. 


Composition  d^ Analyse,  —  i®  Intégrer  Téquation   aux  diffé- 
rentielles partielles 


ik  ft- 


a®  Trouver  la  valeur  de  Tintégrale  définie  /  e""''  dx  et  en  con- 
dure  les  valeurs  des  intégrales 

I     e~^x*'^dx^       I     e~^  cos2 oLxdx^       j     cos{x^)dx. 

Composition  de  Mécanique.  —  i°  En  un  point  O  de  la  surface 
delà  Terre,  situé  à  la  latitude  X,  on  considère  un  plan  poli  P,  sup- 
posé vertical  et  perpendiculaire  au  plan  méridien.  Un  mobile 
pesant  assujetti  à  demeurer  dans  le  plan  P  est  lancé  du  point  O 
avec  une  vitesse  initiale  donnée. 

Etudier  le  mouvement  du  mobile  dans  le  plan  P,  en  tenant 
compte  de  la  rotation  de  la  Terre.  Calculer  la  réaction  du  plan. 

a**  Un  corps  solide  dont  deux  points  sont  fixes  est  en  équilibre 
sous  Faction  de  forces  données.  Rechercher  les  pressions  sup- 
portées par  les  deux  points  fixes. 

Epreuve  pratique.  —  Résolution  d'un  triangle  sphérique. 

Poitiers. 

Composition  d^ Analyse.  —  Trouver  les  courbes  telles  que,  si 
par  le  point  N  où  une  normale  quelconque  MN  rencontre  Taxe  Or 
on  mène  une  parallèle  à  la  tangente  en  M,  cette  droite  passe  par 
un  point  A  donné  sur  Taxe  O  >*. 

Trouver  les  trajectoires  orthogonales  de  ces  courbes. 

Composition  de  Mécanique.  —  Un  point  matériel,  non  pesant, 
est  lancé  avec  une  vitesse  Vq,  parallèlement  à  une  droite  fixe  vers 
laquelle  il  est  attiré  avec  une  force  proportionnelle  à  la  distance 
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et  dont  la  valeur  est  [x  à  Tunité  de  distance;  il  éprouve  en  outre, 
de  la  part  du  milieu  dans  lequel  il  se  meut,  une  résistance  pro- 
portionnelle à  sa  vitesse  et  dont  la  valeur  est  ik  pour  une  vitesse 
égale  à  Tunité. 

Etudier  les  divers  cas  que  peut  présenter  le  mouvement  de  ce 

point  suivant  les  grandeurs  relatives  de  y/jx  et  de  K. 

Épreuve  pratique,  —  Quels  seront,  le   18  juillet  1880,  Tazi- 
mut  et  la  distance  zénithale  d'Arcturus,  l'heure  sidérale  étant  18'*. 

Latitude  Poitiers 46*'34'55' 

Ascension  droite  Arrturus i4*'io'"i3%97 

Déclinaison  boréale I9®48'2i%7 

Toulouse. 

Composition  d^ Analyse,  —  1"  On  considère  la  surface  repré- 
sentée en  coordonnées  rectangulaires  par  Téquation 


a  étant  une  constante.  Trouver  ses  lignes  asymptotiques. 
a**  Intégrer  l'équation  différentielle  linéaire 


— y       -4-  9  /7* — 


1  a}  -7-^ — ^  a!*  y-=i  cos  a  x , 


où  a  est  une  constante. 

Composition  de  Mécanique,  —  Soit  un  fil  /,  inextensible  et 
sans  poids,  aux  extrémités  duquel  sont  attachées  deux  petites  masses 
pesantes  m,  m';  Tune  d'elles  m' glisse  sur  un  plan  horizontal  fixe  PQ, 
tellement  placé  que  le  fil  a  ABfe  s'enroule  sur  un  cylindre  droit  par 
un  quart  de  cercle  AB,  ce  cylindre  tournant  autour  d'un  axe  hori- 
zontal passant  par  le  centre  O  de  la  circonférence  AB.  On  de- 
mande la  loi  du  mouvement  de  chacune  des  masses  m,  m!  et  du 
cylindre  ainsi  que  les  tensions  des  brins  de  fil  aA,  B6. 

On  tiendra  compte  du  frottement  de  glissement  de  la  masse  m' 
sur  le  plan  PQ  et  de  la  résistance  de  l'air,  résistance  que  l'on  sup- 
posera proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse  angulaire  de  rotation 
du  cvlindre. 
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Epreuve  pratique.  —  Résoudre  un  triangle  sphérique  géodé- 
sique,  connaissant  deux  côtés  b,  c  et  Tangle  compris  A. 


Rennes. 

Composition  d^ Analyse,  —  i"  Trouver  une  courbe  telle  que 
Tangle  MOT  sous  lequel  on  voit  d'un  point  donné  O  la  portion 
MT  de  tangente  à  cette  courbe  comprise  entre  le  point  de  contact 
M  et  une  droite  fixe  DD'  soit  constant. 

îi**  G  étant  le  point  de  rencontre  du  rayon  vecteur  OM  avec  la 
droite  CC  parallèle  à  DD'  et  menée  à  égale  distance  du  point  O  et 
de  cette  droite,  trouver  le  lieu  géométrique  du  point  P  conjugué 
harmonique  du  point  G  par  rapport  aux  deux  points  O  et  M,  et 
conclure  de  là  une  manière  simple  de  déduire  les  points  de  la 
courbe  en  question  d'une  courbure  connue,  ainsi  que  la  con- 
struction de  la  tangente. 

Examiner  spécialement  le  cas  où  Tangle  MOT  est  égal  à  90®. 

Composition  de  Mécanique,  —  Définir  le  mouvement  tauto- 
chrone.  Un  point  sollicité  par  une  force  qui  ne  dépend  que  de  la 
position  ajrant  un  mouvement  rectiligne  tautochrone,  donner  l'ex- 
pression de  cette  force. 

Expression  de  la  composante  tangenlielle  dans  le  mouvement 
tautochrone  curviligne.  Détermination  de  la  courbe  tautochrone 
dans  le  cas  d'un  point  pesant,  et  étude  de  ce  mouvement. 

Ëpreuve  pratique.  — Epure  :  intersection  d'un  paraboloïde  de 
révolution  et  d'un  plan. 

Clermont. 

Composition  d'Analyse.  —  Donner  une  méthode  pour  avoir  les 
courbes  dans  lesquelles  le  rayon  de  courbure  p  est  une  fonction 
donnée  de  l'angle  a  que  la  tangente  à  la  courbe  fait  avec  une  di- 
rection fixe 

p"/(a,). 
Application  aux  cas  où  /  (a  )  -rr  a  cosa,  /(a  )=:  — '-r-  • 
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Composition  de  Mécanique,  —  Théorie  du  mouvement  d'un 
corps  solide  autour  d'un  axe  fixe.  Cas  où  le  corps  se  réduit  à  trois 
points  de  masses  //«,  m' y  m",  situés  sur  une  même  perpendiculaire 
à  cet  axe. 

EpreuK'e  pratique.  —  En  un  lieu  de  la  Terre,  on  observe  Tazimut 
a  d'une  étoile  à  son  lever  et  sa  hauteur  méridienne  A.  On  demande 
la  latitude  du  lieu  et  la  déclinaison  de  Tétoile. 


Dijon. 

Composition  d* Analyse,  —  Exposer  une  méthode  permettant 
de  déduire  l'intégrale  générale  d'une  équation  différentielle  linéaire 
d'ordre  quelconque  de  celle  de  la  même  équation  privée  de  son 
second  membre.  Appliquer  cette  méthode  à  l'intégration  de 
l'équation 

d^U         ndu  QcT* -HGoT -h  2 

dx^  dx  x^ 

Composition  de  Mécanique,  —  Soient  trois  axes  coordonnés 
rectangulaires  Oxy  O/,  O^,  Taxe  des  z  étant  vertical  et  dirigé  vers 
le  haut  ;  on  considère  un  paraboloïde  de  révolution  ayant  pour 

équation  z  =: = —  Un  point  matériel  pesant  mobile  sur  la  sur- 

^  Ce- 

face  est  repoussé  par  Taxe  Oz  proportionnellement  à  la  distance. 
Etudier  le  mouvement  du  point,  sachant  que  les  coordonnées  ini- 
tiales du  mobile  sont 


^    _     Cl 

Xq  —  <7,        )'o  —  O,       Zq  —~  —  9 

o. 


et  les  projections  de  la  vitesse  initiale 

Former  l'équation  différentielle  de  la  projection  de  la  trajectoire 
sur  le  plan  des  xv,  et  discuter  cette  courbe  dans  les  cas  où  elle  a 
des  branches  infinies. 

Epreuve  pratique,  —  L'excentricité  d'une  planète  étanl  ««gp* 
posée  égale  à  -J-,  calculer  Tanomalie  vraie  et  l'anomalie 


i-.C-.  ■       • 
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correspondant  à  une  anomalie  excentrique  égale  à 

3o»I9'24^54. 


SESSION   DR  NOVEMBBK. 

Marseille. 

Composition  d'Analyse.  —  i**  Recherche  des  lignes  asymplo- 
tiques  et  des  lignes  de  courbure  de  la  surface 

z  1=  nixy. 

a°  Angles  sous  lesquels  les  premières  lignes  sont  coupées  par  les 
secondes. 

3"  Courbes  suivant  lesquelles  ces  deux  sortes  de  lignes  se  pro- 
jettent sur  le  plan  des  xy. 

Composition  de  Mécanique,  —  Un  point  M  non  pesant  est  mo- 
bile dans  un  canal  circulaire  poli  ;  ce  point  est  sollicité  par  une 
force  perpendiculaire  à  un  diamètre  fixe  AB  de  ce  cercle  et  propor- 
tionnelle à  la  distance  du  point  M  à  ce  diamètre.  Trouver  le  mou- 
vement du  point  M. 

Epreuve  pratique.  —  Résolution  d'un  triangle  sphérique,  con- 
naissant les  trois  côtés- 
Besançon. 

Composition  d^ Analyse.  —  On  demande  de  calculer  la  surface 
détachée  sur  une  des  nappes  d\in  cône  de  révolution  par  un  plan 
sécant  donné. 

Composition  de  Mécanique.  —  Mouvement  d'un  pendule  dans 
on  milieu  résistant,  en  supposant  la  résistance  proportionnelle  à  la 
vitesse.  Cas  des  petites  oscillations. 

Epreuve  pratique,  —  Épure  de  Géométrie  descriptive. 
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Bordeanx. 

Composition  d* Analyse.  —  Équation  difTérenlielIe  des  trajec- 
toires orthogonales  des  courbes  représentées  par  une  équation  con- 
tenant un  paramètre  variable. 

Extension  aux  trajectoires  obliquangles. 

Application  aux  trajectoires  orthogonales  des  courbes  représen- 
tées par  Téquation 

j-'  -h  V*  —  2  X  .r  4-  a*  =:  o, 

A  étant  le  paramètre  variable. 

Étendre,  si  le  temps  le  permet,  la  recherche  des  trajectoires 
orthogonales  ou  obliquangles  au  cas  des  courbes  représentées  par 
des  équations  en  coordonnées  polaires. 

Composition  de  Mécanique.  —  Un  point  matériel  M  assujetti 
à  rester  sur  une  droite  CD  est  attiré  vers  le  point  O  par  une 
force  qui  varie  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance.  Ce  corps 
part  sans  vitesse  d'un  point  A  de  la  droite.  On  demande  : 

i"  De  déterminer  la  vitesse  du  point  M  à  un  instant  donné 
(Indiquer  diverses  méthodes); 

2°  De  trouver  la  pression  exercée  parle  point  M  sur  la  droite  OA; 

.'5"  De  résoudre  complètement  le  problème  en  supposant  les 
angles  O  et  X,  que  font  les  droites  OM,  OA  avec  la  perpendiculaire 

à  CD,   assez  petits  pour    que  Ton   puisse  poser  cosô  =  i 1 

cos  a  =  I Exprimer  en  fonction  de  6  le  temps  /que  le  mobile 

met  à  atteindre  une  position  M  quelconque  ; 

4"  De  déterminer  la  longueur  L  du  pendule  simple  OM'qui,  vu 
du  point  O,  paraîtrait  osciller  dans  le  même  temps  que  le  point  M 
(OM  et  OM'  doivent  toujours  former  le  même  angle  8  avec  la  per- 
pendiculaire à  CD,  au  degré  d'approximation  indiqué). 


k^preuK'c  pratique.  —  Le  1 2  mars  1 880,  on  a  observé  a  d'< 
vers  rOuest,  à  i4"23' i5^',  23  au-dessus  de  Thorizon.  On  demwMfo 
de  calinler  Thenre  sidérale  de  Tobscrvatoire  etrazimut  de  HttÉH 
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à  l'instanl  de  l'observation.  Les  coordonnées  de  a  d'Orion  sont 

La  latitude  du  point  d^observation  est  44°î>o'i9",o. 

Caen. 

Composition  de  Géométrie  analytique,  —  Trouver  le  Heu  des 
foyers  d'une  hyperbole  dont  on  connaît  un  sommet  et  une  asym- 
ptote. 

Composition  d'Analyse  et  de  Mécanique,  —   i"  Calculer 


X 


'^  a'^  ces*  X  -h  y^  si  n*  x   , 
c^cos*  j:*  -h  d^  sin*  x 


\ 


a*  Déterminer  sur  une  surface  gauche  de  révolution  les  trajec- 
toires orthogonales  des  génératrices  rectilignes. 

3°  Déterminer  l'accélération  totale  d'un  point,  connaissant  son 
mouvement  relatif  par  rapport  à  certains  axes  et  le  mouvement  de 
ces  axes. 

4"  Une  barre  homogène  et  très  mince,  reposant  sur  un  plan 
horizontal  parfaitement  poli,  est  choquée  par  une  bille  dont  la 
vitesse  est  perpendiculaire  à  la  barre;  en  supposant  les  deux  corps 
parfaitement  élastiques,  on  demande  le  mouvement  qu'ils  pren- 
dront après  le  choc. 

^fireuve pratique,  —  Résolution  d'un  triangle  sphérique. 

Grenoble. 

Composition  d'Analyse,  —  Trouver  une  courbe  plane  telle  que, 
8ï  d'un  point  fixe  pris  dans  son  plan  on  mène  des  rayons  vecteurs 
i  ses  différents  points,  le  lieu  de  la  projection  du  centre  de  cour- 
bure sur  le  rayon  vecteur  correspondant  soit  une  courbe  symé- 
^que  de  la  proposée  par  rapport  au  point  fixe. 

On  vérifiera  que  la  courbe  trouvée  satisfait  bien  à  la  condition 
éooncée. 
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Composition  de  Mécanique.  —  On  donne  un  cylindre  vertical 
à  base  circulaire,  et  par  un  point  B  de  sa  surface  on  lance  un  point 
matériel  pesant,  assujetti  à  rester  sur  la  surface  de  ce  cylindre.  La 
vitesse  initiale  est  V„;  elle  fait  un  angle  a  avec  la  génératrice  du 
point  B. 

On  demande  de  déterminer  le  mouvement  du  point.  On  demande 
en  outre  de  déterminer  à  quelle  hauteur  maximum  il  s'élèvera. 

Quelle  doit  être  la  vitesse  initiale  Vq  pour  que  le  point,  en 
atteignant  cette  hauteur  maximum,  se  retrouve  sur  la  génératrice 
du  point  de  départ  B? 

Trouver  la  forme  que  prend  la  trajectoire  du  mobile  lorsqu'on 
développe  la  surface  cylindrique  sur  un  plan. 

Calculer  la  réaction  du  cylindre  sur  le  point. 

Epreuve  pratique.  —  On  a  mesuré  en  un  lieu  de  la  Terre  les 
hauteurs  d'une  étoile  et  du  centre  de  la  Lune  au-dessus  de  l'horizon, 
ainsi  que  leur  différence  d'azimut,  et  l'on  demande  sous  quel 
angle  leur  distance  serait  vue  du  centre  de  la  Terre,  en  tenant  compte 
de  la  réfraction. 

Données, 


o 


Hauteur  de  l'étoile 27, 35' 

Hauteur  du  centre  de  la  Lune 35, 20' 

Différence  des  azimuts i3,iiî' 

Parallaxe  horizontale  de  la  Lune..  57', 2' 

Réfraction  6=  60",  6  tang^,  z  étant  la  distance  zénithale  de 
l'astre. 

Lyon. 

Composition  d^ Analyse.  —  On  demande  d'intégrer  l'équation 

{y^  h-  2  xy^  )  dy  —  iy^  dx  -\-  {x-^  y){xdy  —  xdx  )  ^=  o. 

On  indiquera  déplus  la  marche  à  suivre  pour  trouver  un  facteur 
d'intégrabilité  homogène  quand  l'équation  à  intégrer  présente  celle 
forme. 

Composition  de  Mécanique.  —  Un  mobile  libre  non 
attiré  vers  deux  centres  fixes  par  deux  forces  propo) 


ï. 
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distance  et  dont  les  intensités  sont  respectivement  comme  i  à  3, 
à  Tunité  de  distance. 

On  demande  d'étudier  le  mouvement  du  mobile  en  supposant 
qu'il  soit  d'abord  en  repos  et  que  le  mouvement  ait  lieu,  soit  dans 
le  vide,  soit  dans  un  milieu  résistant.  On  admettra  dans  ce  dernier 
cas  que  la  résistance  est  proportionnelle  à  la  vitesse  et  a  un  coeffi- 
cient très  faible. 

Epreuve  pratique,  —  En  un  lieu  dont  la  latitude  est  égale  à 
48°3o'49'',  on  trouve,  à  un  moment  donné,  pour  hauteur  d'une 
étoile  i3**57'52'' et  pour  déclinaison  8'*a5'45",9.  On  demande 
l'angle  horaire  de  Tétoile  au  moment  de  l'observation. 

Montpellier. 

Composition  cf  Analyse,   —  Déterminer  l'équation  finie  d'une 
courbe  gauche  d'après  les  conditions  suivantes  : 
1"  La  courbe  est  située  sur  la  surface  du  cône  jr2_|.  |r2-_  ^a^-i. 
a"  Toutes  les  tangentes  à  cette  courbe  rencontrent  le  cercle 

Rectification  de  la  courbe.  Calcul  de  la  surface  du  cône  com- 
prise entre  l'arc  et  la  courbe  de  deux  génératrices  fixes. 

Composition  de  Mécanique,  —  F.quations   de  l'équilibre  d'un 
fil  flexible.  Application  à  la  chaînette. 

/"-preuve  pratique.    —  On  a  trouvé  pour  les    distances  zéni- 
thales de  deux  étoiles  les  valeurs 

c'=:/40<»53'56%3, 
leurs  déclinaisons  étant  d'ailleurs 

D  — G9»55'36',4, 

D'=l8i«3/4', 

€tla  différence  JR. —  JR!  de  leurs  ascensions  droites  étant 

78^49' 38",  3. 
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On  demande  :  i^  d*indiquer  les  opérations  à  effectaer  pour 
ver  Tangle  du  vertica]  d'une  de  ces  étoiles  et  de  son  |Jaii 
2^  en  supposant  que  cet  angle  ait  été  trouvé  égal  à  43*39'8^.3« 
calculer  la  latitude  du  lieu  et  Tangle  horaire  correspondauit  à  Tob- 
s^rvation  des  deux  astres  faite  simultanément  par  deax  observa- 
teurs. 

Nancy. 

Composition    cT Analyse.    —     i°    Soit    une   intégrale   d^nîe 

Jf    /(x)dXj  dans  laquelle /(j?)  devient  infinie  pour  une  ralear 

x  =  c  comprise  entre  a  et  b;  supposons  qu'on  puisse  mettre y(x> 
sous  la  forme 


{c  —  jry* 


n  étant  positif,  et  9  (j:)  n'étant  pas  nul  pour  x  =  c  et  restant  fini 
entre  x  =  a  et  x  =  b. 

On  demande  d'expliquer  dans  quel  cas    1    /(x)dx  sera  fini, 

dans   quel   cas  1    f  {x)  dx  sera  infini. 
Exemples  à  prendre: 


smxdx 


f 

«/  0 


■  f 


cos"~'*jr  sin-^j:'^j:. 


On  demande  de.  démontrer  que  1    f{x)dx  peut  être  indéte 

J  il 


,-^i 


/djT 
— ->  et  montJ 

ront  comment  celte  intégrale  pourra  devenir  déterminée  si  1 
fait  varier  jc  de  —  i  à  -f-  i  en  le  faisant  passer  par  des  vale 
imaginaires. 

7?  Prouver  que  l'équation  diflerentielle 

,,f/*V  dr 


où   n    est  1111   nombre  rnlier  positif,  peut  être   satisftîl 
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3o1ynôme  entier  et  comment  on  peut  en  conclure  la  solution 
générale. 

Composition  de  Mécanique^  —  1"  Démontrer  le  principe  de 
d'Alembert. 

2**  Étudier  le  mouvement  du  pendule  cycloïdal  dans  un  milieu 
qui  résiste  proportionnellement  à  la  vitesse. 

Eprem^e  pratique,  —  Résolution  d'un  triangle  sphérique. 

Toulouse. 

Composition  d'Analyse.  —  On  considère  la  surface  enveloppe 
delà  sphère  représentée  par  Téquation  contenant  deux  paramètres 
arbitraires  aetb,  ' 

(.r  — flr)2H-(v-^)*-f-[2— F(/>)]«— o»(rt), 

Felo  étant  deux  fonctions  données  quelconques.  Trouver  les 
lignes  de  courbure  de  cette  surface.  On  montrera  que  les  lignes 
de  courbure  sont  des  lignes  planes  et  que  les  plans  d'un  des  sys- 
^mes  sont  parallèles  au  plan  des  yz. 

Composition  de  Mécanique.  —  Une  plaque  pesante,  homogène, 
'nfininient  mince,  d'égale  épaisseur  et  dont  la  forme  est  celle  d'un 
Inangle  rectangle,  peut  tourner  dans  un  plan  vertical  autour  d'un 
*xe perpendiculaire  à  ce  plan  et  passant  par  le  sommet  de  Tangle 
droii.  Déterminer  : 

1"  L'angle  que  fait  l'un  des  cotés  de  l'angle  droit  avec  l'hori- 
^nlale  située  dans  le  plan  d'oscillation  de  la  plaque  et  passant 
parle  sommet  de  cet  angle  droit,  quand  la  plaque  est  en  équilibre; 
a**  L'amplitude  des  oscillations  que  la  plaque  exécute  lorsqu'on 
'abandonne  à  son  poids  après  avoir  amené  le  côté  considéré  dans 
«ne  posilion  horizontale. 

Epreuve  pratique.  —  Une  étoile  dont  la  déclinaison  est  -f-  i5* 
|iaiie  au  méridien  d'un  lieu  à  ^2'^  (temps  sidéral).  La  latitude  du 
\    Sim  esl  35^.  A  quelle  heure  sidérale  l'étoile  se  couchera-l-elle  ? 
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Rennes. 

Composition  d'yinalyse.  —  Intégration  de  Texpression 

\dx  H-  Y^v  -\-7.dz, 

dans  laquelle  x,  i',  z  sont  trois  variables  indépendantes  et  X,  ^  .  Z 
trois  fonctions  données  de  ces  variables.  Prouver  que,  si  re\pres- 
Mon  est  une  différentielle  exacte,  la  valeur  de  Fintégrale 


dv  dz 

djT  djc 


X  -H  Y  -;-  4-  Z  ^  J  dx. 


dans  laquelle  on  regarde  r  et  z  comme  des  fonctîoos  de  x,  est 
indépendante  de  ces  fonctions,  pourvu  que  leurs  valeurs  limites 
soient  toujours  les  mêmes. 

Composition  de  Mécanique,  —  Un  mobile  sollicité  par  une 
force  dirigée  vers  un  point  fixe  et  fonction  de  sa  distance  à  ce 
point  est  observé  par  une  personne  placée  au  centre  d'action, 
perpendiculairement  au  plan  qui  contient  ce  centre,  et  la  vitesse 
initiale  du  mobile  est  animée  d^in  mouvement  de  rotation  sur  elle- 
même.  Le  ra^'on  vecteur  qui  joint  l'observateur  au  mobile  paraît 
tourner  uniformément  avec  la  vitesse  angulaire  co'.  Quelle  est  à 
chaque  instant  la  vitesse  angulaire  cj  de  Tobservateur  et  quelle  sera 
la  trajectoire  apparente? 

Si  la  force  est  proportionnelle  à  la  /i**"*  puissance  de  la  distance, 
que  devra  être  l'exposant  de  cette  puissance  pour  que  les  calcub 
|)uissent  se  ramener  aux  fonctions  élémentaires?  Examiner  spécia- 
lement les  cas  /«  :=  I,  //  =r  —  r>.. 

Kprctn'e  priitique,  —  Epure  :  intersection  d'une  sphère  et  d'un 
cône. 

Clermont. 

Composition  d'Analyse.  —  Trouver  les  aires  des  boucles 
formées  par  les  courbes  dont  les  équations  suivent  : 


!<» 

.^2/*-Hi_^  v-"-^'  — «(xr)", 

'^" 

.,.în     _|_  yî/i          flr(,rv)'»*-' 
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Dans  les  deux  cas,  n  désigne  un  nombre  entier  positif. 

Composition  de  Mécanique,  —  Mouvement  d'un  point  pesant 
sur  la  courbe 

ax  ->r  s ■:rz  o, 

n 

sachant  qu'il   y  a  une  résistance  proportionnelle  au  carré  de  la 
vitesse,  cette  résistance  étant  exprimée  par  la  formule  R=  ns?^. 

Epreuve  pratique.  —  On  donne  la  déclinaison  et  l'ascension 
droite  d'une  étoile.  On  demande  de  calculer  la  longitude  et  la 
latitude. 

LiUe. 

Composition  d^ Analyse,  —  i"  Intégrer  l'équation  différentielle 
du  premier  ordre 

a*  Des  lignes  asyniptotiques  sur  une  surface  à  courbures  oppo- 
sées. Equation  différentrelle  de  ces  lignes.  Détermination  de  leur 
plan  osculateur.  Leur  courbure  peut-elle  s'obtenir  par  l'emploi  du 
théorème  de  Meusnier,  relatif  à  la  courbure  des  sections  obliques 
d'une  surface? 

Composition  de  Mécanique,  —  i"  Etablir  les  trois  équations, 
dites  équations  d^Euler,  qui  déterminent  le  mouvement  d'un 
corps  solide  autour  d'un  corps  Hxe  sous  l'action  de  forces  données. 

2°  Un  pendule  composé  est  formé  :  i"  d'une  lige  OA  pesante  et 
homogène,  de  longueur  connue  la  et  de  masse  M;  2"  d'un  corps 
déforme  quelconque,  de  masse  [jl,  dont  le  centre  de  gravité  B  peut 
^Ire  fixé  en  un  point  variable  de  la  tige  OA.  On  connaît  le  rayon 
^  de  giration  de  ce  corps  par  rapport  à  un  axe  mené  par  son 
centre  de  gravité,  parallèle  à  l'axe  de  suspension  horizontale  O^. 

Comment  varie  la  durée  des  oscillations  infiniment  petites  de 
€C  pendule  avec  la  position  du  point  B  sur  la  tige  ?  (On  ne  déplace 
keotpsBIe  long  de  la  tige  que  par  un  mouvement  de  translation.) 
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Épreusre  pratique.  — La  longitude  de  Moscou  élanl  35*'i7'3o'' 
et  sa  colatitude  34° 1 4' 47'»  trouver  Tazimut  de  Moscou  sur  Tho- 
rizon  de  Paris,  azimut  compté  du  Kord  et  sa  distance  sphérique 
à  Paris.  On  sait  que  la  colatitude  de  Paris  est  4i°9'8''. 


SUR  QUELQUES  POIHTS  DE  LA  THÉORIE  DES  FOHCTIOHS  (*); 

Pab  m.  HERMITE. 

L'importante  Communication  de  M.  Hermite  que  nous  analy- 
sons comprend  deux  Parties  bien  distinctes  :  la  première  se  rap- 
porte à  la  théorie  des  fonctions  analytiques  uniformes,  la  seconde 
à  la  notion  de  coupure. 

L  II  s'agit  principalement  du  théorème  de  M.  Mittag-Leffler  : 

Soit  /i(ar),  fii^)^  •••  w'*^  suite  indéfinie  de  fonctions 
rationnelles  y  telles  que  fy{x)  ne  devienne  infinie  que  pour 
X'=a^,  et  supposons  que,  les  modules  de  la  suite  indéfinie 
ai,  ^2)  •••  cillcint  en  croissant,  on  ait  la  condition  lima,  =  00  . 
On  peut  alors  toujours  former  une  fonction  analytique  uni- 
forme  F(x)j  avec  le  seul  point  singulier  00  ,  n^ ayant  d^ autres 
pôles  que  ai  ^  a2j  . . .,  e^  telle  que  la  différence  F(jr)  — f{^)  soit 
finie  pour  x  =  a^. 

Considérant  d'abord  le   cas  où  les  fonctions /^(jr),  f2{^)t  ••• 

seraient   de    la   forme  9  >  •••>  comme  les  fractions 

jc  —  «,     .T  —  a, 

auxquelles  donne  naissance  la  considération  de  la  dérivée  loga- 
rithmique d'une  fonction  ^{jr)  holomorphe  dans  tout  le  plan, 
M.  Hermite  distingue  deux  circonstances  : 

1°  Il  existe  un  entier  positif /i  tel  que  la  série  des  quantités 

■^ -^  ,  ^  \n^i  -^ (*) 


«iT"^*        la,!"-^'  laj"-^' 


soit  convergente, 


{*)  Helsingfors,  1881  ;  in-4%  28  p.  Extrait  d'une  Lettre  à  M.  Mittag-Lelfer 
Societatis  Scïentiarum  FenniccPy  t.  XII). 

(•)  Le  symbole  |rt|  désigne  le  module  de  a. 
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Posant  alors 


i  .r  .?•'*"* 


on  a 


î  _  .     .  J^" 


a^  —  X  a:;  (a^  —  jc) 


et  la  série 


v=  « 


convergera  uniformément  et  inconditionnellement  dans  le  do- 
maine de  tout  point  autre  que  les  points  a^y  a2j  »  > . ,  comme  on  le 
voit  tout  de  suite  en  considérant  la  série  des  modules  ;  cette  série 
représente  une  fonction  F(a:)  qui  satisfait  manifestement  aux 
conditions  de  l'énoncé. 

2*  Mais  l'hypothèse  d'où  a   été  déduite  la   construction  de  la 
fonction  F(x)  ne  peut  pas  toujours  être  réalisée,  et  Ton  est  alors 

amené  à  retrancher  de  la  fraction un  polynôme  Pv(^)  dont 

le  degré  ne  reste  pas  fini  comme  précédemment  ;  posant  alors 

r\(.r)  = h  -^r  H h  '- » 


rtr,        a;  n^ 


on  a 


l\(.r)  = 


<*l  l'on  considère  la  série 


1  ■ 


=  1 


déjà  utilisée  par  M.  Weierstrass  et  qui  converge  pour  toute 
valeur  de  la  variable  autre  que  les  points  a^^  a^y  . . .,  ainsi  que  la 
série  des  modules,  puisque  la  racine  v**™®  du  module  du  terme  de 
wmgv  a  pour  limite  zéro,  lorsqu'on  suppose  v  infini;  elle  repré- 
sente encore  une  fonction  analytique  F(^)  satisfaisant  aux  condi- 
tions de  renoncé. 

âma.  des Seêmêe^ '^  v  (juHlet  i8Ki.)  ^1 
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Le  théorème,  ainsi  démontré  dans  le  cas  de  la  dérivée  logarith- 
mique d*une  fonction  holomorphe  ^(^)y  conduit  à  la  décompo- 
sition en  facteurs  primaires  d^une  telle  fonction  :  en  effet, 
l'expression 


F{jr) 


<P{U') 


n'ayant  plus  de  pôles,  est,  dans  tout  le  plan,  une  fonction  holo- 
morphe qu'on  peut  représenter  par  CV(j:),  et  de  la  relation 


t  ^IZ  00 


V   =1 


on  conclut,  en  posant 

"  o 

*(.r)^ec»n[(.-jj -"'-]. 

Supposons  maintenant  que  les   fonctions  rationnelles  ft  (x), 

R  R 

fii^)^  ' . .  soient  de  la  forme î — j — ,  •  •  •  »  en  sorte  quW 

'^  ju  —  a^    jc  —  «3,  ■ 

ait  affaire  à  une  fonction  uniforme  à  infinis  simples. 

S'il  arrive  encore  qu'il  existe  un   nombre  entier  n  tel  que  la 

série 


R. 

-+- 

R, 

H h 

R> 

V 

soit  convergente,  on  continuera  de  faire 


.«-1 


a 


n 


y  = 


F(./-) 


y^A- — 


p.(r) 


V-    1 


»  r- 


V 


R.r" 


/    jt  ' 


^>  i  *^>  —  *'  ) 


:.i  *. 
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La  série  qui  figure  dans  le  second  membre,  ainsi  que  les  séries 
des  dérivées,  convergent  uniformément  partout  ailleurs  qu'aux 
pôles;  Texislence  de  la  fonction  F(;r)  et  celle  de  ses  dérivées 
sont  ainsi  entièrement  démontrées. 

11  ne  reste  plus,  en  supposant  toujours  que  les  infinis  des 
diverses  fonctions  rationnelles  sont  simples,  que  le  cas  où  les 
séries 

Rv 


i 


«; 


n+l 


sont  divergentes  pour  toute  valeur  de  n.  Faisant  alors 


P,(x)=i4-4-+- 


^••v-» 


a^v 


il  s'agit  de  déterminer  les  entiers  (o«   par  la  condition    que   la 
série 

Rv.r**v 


s 


a%(a^  — a:) 


soit  convergente  dans  tout  le  plan. 
En  posant 

|R,|  =  |a.|?v, 

la  série  des  modules 


1 


R,.r« 


a"v(a,— x) 


^  décompose  en  deux  parties  qui  répondent,  l'une  à  l'hypothèse 
P>5o,  l'autre  à  l'hypothèse  p^>>o;  on  rend  la  première  conver- 
gente en  supposant  que  les  quantités  (Ov  satisfassent  à  la  condition 


w. 


—  pv^''; 


l^ant  à  la  seconde,  on  peut  l'écrire 


i 


.r^v 


<v  ■?>(«,— a;) 


*^  CD  posant 


|a,|  =  |a,*-i|*    (a>i) 
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le  terme  général  devient 

\^_^ 

|^,_i|*^-v-?v)|a.— a7|* 

Si  Ton  fait  maintenant 


a(a),—  pv)  =  w^-h 


'V  ? 


e^  étant  une  quantité  positive  telle  que  co^  soit  un  nombre  entier 
non  inférieur  à  v,  on  s'assurera  sans  difficulté  que  la  racine  v**"* 
du  terme  général  qui  précède  a  pour  limite  zéro  quand  v  aug- 
mente indéfiniment. 

Enfin,  le  cas  où  les  fonctions  rationnelles /«(x)  ont  des  infinis 
multiples  se  déduit  du  cas  où  elles  n^ont  que  des  infinis  simples, 
cas  où  la  proposition  est  entièrement  démontrée. 

II.  Dans  la  seconde  partie  de  sa  Lettre,  M.  Hermite  met  en 
pleine  lumière  une  propriété  capitale  de  ces  fonctions  d'une  va- 
riable imaginaire  z  qui  tirent  leur  origine  de  la  considération 
d'une  intégrale  définie  telle  que 


/ 


propriété  relative  aux  lignes  de  discontinuité  d'une  telle  fonc- 
tion. 

Supposant  d'abord  que  la  variable  d'intégration  t  soit  réelle 
et  aille  en  croissant  de  t^  à  t^^  et  que  les  fonctions  F(^,  ^), 
G{tyz)  soient  holomorphes  en  ^  et  en  5,  il  est  clair  qu'une 
pareille  intégrale  a  une  valeur  déterminée  tant  que  la  valeur  de 
z  est  telle  que  l'équation  en  t 

0{t,  w)  rz:  o 

n'ait  pas  de  racine  réelle  comprise  entre  t^  et  ^2-  Si  dans  cette 
dernière  équation  on  fait  varier  ^  de  ^i  à  ^2?  le  point  dont 
l'affixe  z  est  défini  par  cette  équation  décrira  une  ou  plusieurs 
courbes,  dont  l'ensemble  sera  le  lieu  des  points  du  plan  pour  les- 
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quels  la  fonction  cesse  d'être  définie  par  l'intégrale 

■'■F(<,5) 


9 


cit. 


Otj  en  excluant  les  points  de  ces  courbes  pour  lesquels  Tune  des 

quantités 

s'annulerait,  Fauteur  met  en  évidence  ce  fait  capital,  que  la  diffé- 
rence des  valeurs  que  prend  la  fonction  en  deux  points  infiniment 
voisins  de  la  courbe  de  discontinuité,  situés  de  part  et  d'autre  de 
cette  courbe  sur  la  normale  en  l'un  de  ses  points,  est  finie,  et  il 
calcule  la  valeur  de  cette  différence. 

Soit,  en  effet,  M  un  point  de  la  courbe  pour  lequel  ^  =  6, 
2  =  Ç;  un  calcul  simple  montre  d'abord  que  l'affixe  Z  d'un  point 
delà  normale  en  ce  point  peut  être  mise  sous  la  forme 

>•  ëUol  une  quantité  positive,  et  e  représentant  l'unité  aflectée  du 
même  signe  (ou  d'un  signe  contraire)  que  la  partie  réelle  de 

SI  Ion  veut  avoir  affaire  (ou  non)  à  un  point  situé  sur  la  partie 
supérieure  de  la  normale. 

N  et  N' désignant  deux  points  opposés  sur  cette  normale,  un 
calcul  facile  montre  que,  en  négligeant  sous  le  signe  d'intégration 
des  quantités  qui  n'influent  pas  sur  la  valeur  limite  de  la  diffé- 
rence 

<I>(N')  — *(N) 

des  valeurs  que  prend  la  fonction  aux  points  N  et  N',  on  peut 
écrire 
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où  P  et  Q  ont  été  mis,  pour  abréger,  à  la  place  de  P(6,  Ç), 
Q(9,  vj).  Sauf  dans  le  cas,  exclu  de  nos  suppositions,  où  Ç  serait 
un  point  double,  Téquation  en  t 

n'a  que  la  racine  ^  =  6  qui  soit  réelle  et  comprise  entre  to  et  /|. 
On  voit  donc  que,  si  l'on  fait  tendre  \  vers  zéro,  la  partie  de 
rintégrale  qui  correspond  à  des  valeurs  de  t  qui  ne  sont  pas 
voisines  de  0  a  une  limite  nulle.  D*après  cela  on  voit  aisément 
que  cette  intégrale  a  la  même  limite  que 


où  [X  et  V  sont  des  quantités  positives  infiniment  petites.  Cette 
limite  est  donc 

11  n'est  pas  utile  d'insister  sur  le  parti  qu'on  peut  tirer  de  ce 
résultat.  M.  Hermite  rapproche  la  notion  si  simple  et  en  même 
temps  si  essentielle  des  lignes  de  discontinuité  présentées  par 
la  fonction  ^{z)  de  la  notion  de  coupure  introduite  par  Rie- 
mann.  Ce  nom  de  coupure  convient  certainement  à  ces  lignes  de 
discontinuité;  on  peut  toutefois  remarquer  que  les  coupures 
introduites  par  M.  Hermite  sont  complètement  déterminées  et 
qu'il  n'y  a  rien  de  pareil  pour  les  coupures  de  Riemann. 

M.  Hermite  donne  ensuite  quelques  applications  de  sa  formule. 

Si,  par  exemple,  f[t)  désigne  une  fonction  uniforme,  ne  con- 
tenant pas  :;  et  ayant  un  nombre  fini  ou  infini  de  pôles,  les  cou- 
pures relatives  à  la  fonction 

^{^)^  I    f{t-^z)dt 


seront  des  segments  de  droite  parallèles  à  l'axe  des  abscisses, 
correspondant  à  chaque  pôle.  Pour  chacune  de  ces  droites  on 
trouve  aisément   que   la    différence  4>(N)  —  «P(N')  est  égaie  au 
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produit  par  — 2111  du  résidu  relatif  au  pôle  correspondant;  ce 
résultat,  immédiat  pour  les  pôles  simples,  subsiste  quel  que  soit 
l'ordre  de  multiplicité. 

Si /(^)  est  une  fonction  rationnelle  dans  laquelle  le  degré  du 
numérateur  est  inférieur  de  deux  unités  au  degré  du  dénomi- 
nateur, Fintégrale 

(It 


^(^)^f     f{t-\-z) 


est  une  constante  dans  chaque  intervalle  compris  entre  deux 
coupures  consécutives  ;  la  valeur  de  cette  constante  change  quand 
on  passe  d'un  intervalle  à  l'autre,  et  les  résultats  précédents  per- 
mettent de  calculer  sans  difficulté  les  valeurs  de  ces  diverses 
constantes.  On  peut  maintenant  construire  la  fonction  f[t)  de 
façon  que  dans  chaque  intervalle  la  constante  représentée  par  la 
fonction  ^{z)  soit  donnée,  et  l'on  déduira  de  là  l'expression 
d'une  fonction  représentant  dans  chaque  intervalle  telle  fonction 
que  l'on  voudra,  résultat  analogue  à  celui  que  M.  Weierstrass  a 
communiqué  à  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin  en  août  1880. 
Des  considérations  analogues  s'appliquent  à  l'intégrale 


î'-Hr* 


OÙ  ff^t)  est  une  expression  rationnelle  en  sin^  et  cos/,  sans 
partie  entière;  on  est  ainsi  conduit  à  la  formule  donnée  par 
l'auteur  dans  son  Cours  (V Analyse  (p.  Z'>A)  et  d'où  résulte 
immédiatement  la  décomposition  de  la  fonction  f{t)  en  éléments 
simples. 
De  même  encore  la  considération  de  l'intégrale 


^"/(O  ^^^  ""^  fonction  uniforme  admettant  les  deux  périodes 
2Kei2«K\  montre  naturellement  que  dans  l'intérieur  du  paral- 
lélogramme des  périodes  la  somme  des  résidus  de  cette  fonction 
<*st  nnllo,  cl  conduit,   par  conséquent,   à  la   formule  de   décom- 


\ 
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position  en  éléments  simples  qui  joue  un  rôle  si  capital  dans  la 
théorie  des  fonctions  doublement  périodiques. 

Ces  quelques  applications  montrent  nettement  la  portée  de  la 
proposition  fondamentale  obtenue  par  M.  Hermîte  dans  le  cas 
simple  où  il  s'est  placé.  La  question  qu'il  s'est  posée  en  suggère 
d'autres  plus  générales,  qui  ne  pouvaient  assurément  lui  échap- 
per :  il  en  signale  les  plus  importantes  à  la  fin  de  sa  Lettre  à 
M.  Mittag-Lefller;  sans  doute  elles  donneront  lieu,  dans  l'avenir, 
à  des  développements  d'un  singulier  intérêt. 

J.  T. 


>^^^ 
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LUCAS  (Édouahd).  —  Récréations  mathématiques.  —  Paris,  Gauthier-Vil- 
lars,  i88a.  Iq-8". 

Le  Livre  que  nous  annonçons  est  le  tome  premier  d'une  œuvre 
qoe  Fauteur,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Saint- 
Louis,  a  rintention  de  publier  rapidement.  Ce  Volume  se  rapporte 
spécialement  à  FArithmétique  supérieure  et  à  cette  branche  de  la 
Géométrie  qu'on  appelle  Géométrie  de  situation.  A  en  juger  par 
ce  travail,  il  n'y  a  pas  grand  mérite  à  prédire  que  l'Ouvrage  sera 
povr  notre  siècle,  avec  plus  d'originalité,  ce  que  les  Problèmes 
plaisans  et  délectables  de  Bachet  et  les  Récréations  mathéma- 
tiques d'Ozanam  ont  été  pour  nos  ancêtres  :  le  Livre  classique 
par  excellence. 

Après  une  Préface  verveuse,  que  nous  recommandons  aux  lec- 
teurs qui  auraient  le  malheur  d'être  sceptiques  à  l'égard  des  Ré- 
créations mathématiques,  l'auteur  consacre  une  brillante  intro- 
duction à  l'historique  de  la  Géométrie  de  situation  ;  il  en  poursuit 
les  traces  dans  Leibniz,  Euler,  Vandermonde,  etc.,  et  remonte 
jusqu'aux  Indiens  pour  les  carrés  magiques.  Il  signale  les  applica- 
tions de  la  nouvelle  Géométrie  au  tissage;  il  fait  un  rapprochement 
très  imprévu  entre  la  méthode  de  construction  d'une  espèce  de 
carrés  magiques  qu'il  vient  de  découvrir  :  les  carrés  diaboliques, 
et  la  manière  de  construire  l'armure  des  satins  réguliers,  indiquée 
par  lui  en  1867.  Enfin,  dans  le  passage  suivant,  il  a  le  double  me- 
nte de  montrer  le  lien  des  diverses  parties  de  son  travail  et  de  don- 
ner une  lumineuse  philosophie  de  ses  jeux  :  «  Les  jeux  des  traver- 
sées, des  ponts,  des  labyrinthes  ne  reposent  que  sur  la  théorie  des 
nombres  pairs  et  impairs,  c'est-à-dire  sur  les  congruences  de  mo- 
dule a  ;  le  jeu  du  solitaire  s'appuie  sur  les  congruences  des  mo- 
dules a  et  3  ;  le  jeu  du  taquin  sur  celles  des  modules  2,  4>  8  ;  le  jeu 
du  baguenaudier  sur  la  numération  binaire,  ou,  en  d'autres  ternies, 
sur  les  congruences  ayant  pour  modules  toutes  les  puissances  de  a  ; 
^fin  le  problème  des  reines,  les  carrés  magiques,  le  tissage,  sur 
les  congruences  de  module  quelconque.  Ainsi,  c'est  toujours  la 

BmU.  des  Sciences  nuuhém,^  9*  f^^  *.  V.  ^Août  18S1.)  l'X 
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théorie  des  congruences,  mais  habillée  de  vétemenls  aussi  divers 
et  aussi  élégants  que  possible.  » 

La  première  récréation ,  intitulée  le  Jeu  des  trayeksêes  eh  ba- 
teau, est  le  développement  de  ce  vieux  problème  :  Trois  maris 
jaloux  se  trouvent  avec  leurs  femmes  au  passage  d^une  rivière 
et  rencontrent  un  bateau  sans  batelier;  ce  bateau  est  si  petit, 
quHl  ne  peut  porter  plus  de  deux  personnes  à  la  fois.  On  de- 
mande comment  ces  six  personnes  passeront,  de  telle  sorte 
qu* aucune  femme  ne  demeure  en  la  compagnie  d^un  ou  de  deux 
hommes,  si  son  mari  n* est  présent.  —  Tartaglia  (')  s'était  pro- 
posé de  résoudre  la  difficulté  pour  quatre  ménages  ;  mais  il  s*esi 
trompé  :  la  chose  est  impossible.  Bâche t  le  remarqua.  Depuis, 
M.  Labosne  a  généralisé  le  problème,  mais  sa  solution  laissait  à 
désirer  pour  l'élégance.  M.  Lucas  donne  un  premier  essai  plus 
simple;  puis,  dans  une  Note  à  la  fin  du  Volume,  une  autre  généra- 
lisation, qui  est  due  à  M.  Delannoy. 

La  seconde  récréation,  le  Jeu  des  ponts  et  des  îles,  est  la  traduc- 
tion d'un  Mémoire  d'Euler  sur  le  Problème  des  ponts  de  Kànigs- 
berg;  en  voici  l'énoncé  :  Quelle  que  soit  la  forme  d'un  fleuve, 
sa  distribution  en  bras,  par  des  lies  en  nombre  quelconque,  et 
quel  que  soit  le  nombre  de  ponts  jetés  sur  le  fleuve,  trouver  si 
l'on  peut  franchir  celui-ci  en  passant  une  fois,  et  une  seule,  sur 
chacun  des  ponts.  Cela  revient,  au  point  de  vue  géométrique,  à 
ceci  :  On  donne  une  figure  quelconque  réunie  par  des  droites  et 
des  courbes,  quel  est  le  nombre  minimum  des  traits  continus,  sans 
arrêt  ni  répétition,  nécessaires  à  son  tracé  complet?  Cette  question, 
1res  importante  dans  la  théorie  des  courbes  unicursales,  est  traitée 
dans  la  Note  H  placée  à  la  fin  du  Volume. 

Le  Jeu  des  labyrinthes,  qui  fait  l'objet  de  la  troisième  récréa- 
tion, est  la  réalisation  du  jeu  suivant  :  Choisissez  arbitrairement, 


(*)  Mort  en  lôô;  et  non  en  15Ô9,  comme  le  dit  M.  Lucas;  c'est  à  M.  le  frâ^B 
Boucompagnî  qu*on  doit  ceUe  importante  rectification  ( TesIcMMnlo  ÙÊêêêt^éi 
Aicofo  Tariagiia,  dans  la  collection  de  Mémoires  matkémaliqiMS» 
Tenir  du  IVre  Chelini). 
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sur  une  feuille  de  papier  blanc,  un  nombre  quelconque  de  points; 
joignez-les  deux  à  deux,  et  autant  de  fois  que  vous  voudrez,  par  un 
nombre  quelconque  de  lignes,  droites  ou  courbes,  de  telle  sorte 
qu'aucun  point  du  système  ne  reste  isolé  des  autres  ;  vous  aurez 
ainsi  un  réseau  géométrique.  Recouvrez-le  d'une  feuille  de  carton 
opaque,  de  manière  à  ne  pas  conserver  le  souvenir  du  plan  du  la- 
byrinthe; cette  feuille  de  carton  est  percée  d'un  oculairCy  qui 
permet  seulement  d'apercevoir  une  petite  fraction  du  réseau.  Dé- 
placez le  carton  ou  Vécran,  de  telle  sorte  que  l'oculaire  se  trouve 
placé  sur  un  carrefour  A.  Il  s'agit  de  lui  faire  parcourir  deux  fois 
toutes  les  lignes  du  réseau,  d'une  manière  continue,  et  de  revenir 
ensuite  au  point  de  départ  A.  Pour  conserver  le  souvenir  du  pas- 
sage de  l'oculaire  sur  chacun  des  chemins  qu'il  parcourt,  on  trace 
sur  chaque  ligne  suivie  un  petit  trait  transversal,  à  l'entrée  et  à  la 
sortie  des  carrefours.  Par  conséquent,  les  deux  extrémités  de 
chaque  chemin  devront,  après  les  pérégrinations  du  voyage,  avoir 
été  marquées  deux  fois,  mais  non  davantage. 

Ce  problème  est  évidemment  un  cas  particulier  du  problème 
précédent.  Lorsque  tous  les  points  d'un  réseau  sont  pairs,  le  ré- 
seau peut  être  décrit  d'un  seul  trait;  il  en  est  de  même  si  l'on 
double  un  tracé  quelconque,  puisque  les  points  impairs  deviennent 
pairs.  Il  y  a  cependant  entre  ce  problème  et  le  précédent  la  diffé- 
rence que,  dans  le  cas  présent,  on  peut  décrire  la  figure  sans  la 
voir  entièrement. 

La  quatrième  récréation  est  consacrée  au  Problème  nEs  huit 
&EUIES,  dans  le  jeu  des  échecs.  Il  s'agit^  comme  on  sait,  de  dispo- 
ser sur  l'échiquier  huit  reines,  de  façon  que  deux  quelconques 
d'entre  elles  ne  soient  jamais  situées  sur  une  même  ligne  parallèle 
à lun des  bords  ou  à  l'une  des  diagonales  de  l'échiquier.  Après  un 
historique  très  curieux  de  l'exposé  de  divers  procédés,  nous  arri- 
vons à  la  véritable  méthode,  celle  de  M.  Laquièrc  :  elle  consiste  à 
écrire  successivement  tous  les  nombres  sur  un  échiquier,  comme 
dans  un  système  de  numération,  et  à  déduire  les  diverses  solutions 
des  premières  par  la  rotation  ou  le  renversement  de  l'échiquier. 
Grftce  à  ce  procédé,  M.  Laquière  a  pu  faire  effectuer  par  un  enfant, 
dans  une  après-midi,  le  tableau  des  92  solutions  sur  l'échiquier  de 
>^tpjieti^ Lorsque  le  nombre  des  cases  devient  très  grand,  le  pro- 
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blême  devient  impossible.  On  doit  alors  se  borner  aux  solutions  en 
quinconces  :  M.  Lucas  donne  des  théorèmes  qui  permettent  de 
résoudre  en  ce  cas  la  question. 

La  cinquième  récréation  sur  le  Jeu  du  solitàihe  présente,  après 
quelques  exercices  simples,  une  remarquable  exposition  des  tra- 
vaux du  D'  Reiss  et  du  capitaine  Hermary  sur  la  théorie  des  im- 
possibilités de  ce  jeu  :  cette  théorie  n'est  au  fond  que  celle  des 
résidus  d'un  système  de  trois  nombres  entiers  x^  y^  s  suivant  le 
module  3  ;  ^  et^  désignant  les  coordonnées  de  la  case  du  solitaire, 
et  ^  le  nombre  de  boules  qui  se  trouvent  sur  cette  case.  La  récréa- 
tion se  termine  par  une  étude  du  solitaire  de  33  cases,  traduite  du 
D*^  Reiss,  et  par  des  théorèmes  de  M.  Hermary  sur  les  solitaires  du 
^léme  ordre,  c'est-à-dire  sur  les  solitaires  dans  lesquels  la  règle  du 
coup  est  de  faire  franchir  à  une  boule  n  cases  consécutives  et 
d'enlever  une  boule  dans  chacune  des  cases  franchies. 

La  sixième  récréation  sur  la  Numération  bih aire  est  un  élégant 
exposé  des  usages  et  des  propriétés  de  ce  système  peu  étudié  :  à 
propos  de  la  théorie  des  nombres  parfaits,  l'auteur  donne,  dans  la 
Note  IV  placée  à  la  fin  du  Volume,  d'importants  renseignements, 
sur  des  formules  par  lesquelles  il  a  pu  décomposer  un  nombre  de 
plus  de  aoo  chiffres  en  56  facteurs  premiers. 

La  septième  récréation  sur  le  Jeu  du  baguenaudier  offre  un  in- 
téressant exemple  de  l'importance  des  notations  en  Mathématiques  ; 
il  est  curieux  de  voir  combien  le  problème  général  du  baguenau- 
dier  est  simplifié  par  l'ingénieuse  notation  de  M.  Gros.  Tout  ré- 
cemment, M.  Badoureau  a  publié  {Revue  scientifique,  8  octobre 
i88i)  une  étude  sur  les  réussites  au  jeu  de  cartes.  La  théorie  de 
l'une  d'elles,  toujours  possible  quel  que  soit  le  nombre  des  cartes, 
revient  au  fond  à  celle  du  baguenaudier. 

La  huitième  récréation  clôt  dignement  celte  première  série  : 
c'est  une  étude  de  près  de  cinquante  pages  sur  le  Taquin.  On  y 
trouve,  non  pas  seulement  la  généralisation  du  taquin  bien  cannai 
c*est-à-dire  le  taquin  rectangulaire  à  dimension  quelconqiiei 
l'auteur  étudie  un  système  continu  de  cases  carrées  ju 
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de  telle  forme  qu'on  voudra  :  c'est  le  Taquin  continental.  Puis 
vient  le  Taquin  complet,  où  il  s'agit  de  choisir  le  cube  à  enlever  de 
telle  sorte  que  l'on  puisse,  en  suivant  la  marche  ordinaire,  arriver  à 
une  position  finale  convenue.  La  solution  de  ce  problème  repose 
sur  la  théorie  des  écarts,  de  même  que  la  solution  des  précédents 
s'appuie  sur  la  théorie  des  inversions  et  des  permutations. 

Chaque  récréation  est  précédée  d'un  petit  historique  que  re- 
lèvent souvent  de  piquants  détails.  Le  Livre  est  suivi  d'une  liste 
complète  de  tous  les  Ouvrages  publiés  sur  la  matière  :  Brochures, 
Mémoires,  Lettres,  etc.  Enfin  le  Volume  sort,  luxueusement  im- 
primé, avec  titre  en  deux  couleurs,  fleurons,  culs-de-lampe,  fron- 
tispices, etc.,  des  presses  de  M.  Gauthier-Villars  ;  nous  n'en  dirons 
pas  davantage.  L'auteur,  qui  s'entend  en  épigraphes,  et  l'éditeur 
semblent  avoir  pris  pour  devise  certain  précepte  d'Horace  :  Mêler 
V utile  à  V agréable;  ils  y  ont  réussi  à  chaque  page. 

C.  Hekry. 


GULDBERG  (C.-M.)  et  MOHN  (H.).  —  Étude  sur  les  mouvements  de  l'at- 
MosPHàRB,  II*  Partie.  Programme  de  l'Université,  à  Christiania,  pour  le  2*  se- 
mestre 1880  (en  français),  53  pages. 

Les  auteurs  présentent  les  équations  générales  hydrodyna- 
miques en  y  introduisant  la  force  centrifuge  composée  produite  par 
la  rotation  de  la  Terre  et  les  composantes  du  frottement.  Il  est 
évident  que  le  frottement  intérieur  a  lieu  pendant  les  courants 
d'air  et  qu'il  a  sa  valeur  maximum  à  la  surface  de  la  Terre.  Quant 
aux  courants  d'air  horizontaux,  la  vitesse  du  vent  croît  avec  la 
hauteur  jusqu'à  un  maximum  et  en  mémo  temps  l'angle  entre  le 
vent  et  l'isobare  diminue. 

Regardons  un  cyclone,  c'est-à-dire  un  système  de  vents  aux  iso- 
bares circulaires  autour  d'un  minimum  barométrique  à  la  surface* 
de  la  Terre  ;  aux  couches  supérieures  il  a  un  maximum  baromé- 
trique. L'air  afQue  suivant  la  surface  de  la  Terre  de  tous  côtés  et  les- 
courants  horizontaux  se  transforment  peu  à  peu  en  courants  ver- 
Ueiax  ascendants.  A  une  certaine  hauteur  le  mouvement  vertical 
is  transforme  en  un  mouvement  horizontal  et  l'air  sort  d'un  maxi- 
IL      Moi  ws  GOttcbes  supérieures.  On  n  a  pas  encore  réussi  à  repré- 
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senter  un  tel  système  par  des  formules  mathématiques;  mais,  en 
divisant  le  système  en  des  parties  diverses,  ou  peut  établir  des  équa- 
tions qui  montrent  des  analogies  avec  les  systèmes  de  la  nature. 

S.  L. 


»«• 


B.  BONCOMPAGNI.  —  Tbstambnto  inedito  di  Nicolo  Tartaglu.  —  Napoli- 

Milano-Pisa,  Ulrico  Hœpli,  1881.  In-8®  de  5o  pages  el  fac-similé. 

Extrait  de  la  collection  qu'une  société  d'éminents  géomètres 
vient  de  faire  paraître  en  l'honneur  de  la  mémoire  du  Père  D. 
Chelini  ;  ce  travail  n'est  pas  un  des  moindres  joyaux  de  cette  jolie 
publication.  On  y  trouve,  publié  pour  la  première  fois  en  texte 
imprimé  et  en  fac-similé,  le  testament  de  Nicolas  Tartaglia,  con- 
servé aux  archives  des  notaires  de  Venise.  M.  le  prince  Boncompagni 
vient  de  donner  là  un  excellent  exemple,  qu'il  est  désirable  de  voir 
suivi  bien  vite  et  généralisé  par  les  érudits  mathématiciens  ;  on 
sait  combien  les  archives  de  notaires  apportent  chaque  jour  de 
documents  de  premier  ordre  à  l'histoire  littéraire  et  à  rhisloire 
de  l'art. 

L'original  de  ce  testament  présente  deux  feuillets  :  le  premier, 
au  recto  et  au  verso,  est  occupé  par  le  document  même  ;  sur  le 
verso  du  second  feuillet  se  trouve  une  note,  d'où  il  résulte  que  le 
grand  géomètre  de  Brescia  est  mort  du  lundi  i3  au  mardi  i4  dé- 
cembre iSSy.  La  date  de  cette  mort  n'avait  jamais  été  précisée  et 
même  avait  été  inexactement  fixée  par  divers  historiens  et  biblio- 
graphes célèbres,  Libri,  Poggendorff,  Hankel,  Terquem,  etc.  C'est 
donc  une  acquisition  précieuse  pour  la  biographie. 

La  question  d'origine  élucidée,  le  savant  éditeur  étudie  l'authen- 
ticité de  son  document  :  d'abord  il  le  trouve  indiqué  dans  divers 
catalogues,  puis  copié  sur  un  registre  spécial  avec  quelques  va- 
riantes par  le  notaire  érudit  Rocco  de  Benedetli  :  il  a  soin  de 
publier  cette  copie  immédiatement  après  la  reproduction  de  l'ori- 
ginal. Passant  ensuite  à  l'étude  du  testament,  il  en  rapproche 
diverses  particularités  d'emprunts  judicieux  faits  aux  œuvres  de 
Tartaglia  ou  à  d'autres  sources  :  il  précise  le  prénom  du  père  de 
Tartaglia,  l'existence  d'un  frère  aîné,  d'une  sœur  cadettCi  le  ymi 
nom  de  Tartaglia,  qui  était  Fontana,  et  qui  a  été  changé  par  Mute 
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des  horribles  circonstances  que  Ton  sait,  Thabitation  du  célèbre 
géomètre  lors  de  la  rédaction  de  l'acte;  il  identifie  deux  libraires, 
cités  dans  le  testament,  avec  les  célèbres  éditeurs  de  Tartaglia  : 
Troiano  et  Giordano  Ziletti  ;  enfin  il  signale,  à  la  Bibliothèque  du 
Musée  Gorrer  de  Venise,  une  pièce  qui  confirme  l'existence  du 
testament  et  ses  principales  données. 

Ce  travail,  si  remarquablement  consciencieux,  se  termine  par  une 
intéressante  liste  des  pièces  précieuses  exposées  dans  la  vitrine 
qui  renferme  le  testament  de  Tartaglia.  G.  H. 


ROHN  (K.).  —  LiNEARB  UND  QUADRATISCHB  TRANSFORMATION  DER  HTPEREL- 
UPTfSCHBN  FUNCTIONEN  />  =  2,  SOWIB  IHRE  BeDEUTUNG  FUR  DIB  KUMMER- 
8CHB  FlaGHB  (<). 

Ce  travail  a  pour  but  d'approfondir  l'étude  de  la  dépendance 
entre  les  fonctions  hyperelliptiques  et  la  surface  de  Kummer. 
L'objet  final  du  Mémoire  est  spécialement  d'élucider  les  relations 
mutirelles  entre  les  diverses  méthodes  au  moyen  desquelles  la  sur- 
face de  Kummer  a  été  rattachée  aux  fonctions  hyperelliptiques.  La 
première  méthode  est  due  à  Cayley,  la  seconde  à  Borchardt;  elles 
se  trouvent  l'une  et  l'autre  dans  le  tome  83  du  Journal  de  Crelle. 
Une  troisième  méthode  est  développée  dans  le  présent  Mémoire. 
Les  trois  méthodes  ont  entre  elles  une  relation  très  simple,  con- 
sistant en  ce  qu'elles  résultent  toutes  d'une  transformation  qua- 
dratique. 

Pour  atteindre  le  but  que  nous  nous  proposons,  il  est  nécessaire, 
avant  tout,  d'étudier  la  transformation  linéaire  et  quadratique  en 
elle-même,  et  d'obtenir  des  formules  aussi  simples  et  aussi  com- 
modes que  possible,  qui  permettent  de  bien  saisir  Timportance  des 
transformations  pour  les  fonctions  ^.  Tel  est  le  contenu  de  la  pre- 
mière Partie. 

Par  une  transformation  linéaire  y  toute  fonction  &,  abstraction 
faite  peut-être  d'une  racine  huitième  de  l'unité,,  se  change  en  une 
autre  fonction  ^,  tandis  que  les  six  2r  impairs  s'échangent  entre 

(•)  Malhematische  AnruUen,  t.  XV.  *" 
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eux,  ainsi  que  les  dix  ^  pairs.  En  même  temps,  les  relations  qui 
ont  lieu  entre  les  ^  se  changent,  dans  chaque  transformation, 
en  d'autres  relations  entre  les  y.  Pour  décider  maintenant  en 
quelles  fonctions  y  du  système  transformé  se  changent  les  fonc- 
tions 27  du  système  donné,  il  faut  établir  la  correspondance  des  pé- 
riodes des  deux  systèmes. 

On  voit  maintenant  immédiatement  que  toutes  les  transforma- 
tions qui  diffèrent  uniquement  par  le  module  de  deux  périodes 
entraînent  la  même  correspondance  entre  les  fonctions  ^  et  ^y  et 
qu^jn  changement  dans  les  périodes  doubles  n*a  d'influence  que 
sur  les  coefficients  composés  avec  les  racines  huitièm^es  de  Tunité. 

Tout  le  système  doublement  infini  des  périodes  se  réduit 
maintenant,  mod.  a  ]>ériodes,  à  quinze  valeurs  de  périodes,  qui 


Tl8H-l|X« 


Tn|T 


13 


I»        T,j|T3,      02 


T|i|t,,-»-I 


naturellement  peuvent  se  représenter  par  les  quinze  lignes 
de  jonction  de  six  points.  Si  Ton  marque,  en  eflet,  six  points  (par 
exemple,  aux  sommets  d'un  hexagone  régulier),  et  qu'on  leur 
attribue  les  mêmes  indices  que  ceux  des  six  ^  impairs  :  ^24,  ^3, 
^049  ^029  ^13}  ^o  01^  pourra  faire  correspondre  les  quinze  lignes  de 
jonction  aux  quinze  périodes  de  la  manière  suivante  :  en  aug- 
mentant les  arguments  des  ^  impairs  d'une  demi-période  quel- 
conque, deux  de  ces  fonctions  se  changeront  toujours  l'une  dans 
l'autre.  Elles  sont  représentées  sur  la  figure  par  deux  points  por- 
tant les  mêmes  indices  que  ces  fonctions;  la  ligne  de  jonction  de  ces 
deux  points  représentera  dès  lors  la  période  entière  correspon- 
dante; ainsi,  aux  lignes  tracées  répondent  les  périodes  inscrites. 
En  vertu  de  cette  convention,  la  somme  des  valeurs  des  périodes, 
pour  trois  lignes  contenant  à  elles  toutes  six  points,  sera  ^  o(mod.  a 
périodes;  de  même,  la  somme  des  périodes  d'une  figure  fermée 
s  o(mod.  2  pér.);  de  telle  sorte  que  l'on  obtiendra  iiniiiédiatMMVty 
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pour  tontes  les  lignes  de  jonction,  les  yaleurs  des  périodes  corres- 
pondantes. 

Dans  une  transformation  linéaire,  aux  quinze  périodes  qui  sont 
distinctes  suivant  mod.  2  périodes  doivent  correspondre  quinze 
périodes  du  nouveau  système,  jouissant  delà  même  propriété,  c'est- 
à-dire  que  la  figure  ci-dessus  doit  être  rapportée  à  une  seconde 
figure,  ayant  la  même  signification,  par  rapport  au  nouveau  sys- 
tème d'intégrales,  que  la  première  figure  par  rapport  au  premier 
système  d'intégrales.  Cette  transformation  se  réalise  en  faisant  cor- 
respondre les  six  points  de  la  nouvelle  figure  aux  six  points  de 
Tancienne  figure,  dans  un  ordre  de  succession  tout  à  fait  arbitraire  ; 
ilors  les  quinze  lignes  de  jonction  de  l'une  et  de  Tautre  figure  se 
correspondent,  et  de  même  les  quinze  périodes  de  l'un  et  l'autre 
système.  Il  existe,  d'après  cela,  720  transformations  linéaires,  dis- 
tinctes entre  elles  suivant  mod.  a  périodes. 

Pour  voir  encore  comment  se  transforment  les  âr  pairs,  il  est  be- 
soin d'une  interprétation  géométrique  de  ces  fonctions  dans  la 
Ggure.  Cette  interprétation  est  facile  à  trouver.  En  eflet,  les  six 
points  peuvent  se  grouper  de  dix  manières  en  sommets  de  deux 
triangles,  et  ces  triangles  ont  la  propriété  que  l'on  parvient  tou- 
jours à  un  ^  pair  en  ajoutant  à  l'argument  de  la  fonction  âr  im- 
paire d'un  sommet  la  moitié  de  la  période  représentée  par  le  côté 
opposé,  et  de  plus,  tout  couple  de  triangles  conduit  toujours  à  une 
i^ule  fonction^  paire,  de  sorte  que  ces  dix  paires  de  triangles 
représentent  précisément  les  dix  3r  pairs. 

En  déterminant  ainsi  comment  doivent  se  correspondre  les  fi- 
gures de  deux  systèmes  d'intégrales,  on  obtient,  en  même  temps, 
aa  moyen  de  cette  correspondance,  la  coordination  des  périodes 
<it  des  fonctions  âr  impaires  et  paires  de  ces  systèmes  d'intégrales. 
On  parvient  ainsi  à  des  formules  de  la  forme 

^t  étant  la  fonction  qui  résulte  de  ^^  par  la  transformation  linéaire, 
H  une  racine  huitième  de  l'unité,  et  p  un  facteur  de  proportionna- 
lité. Pour  déterminer,  de  plus,  cette  constante  x^,  on  s'appuie  sur 
€e  théorème,  que,  dans  une  transformation  linéaire,  les  relations 
<Me  les  ^j  et  spécialement  ici  les  relations  de  Gëpel,  doivent  se 
€a  d^mUffet  relations  de  même  espèce.   Dans  le  présent 
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Mémoire,  on  trouve  un  Tableau  au  moyen  duquel  on  peut  eflectuer 
aisément  le  calcul  des  racines  huitièmes  de  Funité.  On  obtient, 
par  exemple,  la  correspondance  suivante  : 

•*»>     •^4»  ^01»  •'ta»      •'il»  •'oa»  •*•«»    •*i«»       •^•4»    -^a»    •^i»      •^i4  »       "^o»     •^•4»      "^i»     '^f 

^141  y ^1»  ^>  j^9tt   *^i»y^iji  '^4»  j^iz*  ^s»  y^i»  ^m  y^«»  ^w»  v^«»  ^w»  v^ji* 

D'une  telle  correspondance  on  peut  encore  en  déduire  3i  antres 
par  l'introduction  des  racines  quatrièmes  de  Tunité.  Ces  trans<^ 
formations  correspondantes  ne  diflerent  entre  elles  que  suivant 
mod.  4  périodes;  de  chacune  des  correspondances  ainsi  obtenues, 
il  en  résulte  encore  quinze  autres  par  des  changements  de  signes; 
les  transformations  relatives  ne  diffèrent  plus  alors  que  suivant 
mod.  8  périodes. 

Dans  la  transformation  quadratique,  on  peut  se  servir,  pour 
établir  la  correspondance  des  périodes,  d'une  figure  tout  à  fait  pa- 
reille à  celle  qui  a  servi  dans  la  transformation  linéaire.  Marquons 
encore  les  six  points  des  indices 

24,  3,  o4,   i3,  02,   I  ; 

tirons  leurs  quinze  lignes  de  jonction,  et  attribuons  à  trois  de  ces 
lignes,  contenant  tous  les  six  points,  des  périodes  entières,  et  aux 
trois  autres  qui,  avec  les  premières,  complètent  un  hexagone,  attri- 
buons des  rf^mt-périodes.  Les  autres  droites  reçoivent  alors  des 
périodes  telles  que  la  somme  des  périodes  de  chaque  figure  fermée 
(prises  avec  les  signes  convenables)  s'annule.  Si  l'on  rapporte  une 
telle  figure  aune  autre  dont  les  côtés,  comme  dans  la  transformation 
linéaire,  représentent  des  périodes  entières,  on  obtient  la  corres- 
pondance d'une  transformation  quadratique.  Comme  on  le  voit 
aisément,  on  peut,  d'après  la  définition  précédente,  construire 
quinze  figures  différentes;  elles  correspondent  aux  quinze  classes 
introduites  par  Hermite  (Comptes  rendus  des  séances  de  l'Aca- 
démie des  Sciences,  t.  XL);  deux  transformations  de  même  classe 
peuvent  se  déduire  l'une  de  l'autre  par  une  transformation  li- 
néaire. 

On  peut  aussi  se  demander  comment  les  fonctions  B  du  svstème 
transformé  peuvent  s'exprimer  au  moyen  des  fonctions  âr  du  sys- 
tème donné.  La  réponse  à  celte  question  est  donnée  par  le  théo-^ 
rème  suivant  :  Toute  transformation:  quadratique  peut  s'obtenir 
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à  V aide  de  deux  transformations  linéaires  et  dUine  transfor- 
mation quadratique  complètement  déterminée,  qui  aux  pé- 
riodes 

fait  correspondre  les  périodes 

•fii/'^ii»    'Cti/^M,     o/|,     I/o, 

De  plus,  on  n^a  besoin  que  d'établir  le  système  complet  de  for- 
mules pour  cette  transformation  quadratique  spéciale  pour  en 
déduire,  au  moyen  seulement  de  deux  transformations  linéaires, 
les  formules  relatives  à  une  transformation  quelconque. 

Dans  chacune  des  quinze  classes  de  transformations  quadra- 
dratiques  il  existe  un  groupe  de  24  transformations  qui  se  distin- 
guent particulièrement  des  autres.  Désignons  les  six  périodes  qui 
forment  les  côtés  d'un  hexagone  pour  la  figure  du  système  donné, 
respectivement  par 

A>    P%9     •  •  •>    /^«î 

pour  la  figure  du  système  transformé,  respectivement  par 

P\y     Pt*      •  •  •>     r«» 
et  rapportons  les  demi-périodes 

Pi      Pi      Pi 

— ,     — ,     — 

222 
respectivement  à 

Pi  y    P\  >    P\  y 
et  les  périodes  entières 

Pty     A»      P6 

respectivement  à 

P\y     Pi  y     P.  y 

on  obtiendra  ainsi  une  transformation  singulière  comme  celle  que 
nous  avons  annoncée. 

Ces  transformations  singulières  ont  celte  propriété,  que,  en  les 
appliquant  deux  fois  consécutivement,  elles  conduisent  à  la  bissec- 
'H)/i  des  fonctions  3r  ;  on  trouve  dans  le  Mémoire  un  système  de 
formules  répondant  à  ce  but. 
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Ici  se  termine  la  première  Partie  de  ce  travail,  et  commence  la 
seconde  Partie,  qui  traite  de  l'emploi  de  ces  transformations  dans 
Fétude  de  la  surface  de  Kummer.  11  existe  trois  méthodes  pour 
relier  la  surface  de  Kummer  avec  les  fonctions  hyperellip tiques. 
La  Géométrie  des  lignes  nous  fournit  la  première  méthode,  en 
faisant  voir  que,  à  chaque  point  de  la  surface  de  Kummer  appar- 
tiennent deux  paramètres,  et  qu'il  y  a  toujours  trente-deux  points 
correspondants  y  comme  possédant  les  mêmes  paramètres.  Si  Ton 
part,  en  effet,  d^un  système  confocal  de  complexes 

i  =  « 
«si 

toute  droite  de  l'espace  appartient  à  quatre  complexes  du  système, 
tandis  que  quatre  complexes  se  coupent  suivant  trente-deux  droites 
correspondantes.  Ces  droites  sont  déterminées  par  les  quatre  para- 
mètres des  complexes  ;  leurs  coordonnées  sont 

Si  deux  paramètres  deviennent  égaux  entre  eux,  les  droites  de- 
viendront des  tangentes  à  la  surface  de  Kummer,  laquelle  est  la 
surface  des  singularités  du  système  de  complexes  confocaux.  Si  X| , 
X3  sont  constants,  et  X3=  X4  =  X  variables,  on  obtiendra  trente- 
deux  faisceaux  des  tangentes;  aux  points  de  contact  de  ces  fais- 
ceaux (dont  les  tangentes  ont  toutes  les  deux  paramètres  Xi^X^) 
on  peut  associer  les  paramètres  X| ,  X2.  Pour  séparer  les  trente-deux 
points  )h,  ^^29  on  formera  les  intégrales 

j        dv\-^j         dç\jj         di>\-^j         d^\, 

et 

dv\-^l      dv\jj      dv\^j       d^\, 

où,  suivant  Prym  (*),  ('"^  et  i',  sont  les  intégrales  normales  de  pre- 


(  •  )  Neue  Théorie  der  ultraelliptischen  Functionen, 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  333 

mière  espèce,  appartenant  à  la  forme 


R  =  v/(A:i— X)(A:,— X)...(A:.— X). 

Les  limites  inférieures  a,  p  sont  ici  choisies  de  telle  sorte  que 
Ton  ait 


KX'*'/X''"-)=°- 


ainsi  que  Prym  le  fait  dans  le  Mémoire  cité. 

De  ces  deux  intégrales  on  tire  en  tout  32  valeurs  distinctes  sui- 
vant le  module  d'une  période  entière,  et  Ton  peut  se  demander 
comment  les  valeurs  de  ces  intégrales  correspondent  individuelle- 
ment aux  3a  points  qui  leur  sont  associés.  Or  les  six  fonctions  âr 
impaires  formées  au  moyen  de  ces  intégrales  sont  proportionnelles 

aux  quantités  ± ^{ki — \^){ki —  X2).  En  conséquence,  on  attri- 
buera comme  paramètre  à  chaque  point  les  deux  intégrales  pour 
lesquelles    les  âr  impairs   entraînent   la  même   combinaison    de 

signes  pour  les  radicaux  ±  >J{ki —  \\){ki —  Xj)  que  celle  qui  ré- 
pond aux  coordonnées 

vTW) 

des  tangentes  du  point. 

Cette  détermination  fait  correspondre  à  chaque  point  de  la  sur- 
face de  Kummer  un  et  un  seul  couple  de  paramètres.  Dans  cette 
représentation  des  points  par  des  intégrales  hyperellîptiques,  on 
obtient  des  résultats  très  simples.  Les  16  points  nodaux  ont  pour 
paramètres  les  16  couples  de  périodes  entières  (mod.  2  périodes,  de 
sorte  que  0/0  se  présente  aussi  comme  paramètre).  Les  paramètres 
des  16  points  des  coniques  dans  les  16  plans  doubles  deviennent 

2  r  dv\L  C  dv\. 
Pour  les  courbes  tangentes  principales  singulières,  on  trouve 


X'*'/X'*'' 


c  esl-à-dire  que,  pour  chacune  de  ces  courbes,  s'évanouit   une 
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fonction^  impaire,  ou  ces  fonctions,  étant  égalées  à  zéro,  re- 
présentent ces  courbes.  Les  dix  fonctions  &  impaires,  égalées  à 
zéro,  donnent  les  dix  surf  aces  fondamentales  du  second  degré, 
c'est-à-dire  leurs  courbes  d'intersection  avec  la  surface  de 
Kummer, 

Il  est  aisé  de  voir  que  les  coordonnées  d'une  droite  quelconque 
se  représentent  sous  la  forme  de  produits  de  deux  ^  impairs,  dont 
les  arguments  sont  formés  des  intégrales  du  système  précédent. 
On  a 

ou  Ton  pose,  pour  abréger,  ' 

'     du -h  I      ^^^11      du' -k-  j      du\ 

Les  paramètres  des  quatre  points  d'intersection  d*une  telle  droite 
deviennent 

Wl-f-  Mî-Hi/jH-  «4,       Ml  H-  «i—  Mj —  «4, 
W,  —  £/,  -H  M,  4-  «4»       Wi  —  «J  —  Wj  4-  «4, 

ce  qu'on  peut  aisément  interpréter  relativement  aux  tangentes,  aux 
doubles  tangentes,  etc.  On  arrive  ainsi  à  ce  résultat,  que  les  seize 
points 

//|H-  EMj-f-  e'wj-f-  t"  u,,-^-  s"' «5  4-  es' s'' e*^  Me 

/  u\  -f-  £  m',  -f-  e''  u\  H-  6*^1/4  -f-  ee^e'^Ê'^  m,, 

ofV  e,  £',  e",  e'"=  ±:  i  forment  sur  la  surface  donnée  une  confi- 
guration de  Kummer.  Ces  seize  points  sont  situés  seize  fois  six  à 
six  dans  un  plan  sur  une  conique;  les  plans  touchent  la  sur- 
face de  Kummer  donnée,  et  les  coniques  passent  par  les  points 
de  contact  correspondants.  En  général,  seize  points  de  cette  es- 
pèce forment  les  points  nodaux  d'une  surface  de  Kummer,  tan- 
gente à  la  surface  donnée  le  long  d'une  courbe  du  huitième  ordre. 
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Si  Ton  applique  au  système  d'intégrales  ci-dessus  une  transfor- 
mation quadratique,  on  parvient  à  la  deuxième  méthode  de  repré- 
sentation de  la  surface  de  Kummer  au  moyen  des  fonctions  hyperel- 
liptiques  d'après  Borchardt.  Ce  passage  peut  s'effectuer  de  quinze 
manières  différentes,  correspondant  aux  quinze  classes  de  trans- 
formations quadratiques.  Il  y  a  toujours  ici  quatre  fonctions  sin- 
gulières, par  exemple  2^5,  â^Jj,,  Sr^^,  3r'^,  et  l'on  obtient  ce  théorème  : 
Les  quatre  fonctions  thêta,  ^i»  ^'©n  ^3  4»  ^'2  représentent  les 
coordonnées  ponctuelles  du  point  correspondant  de  la  surface 
de  Kummer,  rapporté  à  l'un  des  quinze  tétraèdres  fondamen- 
taux; la  relation  de  Gôpel  entre  ces  ^  est  l'équation  de  la 
surface. 

Les  fonctions &5,y^,,  ^3^,  ^^  égalées  à  zéro  donnent  les  courbes 
d'intersection  de  la  surface  avec  les  faces  du  tétraèdre  fondamen- 
tal; l'annulation  de  toute  autre  fonction  thêta  donne  une  courbe 
du  quatrième  ordre  passant  par  huit  points  nodaux,  le  long  de  la- 
quelle la  surface  est  touchée  par  une  surface  du  second  ordre. 

En  effectuant  de  nouveau  une  transformation  quadratique  sur 
les  fonctions  d^,  on  parvient  aux  nouvelles  fonctions  y,  que  Cayley 
a  rattachées  à  la  surface  de  Kummer.  Les  thêta  égalés  à  zéro  four- 
nissent ici  les  seize  coniques  dans  les  plans  doubles;  les  seize 
points  nodaux  obtiennent  par  là  les  demi-périodes  pour  para- 
mètres. 

A  ces  trois  méthodes,  pour  représenter  la  surface  de  Kummer 
au  moyen  de  fonctions  hyperelliptiques,  l'auteur  rattache  la  ques- 
tion des  courbes  le  long  desquelles  la  surface  est  touchée  par 
d'autres  surfaces.  La  surface  de  Kummer  est  enveloppée  par  trente 
faisceaux  de  surfaces  du  second  degré  ;  chaque  faisceau  passe  par 
kuit  points  nodaux.  Les  courbes  de  contact  sont  représentées  par 
des  équations  de  la  forme 

On  en  déduit  aisément  l'équation  des  surfaces  enveloppantes. 
Outre  ces  surfaces  du  second  degré,  il  existe  encore  un  nombre 
sextuplement  infini  de  surfaces  de  Kummer,  tangentes  à  la  surface 
donnée  suivant  des  courbes  du  huitième  ordre,  dont  l'équation  est 
noe  fonction  linéaire  des  six  thêta  impairs  Sr^^,  &„j,  3^.^,  ^3,  2r*,3, 
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Enfin  on  tronve  ensuite  l'équation 

5"-(î)^-(?)^-(-t)^-(-?)=«. 

OÙ  Ton  prend  pour  valeurs  successives  de  a  les  indices 

24>  3,  o4)  i3,  02,  1, 

les  signes*  des  termes  étant  alternativement  positifs  et  négatifs.  De 
cette  équation  on  peut  déduire  toutes  les  relations  qui  ont  lieu 
entre  les  carrés  de  thêta  et  les  produits  de  thêta,  au  moyen  d*un 
choix  convenable  de  P  et  de  P.  Rohn. 
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CATALOGUE  DES  ÉTOILES  GIRGUliPOLAIRES  AUSTRALES 
OBSERVÉES  DANS  L'ILE  DE  SUMATRA; 

Pa«  FRÉDÉRIC  HOUTMAN, 
ea  Tannée  1600. 

Traduit  du  hollandais  et  publié  par  M.  AjuiTms  Makri. 

Introduction. 

Les  astronomes  de  TEurope  n*ont  acquis  une  connaissance  vrai- 
ment satisfaisante  du  ciel  austral  que  par  TOuvrage  de  La  Caille, 
intitulé  :  Cœlum  australe  stelliferum,  seu  observaiiones  ad 
construendum  stellarum  australium  Catalogum  însiitutœ,  in 
A/rica  ad  Caput  Bonœ-SpeL  Cet  Ouvrage,  qui  donne  le  Cata- 
logue de  1942  étoiles  du  ciel  austral,  fut  publié  à  Paris  par  les  soins 
de  Dominique  Maraldi,  en  1763,  un  an  après  la  mort  de  l'au- 
teur (*). 


(*)  La  Caille,  né  en  1718,  mort  en  1762,  victime  de  ses  excès  de  travail,  fut  Pan 
des  plus  habiles  astronomes  qui  aient  illustré  la  France  ;  au  rapport  de  Lalande, 
il  fit  à  lui  seul  plus  d'observations  et  de  calculs  que  tous  les  astronomes  de  ton 
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Cent  soixante  ans  auparavant,  en  i6o3y  avaient  paru  à  Augs- 
bourg  et  à  Amsterdam  deux  Livres  dont  les*  destinées  furent  bien 
différentes.  Le  premier  de  ces  Li\Tes,  ouvrage  de  Jean  Bayer, 
ministre  de  l'Évangile  à  Augsbourg,  était  intitulé  Uranometria  ; 
il  contient  de  nombreuses  Cartes  astronomiques  dressées  d'après 
le  Catalogue  de  Ptolémée  et  les  observations  récentes  des  naviga- 
teurs portugais,  et  désigne  par  des  lettres  les  étoiles  des  diverses 
constellations.  Il  eut  un  très  grand  succès  (*).  Le  second  de  ces 
Livres,  publié  à  Amsterdam  par  Frédéric  de  Houtman,  à  son 
retour  de  Sumatra,  passa  inaperçu  et  ne  fut  guère  connu  que  des 
seuls  Hollandais  en  Europe.  Ce  petit  Volume,  destiné  spéciale- 
ment aux  navigateurs  et  voyageurs  dans  les  Indes  orientales, 
renferme  un  Recueil  de  mots  et  de  phrases  en  malais  et  en  mal- 
gache, et  à  la  suite  un  Catalogue  des  étoiles  australes  ;  il  est  devenu 
extrêmement  rare  et  pour  ainsi  dire  introuvable.  Mon  illustre  ami, 
M.  Yvon  Villarceau,  membre  de  l'Institut  et  du  Bureau  des  Lon- 
gitudes, consulté  par  moi  sur  l'utilité  qu'il  y  aurait  à  remettre  en 
lumière  ce  Catalogue  des  étoiles  circumpolaires  australes,  m'écrivit 
alors  le  billet  suivant  : 

Mon  cher  M.  Marbe, 

Les  observations  astronomiques  de  Houtman  van  Gouda,  que  je  ne  con- 
nais paSf  doivent  avoir  un  certain  intérêt  pour  l'Histoire  de  la  science,  car 


temps  réunis.  La  noblesse  de  son  caractère  était  à  la  hauteur  de  sa  science.  Domi- 
nique Maraldi  (1709-1788),  astronome,  membre  de  l'Académie  des  Sciences,  d'une 
famille  originaire  de  Nice,  était  alors  chargé  des  observations  météorologiques  à 
rObservatoire  de  Paris,  il  avait  été  adjoint  précédemment  à  son  cousin  Cassiiii  de 
Thiuy,  pour  la  description  trigonométrique  des  côtes  et  frontières  de  France.  On 
sait  que  le  chef  illustre  de  la  famille  des  Cassini  avait  été  appelé  en  France  en 
1669  P*r  Colbert,  et  s'y  était  fait  naturaliser. 

(')  Delambre,  dans  son  «  Histoire  de  l'Astronomie  moderne  »,  attribue  à  Jean 
Bayer  le  mérite  d'avoir  été  le  premier  à  désigner  par  des  lettres  les  étoiles  des  di- 
verses constellations.  Or,  dés  iS^o,  Alessandro  Piccolomini  avait  publié  à  Venise 
on  catalogue  des  étoiles  fixes,  où  chacune  d'elles  est  désignée  par  une  lettre  de 
l'alphabet.  Ce  catalogue,  ordinairement,  se  trouve  joint  à  la  S/era  del  mondo,  im- 
primée dans  la  même  année,  i54o.  Mais  l'innovation  si  simple  et  si  utile  d'AIes- 
•^ndro  Piccolomini  ne  paraît  pas  avoir  été  mise  à  profit  par  les  astronomes  et  les 
navigateurs  de  cette  époque,  car  Frédéric  de  Houtman  ne  s'en  servit  pas  en  1608, 
^t,  chose  plus  étonnante,  Hevelius  ne  l'employa  pas  en  1687,  dans  son  Firmament 
de  Sobieski. 

Bull,  des  Sciences  mat/tém.,  2*  Série,  l.  V..(AoiU  1881.)  7.3 
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nous  n'avons  aujourd'hui  d'anciennes  et  bonnes  observations  du  ciel  aus- 
tral que  celles  exécutées  i5o  ans  plus  tard  par  La  Caille. 

Je  suppose  que  votre  auteur  donne  quelques  indications  sur  les  instru- 
ments employés.  Quant  au  degré  de  précision  des  observations,  on  en  juge- 
rait aisément  par  la  comparaison  du  Catalogue  hollandais  avec  celui  des 
étoiles  de  La  Caille.  Je  crois  qu'il  serait  bon  de  mettre  au  jour  votre  trou- 
vaille, au  risque  de  vous  exposer  à  entendre  dire  que  la  chose  était  déjà 
connue. 

Frédéric  de  Houtman  n'a  fourni  malheureusement  aucune  in- 
dication sur  les  instruments  dont  il  fit  usage;  il  s'est  borné  à  faire 
connaître  les  résultats  de  ses  observations  astronomiques.  Si  la 
comparaison  de  ces  résultats  avec  ceux  de  La  Caille  amène  à  dé- 
couvrir quelques  erreurs,  on  devra  se  rappeler  que  le  Catalogue 
de  Tycho  Brahe,  qui  ne  contient  que  187  étoiles  de  Phémisphère 
austral,  est  loin  d'être  parfaitement  exact,  puisque  Flamsteed  y 
a  signalé  des  erreurs  pouvant  s'élever  jusqu'à  3'  et  même  4'» 

On  n'oubliera  pas  non  plus  qu'Hevelius,  en  parlant  de  ses  plus 
illustres  devanciers,  n'a  pas  craint  d'aHirmer  qu'il  restait  après 
eux  beaucoup  d'erreurs  graves  à  corriger  et  beaucoup  d'additions 
à  faire.  Enfin  l'on  voudra  bien  considérer  que,  dans  l'île  de  Suma- 
tra, Frédéric  de  Houtman  n'eut  point  à  sa  disposition  d'observa- 
toire bien  installé,  ni  même  probablement  d'instruments  de  grande 
précision.  Quelques  mots  sur  l'histoire  de  l'obsen^ateur  et  celle  de 
son  frère  prédisposeront,  je  l'espère,  à  l'indulgence. 

Le  deuxième  jour  d'avril  iSgS,  Cornelis  de  Houtman,  le  véri- 
table fondateur  du  commerce  et  de  la  puissance  des  Néerlandais 
dans  les  Indes  orientales,  partit  du  Texel  pour  son  premier  voyage 
aux  îles  de  la  Sonde.  De  septembre  iSgS  à  février  1696,  il  s'arrêta 
en  divers  points  de  la  côte  de  Madagascar,  puis  arriva  à  Bantam, 
dans  l'île  de  Java.  Prisonnier  du  sultan  de  Bantam  pendant  les 
mois  de  septembre  et  d'octobre  iSgô,  il  fut  délivré  moyennant 
rançon  et  retourna  dans  sa  patrie.  Il  n'y  fit  pas  un  long  séjour,  car, 
dès  le  i5  mars  de  l'année  iSpS,  il  partait  de  nouveau.  Après  avoir 
visité  les  Comores,  les  Maldives,  la  Cochinchine,  il  mouilla  le 
2 1  juin  1 5gg  en  rade  d'Atchin  (  *  ).  Dans  ce  second  et  dernier  voyage, 
aussi  bien  que  dans  le  premier,  Cornelis  de  Houtman  était  ac- 


(')  Ou  plus  exactement  Atchéh,  suivant  IVu'lhograplie  malaise. 
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compagne  de  son  frère  Frédéric^  l'auteur  du  Catalogue  des  étoiles 
circumpolaires  australes. 

Arrêtés  l'un  et  l'autre  par  les  ordres  du  sultan  qui  régnait  alors 
sur  le  pays  d'Atchéh,  Padouka  Sri  Sultan  Alâ  ed-dyn,  ils 
furent  renfermés  dans  le  fort  de  Pédir,  sur  la  côte  nord  de  Su- 
matra. Mais  ils  parvinrent  à  s'échapper,  et,  le  3i  décembre  de  Tan 
1600,  ils  trouvaient  un  refuge  à  bord  du  vaisseau  commandé  par 
leur  compatriote  Paul  van  Caerden,  dans  la  rade  même  d'Atchéh. 

Le  i*' janvier  1601,  l'audacieux  Cornelis  Houtman  ne  craignit 
pas  de  se  présenter  devant  le  sultan;  le  lendemain,  il  était  saisi 
de  nouveau  et  reconduit  au  fort  de  Pédir.  De  là,  il  fut  transféré 
dans  l'intérieur  de  l'île,  et  il  y  mourut,  sans  qu'on  pût  jamais  con- 
naître ni  le  lieu  précis,  ni  le  genre,  ni  la  date  de  sa  mort. 

Frédéric  Houtman,  qui  était  arrivé  gravement  malade  en  rade 
d'Atchéh,  avait  été  contraint  de  rester  à  bord  du  vaisseau  de  Paul 
van  Caerdcn,  et  n'avait  pu  accompagner  son  frère  Cornelis  au  pa- 
lais de  Padouka  Sri  Sultan  Alâ  ed-dyn.  C'est  à  cette  circon- 
stance qu'il  dut  la  vie  et  la  liberté.  Dès  son  retour  en  Hollande,  il 
publia  le  petit  Livre,  intéresf^ant  pour  les  orientalistes  et  les  astro- 
nomes, dont  voici  le  titre  reproduit  ci-dessous  : 

Spraeckende  Woord-boeck,  Inde  Maleysche  ende  Madagaskarsche 
Talen  met  vêle  Arabische  ende  Turksche  woorden,  Inhoudende  twaelf 
Uamensprekinghen  inde  Maleysche  ende  drie  inde  Madagaskarsche 
Spraken  met  alderhande  woorden  ende  Nam.en  ghestelt  naer  ordre  van 
denABC  ailes  int  Nederduytsch  verduytst.  Noch  zijn  hier  byghevoecht 
de  Declinatien  van  vêle  vaste  Sterren  staende  ontrent  den  Zuyd-Pool  : 
voor  desen  tijdt  niet  ghesien.  Sonderling  nui  voor  de  ghene  die  de 
Landen  van  Oost-Indien  besoecken  :  ende  niet  min  vermakelick  voor  aile 
curieuse  Lief-hebbers  van  vreemdicheydt.  Ailes  ghesteldt,  gheobser- 
veertf  ende  beschreven  door  Frederick  de  Houtman  van  Gouda,  'PAm- 
itdredam,  By  Jan  Evcrtsz  Cloppenburch  Boeckvercooper  op^t  Water 
in  den  grooten  Bybel.  M,  VJC.  ende  JJJ.  Met  Privelegie  van  atch  Jaren, 

C'est-à-dire  en  français,  à  la  lettre  : 

Vocabulaire  parlant  en  langues  malaise  et  malgache,  avec  quantité 
de  mots  arabes  et  turcs  :  contenant  douze  dialogues  en  malais  et  trois 
^n  malgache,  avec  toute  sorte  de  mots  et  de  noms,  rangés  par  ordre 
alphabétique;  le  tout  traduit  en  néerlandais,  Von  trouvera  encore  ci- 
jointes  les  déclinaisons  de  beaucoup  d^ étoiles  fixes  qui  sont  situées  aux 
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environs  du  pôle  sud,  et  qui  jusqu'à  présent  n*  ont  point  été  vues.  Très 
utile  pour  ceux  qui  voyagent  aux  Indes  orientales  et  non  moins  ré- 
créatif pour  les  amateurs,  curieux  des  choses  étranges.  Le  tout  arrangé, 
observé  et  écrit  par  Frédéric  de  Houtman  de  Gouda,  à  Amsterdam, 
chez  Jean  E verts z  Cloppenburg,  marchand-libraire,  sur  Veau,  à  l'en- 
seigne de  la  Grande  Bible.  M.DC.III.  Avec  privilège  pour  huit  ans. 

Au  verso  du  feuillet  contenant  ce  titre,  l'éditeur  a  donné  l'ex- 
trait du  privilège.  Vient  ensuite  une  épître  dédicatoire  de  l'auteur 
à  Maurice,  prince  d'Orange,  comte  de  Nassau,  stathouder,  capi- 
taine général  et  amiral,  etc.,  et  aux  membres  du  Conseil  d'ami- 
rauté et.  de  la  Compagnie  générale  de  navigation  des  Indes  orien- 
tales. 

Cette  épître  dédicatoire  se  termine  par  ces  lignes,  dont  nous  re- 
produisons fidèlement  le  texte  : 

Ten  laetsten  hier  noch  achter  byghevoechl,  de  Declinatie  van  sommighe 
vaste  Sterren,  by  my  op  de  eersle  voyagie,  entrent  den  Zuyd-pool  gheobser- 
veert  :  Ende  op  de  tweede,  opt  Land  van  Sumatra,  met  meerdeer  neer- 
sticheyt  verbelert,  ende  in  ghetale  vermeerdert,  ghelijck  de  selve  (meer 
aïs  3oo)  te  sien  zijn  op  de  Hemeische  Glol^en,  die  (naer  de  Observatien  van 
denwijt-beroemden  Ticho  Brahe)  uytgegeven  zijn  van  Willem  Jansen  van 
Alckmaer;  woonende  tôt  Amsterdam.  Welcke  Sterren  dienende  voor  aile 
zeevarende  lieden,  die  by  Zuyden  de  Lynie  Equinoctial  haer  Navigatie  doen  : 
ende  tôt  een  Speculatie  aller  Lief-hebbers  der  Astronomie  oft  Matematische 
const. 

Nous  les  traduisons  ainsi  : 

Et  enfin  on  y  trouve  encore  à  la  suite  la  déclinaison  de  quelques  étoiles 
fixes  que,  lors  de  mon  premier  voyage,  j'avais  observées  dans  la  région  du 
pôle  Sud,  et  qu'à  mon  second  voyage  sur  la  terre  de  Sumatra  j'ai  revues  et 
corrigées  avec  plus  de  soin  et  portées  au  nombre  de  plus  de  3oo,  ainsi  qu'on 
peut  le  voir  sur  le  globe  céleste,  publié  par  Willem  Jansen  d'Alkmaar,  ha- 
bitant d'Amsterdam,  et  dressées  suivant  les  observations  du  fameux  Tycho 
Brahe.  Ces  étoiles  serviront  à  tous  les  gens  de  mer  qui  navigueront  au  sud 
de  la  ligne  équinoxiale,  et  seront  un  objet  d'étude  et  d'observation  pour 
tous  les  amis  de  l'Astronomie  ou  de  la  Science  mathématique. 

Frédéric  de  Houtman  a  donné  dans  son  Catalogue  des  étoiles 
circumpolaires  australes  la  situation  de  3o4  étoiles  distribuées 
dans  les  21  constellations  dont  les  noms  suivent  : 

Le  Phénix,  la  Couronne  australe,  l'Extrémité  méridionale  du 
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Nil,  le  Serpent  aquatique,  la  Dorade,  la  Colombe  avec  le  rameau 
d'olivier,  le  Navire  Argo,  le  Centaure,  la  Croix,  la  Mouche,  le 
Poisson  volant,  le  Caméléon,  le  Loup,  le  Triangle  austral,  l'Oiseau 
de  paradis,  l'Autel,  la  Queue  du  Scorpion,  le  Paon,  l'Indien,  le 
Héron,  la  Pie  indienne  ou  Lang, 


CATALOGUE  DES  ÉTOILES  CIRCUMPOLAIRES  AUSTRALES. 

Cy-après  s'ensuivent  les  étoiles  fixes  observées  par  Frédéric  de  Houtman  dans 
rtle  de  Sumatra,  revues  et  corrigées  à  l'aide  d'instruments  convenables  et  aug- 
mentées en  nombre,  à  Tusage  et  pour  Futilité  de  ceux  qui  font  la  navigation  au 
sud  de  la  ligne  équinoxiale,  comme  aussi  pour  T instruction  de  tous  les  amateurs 
et  de  ceux  qui  pourraient  en  avoir  besoin. 

Ces  étoiles  sont  rangées  d'après  leur  ascension  droite,  leur  déclinaison  et  leur 
ordre  de  grandeur. 

I.  —  Z^  Phénix  (i3  étoiles). 

ÀBcension.        Déclinaison.  Grandeur. 

t.  L'étoile  la  plus  au  nord,  dans  la  ^ 

flamme 347.20  40. âo  5 

2.  Celle  du  milieu,  dans  la  flamme. .  348.35  44*  i5  5 

3.  La  plus  au  sud  dans  la  flamme. .  349.4^  43*4^  4 

4.  Une  étoile  dans  l'aile  droite  du 

Phénix 357.10  47-45  4 

5.  Une  située  dans  le  cou  du  Phénix.  i .  o  44-5  2 

6.  Une  autre  aussi  dans  le  cou i  .3o  45*34  4 

7.  Une  dans  le  corps 2.40  5o.  1 5  4 

8.  Une  dans  la  poitrine 4  •  3o  47  •  3o  4 

9.  Une  sous  la  patte  droite,  dans  le 

bois 7.20  59 .  3o  4 

10.  Une  sous  l'aile  gauche,  dans  la 

flamme 11.20  49 -^^^  3 

11.  Une  sous  lapatle  gauche,  dans  le 

bois i3  57.  o  4 

\t.  Une  au  bout  de  l'aile  gaucho 18  44-45  S 

13.  Une  sous  la  môme  aile,  dans  le  feu.       19.30  5 1.26  3 

■  IL  —  La  Couronne  australe  (16  étoiles). 

Ascension.        Déclinaison.  Grandeur. 

1   L'étoile  la  plus  à  Touest,  dans  la 

Couronne ^69 .18  4  '  •  45  î 
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Ascension.        Déclinaison.  Grandeur. 

2.  Là  deuxième,  en  suivant  dans  la         „  . 

Couronne 270  4^.  i5  5 

3.  La  troisième,  en  suivant  dans  la 

Couronne 270.10  39.18  5 

4.  La  quatrième,  en  suivant  dans  la 

Couronne 27 1 .  26  43 . 1 6  5 

5.  La  cinquième,  en  suivant  dans  la 

Couronne... 273.28  44-^0  5 

6.  La  sixième,  en  suivant  dans  la  Cou- 

ronne      275.36  45.20  5 

7.  La  septième,  en  suivant  dans  la 

Couronne 276. 3o  43. 3o  6 

8.  La  huitième,  en  suivant  dans  la 

Couronne 277. 35  43  5 

9.  La  neuvième,  en  suivant  dans  la 

Couronne 278.40  i^.  2  4 

iO.  La  dixième,  en  suivant  dans  la 

Couronne 279.45  40. 35  4 

11.  La  onzième,  en  suivant  dans  la 

Couronne 280 .  3o  38 .  5o  4 

12.  La  douzième,  en  suivant  dans  la 

Couronne 280  37. 3o  5 

13.  La  treizième,  en  suivant  dans  la 

Couronne îi77«37  37.40  5 

14.  La  quatorzième,  en  suivant  dans  la 

Couronne 274  38. 20  5 

15.  La  quinzième,  en  suivant  dans  la 

Couronne 274 .25  40  5 

16.  La  dernière,  dans  la  Couronne. . .     274.50  41  5 


III.  —  VExtrémité  sud  du  Nil,  avec  corrections  et  additions  { 7  étoiles). 

Ascension.  Déclinaison.  Grandeur. 

o      ,  o     ,                    o 

1 .  Acharnar,  l'extrémité  du  Nil 20 .  5o  59 .  20             1 

•    2.  La  première,  en  suivant 25.20  54. 3o             4 

3.  La  deuxième,  en  suivant 3i  .25  53.45             4 

4.  La  troisième,  en  suivant 33. 5o  49*3o             4 

5.  La  quatrième,  en  suivant 35. 40  44-24             4 

6.  La  cinquième,  en  suivant 37.24  4i  -28             4 

7.  La  sixième,  en  suivant,  dans  le  Nil.      41  «^^^  4 1 .5o             3 
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rV.  —  Le  Serpent  at/uaiique  (i6  étoiles). 

Ascension.  Déclinaison.  Grainiuiir. 

o     y  o     ,  e 

1.  La  tète  du  serpent  aquatique ^6  63. 3o  'ji 

2.  Une,  dans  le  cou 38. 23  65 .  o  5 

3.  La  seconde,  en  suivant 4i  -38  68. a5  î 

4.  La  troisième,  en  suivant 39.60  69. 18  5 

5.  La  quatrième,  en  suivant 34.46  70  5 

6.  La  cinquième,  en  suivant,  se  trouve 

au-dessus  du  petit  nuage 16. 5o  71  «4^  6 

7.  La  sixième,  en  suivant 10.27  72.  i5  5 

8.  La  septième,  en  suivant 4  •  3o  76.10  5 

9.  Une  au-dessus  de  la  précédente . .     366.42  74-6  6 

10.  Le  petit  nuage 14 .  26  76 

11.  La  neuvième,  en  suivant 4  •  3o  80. 12  4 

12.  La  dixième,  en  suivant 369  79. 3o  6 

13.  La  onzième,  dans  la  queue 332. 46  83 .40  4 

14.  Le  bout  de  la  queue 3i2.34  78.46  4 

15.  Une  devant  la  poitrine  du  Serpent 

aquatique 66  66.46  \ 

16.  Encore  une  au-dessous  de  cette 

dernière 62. 3o  74  4 

W.  —  La  Dorade  (4  étoiles). 

Ascension.  Déclioaison.  Grandeur, 

o      ,  0     f  e 

1.  L'étoile,  à  l'extrémité  de  la  queue.      62  63. 20  3 

2.  Une  sous  la  nageoire,  près  de  la 

queue 67 .  60  56 .  26  3 

3.  Une  au-dessus  du  corps 86 .  20  61 .  54  3 

4.  Une    au-dessous,    près    de    la 

bouche 87.33  66.12  3 


VI.  —  La  Colombe  avec  le  Rameau  d olivier  (11  étoiles). 

Ascension.  Déclinaison.  Grandeur. 

o      ,  o     #  o 

^' L'aile  gauche 79.40  36. 18  5 

2.  L'étoile  la  plus  brillante,  dans  le 

corps 82.  o  34.26  2 

3.  Une  sous  l'aile  gauche 82. 40  3 1 . 54  5 

^'  L'épaule  droite 84 .  o  36 .  10  f. 

3- L'aile  droite 84-4^  3i.i>  5 
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Ascension.  Déclinaisun.  Grandeur, 

o     ,  o     ,  e 

6.  Une  dans  le  COU 86.  i5  36.  o  5 

7.  Une  dans  le  bec 90 .  4o  37 .  5o  5 

8.  L'exirémité  sud  du  Rameau  d*oIi- 

vier 86.  5  42.3o  5 

9.  Une  au-dessus  de  la  tôte,  dans  le 

Rameau  d'olivier 91 40  35.  o  5 

10.  La  seconde  au-dessus 92. 5o  33 .20  5 

il.  La  plus  au  nord,  dans  le  Rameau 

d'olivier 93.42  32.  i5  5 

VII.  —  Le  Navire  Argo,  le  Faisseau  (56  étoiles). 

Ascension.  Déclinaison.  Grandeur. 

o     ,  o     f  o 

1.  La  sonde 84.32  51.42  5 

â.  Une  dans  l'eau,  à  l'arrière  du  gou- 
vernail   87.20  56. 10  3 

3.  Une  au-dessous  du  gouvernail. . .  91 .  10  54. 12  4 

4.  Canopus,  la  plus  briilanle,  dans  le 

gouvernail 93 .  40  52 . 1 5  i 

5.  Une  dans  la  main  du  pilote 95.45  42.14  4 

6.  Une  à  l'arrière,  sous  la  galerie  .  99.25  49-55  4 

7.  Une  dans  l'arcasse  du  navire 99. 3o  52.35  3 

8.  Une  à  l'arrière,  sous  le  navire. . .  100.  i5  61  4 

9.  Une  dans  le  mât  d'artimon 110.12  42.20  5 

10.  Une  au-dessus  de  celle-ci,  dans 

les  haubans  d'artimon 1 1 1 .  Jo  37 .  o  6 

H.  Une  dans  le  porte-haubans  d'ar- 
timon   II3.J5  34.30  4 

12.  Une  au-dessus  de  la  hune  du  mât 

d'artimon ii5.3o  3o.25  5 

13.  Une  à  lafortuning,  dans  les  grands 

haubans 11 5. 40  52.20  3 

14.  Une  au  bout  de  la  grande  vergue.  ii6.3o  32.  o  3 
lo.  Une  à  la  ralingue  de  la  grande 

voile 117.10  38.1 5  5 

16.  Une  autre  près  de  celle-ci 117.20  39.40  5 

1 7.  Une  dans  les  grands  haubans 1 19 .  3o  46 .  25  3 

18.  Une  sur  le  devant  des  haubans. . .  1 2  'j .  5o  5i .  40  4 

19.  Une  dans  le  grand  mât 125.40  42.12  5 

20.  Une  petite  au-dessous  de  celle-ci.  125.45  47.  o  6 

21.  Encore  une  petite  à  côté  de  celle-ci.  126.35  45. 3o  5 

22.  Une  dans  la  grande  voile 129.  o  45.  o  "» 

23.  Encore  une  au-dessus  de  celle-ti. .  1 29 .  '^^^  \  1 .  2r»  '» 
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AsccDiion.      Déclinaison.  GraDdenr. 


U.  Encore  une  en  avant  de  celle>ci..  i3i.i3  .{5 

55.  Une  au-deaaas,  dans  la  voile i35.i8  4a.  m 

!6.  Une  à  la  grande  hune 138.30  34.  5 

i7.  Une  A  la  flèche  du  grand  mal....  1-29.15  3i.34 

K.  Une  au  grand  mflt  de  hune i3i.  o  36 

t).  Une  sur  le  navire,  en  avant  du 

grand  mSt 133.10  58.30 

30.  Une  au-ilcssou^  lie  ta  grande  voile, 

en  avant  du  mât 137  33.45 

31.  Unedans  les  lisses,  au-dessous  de 

la  grande  voile i36.3u  57.30 

32.  Encore  une  près  de  ta  précédente.  134. 3ti  57.38 

33.  Due  à  la  ralingue  de  la  voile 137  53.45 

34.  Une  sous  le  ventre  delà  voile. . .  i3g.35  55.3 1 

35.  Une  au-dessous  de  celle-ci,   au 

pillard  d'avant i3(i.5o  57.46 

M.  Encore  une  au-defsous  de  celle- 
ci.  près  des  baubans     140. 3o  Sg.io 

37.  Encore  une  sous  Icsliaubuns 143  60. 35 

38.  Une  aii-dossousdu  navire i38  67.30 

39.  Une  sur  la  préceinte,  au-dessous 

de  l'ancre 1 43 .  j5  63 

40.  Une  en  avant,  sous  la  quille  du 

navire i5o.46  68.  3 

41.  Une  oLi-rlcssoiis  (io  celle-ci i53.3o  71. 5o 

43.  Une  dans  l'étrave  du  navire i55.4o  63. -.10 

43.  Une  dans  l'ancre i49-3o  5ij.3o 

«.  Une:iii-ilcssii>i,dMiisl('jasd'ancre.  i5i.53  56. 5o 

43.  Encore  une  ilmis  Icjas  d'ancre. . .  lâs.S;  5<j.46 

46.  Une  au-dessus, dans  la  misaine..  i5i  41.33 

47.  Une  en  haut,  dans  le  mât  de  mi- 

saine   i49-5«  4 I .36 

48.  Une  au-dessous  de  celle-ci,  dans 

les  haubans iiS.3j  43.34 

49.  Encore  une  au-dessous  de  celle- 

ci 11!)  !4 

50.  Une  au  milieu  de  la  misaine i53.iu  45.30 

51.  Une  autre  près  jIo  celle-ci  i53. 12  45. 36 

52.  Encore  unu  prps  de  celic-c-i i5S.36  45. 5o 

53.  Une  au  briis  (le  misaine     i57.3o  46.16 

34.  Une  au-dessous  de  celle-ci iSs.jo  48 

.13.  Une  an-dessous,  dans  la  misaine.  i55.46  53. 3o 

56.  Une  sous  le  beaupré rSg.So  56.5i> 
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VIII.  —  Le  Centaure  (48  étoiles). 

Ascension.        Déclinaison.  Grandeur. 

1.  Une  en  bas,  dans  la  queue  du  Gen-      ^  ^  ^ 

taure i63.i5  57.10  5 

2.  La  plus  brillante,  dans  la  queue  .  166. 55  52.26  4 

3.  Encore  une  tout  à  côté  de  celle-ci.  170.  o  52. 1 5  5 

4.  Une  près  du  pied  de  derrière  du 

Centaure 170.25  61  4 

5.  Une  au-dessous,  près  du  pied  .. .  172.80  64  4 

6.  Encore  une  près  de  celle-ci 173.  o  64.80  6 

7.  Encore  une  en  suivant 172.35  61.45  5 

8.  Encore  une  en  suivant 174  63  5 

9.  Encore  une  dans  le  pied  de  der- 

rière   176.40  61  5 

iO.  Une  sous  celle-ci 177 .  35  62  5 

11.  Une  au  pied  du  Centaure i79-84  61. 35  5 

12.  Une  au-dessus,  dans  la  jambe  du 

Centaure 178.15  48.18  3 

13.  Une  au-dessous  de  celle-ci 179    '  ^o  ^ 

14.  Une  dans  le  ventre  du  Centaure..  182.24  47*36  5 

15.  Une  petite  à  côté  de  celle-ci 182  lfi,Zo  6 

16.  Une  dans  le  corps  du  Centaure.. .  186. 12  46. 4B  3 

17.  Une  au-dessus  de  celle-ci,  dans  le 

corps i85  46.25  5 

18.  Encore  une  dans  le  corps 188. 5o  46.  i5  5 

19.  Encore  une  au-dessous,  dans  le 

corps 190  49' 10  5 

20.  Une  au-dessus  delà  précédente. .  190.80  4^  ^ 

21.  Encore  une  au-dessus 190.45  46.12  5 

22.  La  plus  haute  dans  le  corps 191 .  10  45  5 

23.  Une  au-dessous  de  celle-ci  dans  le 

corps 192.43  46.20  5 

21.  L'épaule  gauche i94-4o  34.  o  3 

23.  Une  sous  celle-ci 196 . 55     '        87 . 20  4 

26.  Une  dans  la  tète  du  Centaure 200.80  80.40  5 

27.  La  plus  au  Nord,  dans  la  tête 202  29.85  *  5 

28.  Une  autre  sous  celle-ci 201 .28  80.82  5 

29.  Encore  une  autre  au-dessous  de 

.    celle-ci 201.20  82.10  5 

30.  Une  dans  le  haut  de  la  jambe 

droite 199.50  5i.i5  3 

31.  Une  sur  le  dos  du  Centaure 200.20  41  •  8  4 

32.  Une  au-dessus  de  celle-ci,  sur  le 

dos 200.35  89.58  4 


MÉLANGES. 

Ascension, 
o      ' 

33.  Encore  une  à  côté  de  celle-ci 2o3 .  8 

34.  Encore  une,  en  suivant 2o5 .  i6 

35.  Une  dans  le  ventre 202. 1 8 

36.  Une  dans  le  haut  du  flanc  droit. .  2o3 .  i5 

37.  Encore  une  près  de  celle-ci 204 .  10 

38.  Une  dans  la  jambe  gauche  du  Cen* 

taure 204 .  20 

39.  Une  dans  le  pied  droit  du  Cen- 

taure   213.48 

40.  Une  au-dessous  de  celle-ci,  à  côté 

du  pied 210. 5o 

4i.  L*épaule  droite 206.  i5 

42.  Une  dans  la  banderole  de  la  lance.  208.40 

43.  Une  au-dessous  de  celle-ci,  dans  la 

lance 209 .  10 

44.  Une  au-dessus,  dans  la  banderole .  2 1 4 .  3o 

45.  Encore  une  sous  celle-ci 2i5.35 

46.  Une  dans  le  bras  droit 2i3 .5o 

47.  Une  en  avant  dans  le  même  bras.  217.40 

48.  Une  au-dessous  de  celle-ci  dans  le 

bras 217,45 
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Déclinaison.  Grandeur. 


40. 3o 
39.40 
45.20 
43 

44 
58.  8 

58.48 


4 

4 
3 

4 


62.30 

3 

35 

3 

36.  0 

4 

37.35 

4 

33.20 

4 

35. 3o 

4 

41.20 

/ 

4 

41.18 

1 

40. 38 

4 

IX.  —  Z/i  Croix  (5  étoiles). 

Ascension. 

i.  Le  bras  occidental  de  la  Croix. .  179.35 

2.  Une  sous  celle-ci 180.20 

3.  Le  bas  ou  le  pied  de  la  Croix 182.25 

4.  Le  sommet  de  la  Croix i83 

5.  Le  bras  oriental  de  la  Croix 186 


Déclinaison.  Grandeur. 


56.26 

3 

58.25 

5 

60.40 

2 

54.48 

3 

57.  8 

3 

X.  —  X<i  Mouche  (4  étoiles). 

Ascension.        Déclinaison.  Grandeur. 

o      ,  -  - 

1.  Une  en  bas,  dans  le  corps 1 82 .  55 

2.  Une  en  haut,  dans  l'aile  gauche. .  184. 10 

3.  La  tête 186.  8 

4.  L'aile  droite 189.25 

XI.  —  Le  Poisson  volant  (5  étoiles). 


6g.  5o 
66. 3o 

4 

4 

65 .  '20 

4 

69. 10 

4 

Ascension. 

i-  Une  dans  la  queue  du  Poisson  vo- 
lant       111 .  16 


Déclinaison.  Grandeur 


67 .  3o 
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Ascension, 
o     ' 

2.  Encoreuneau-dessous  de  celle-ci.  111.18 

3.  L'aile  droite 119 

4.  L*aile  gauche 122 .  46 

5.  Une  dans  le  cou 127 .  10 


Déclinaison.  Grandeur. 


o     ' 
68.32 

71  .i5 

67.33 

70 


4 
4 
4 


iK 


XII.  —  2>  Ca/it^/^o/i  (9  étoiles). 


i .  Le  bout  de  la  queue 

2.  Une  au-dessus  de  celle-ci,  la  se- 

conde dans  la  queue 

3.  La  troisième  dans  la  queue 

4.  La  quatrième  dans  la  queue 

5.  La  cinquième  dans  la  queue 

6.  La  plus  au  nord  dans  le  dos 

7.  Une  au-dessous  de  celle-ci,  dans  le 

corps 

8.  Le  devant  de  Tépaule 

9.  Une  au-dessous  de  celle-ci,   en 

avant  dans  le  corps 179  •  4o 


Ascension. 

Déclinaison.  G 

rrand 

0     / 
i3o.3o 

0    , 
74.30 

c 

5 

128.26 
140 

i48 

i5o.34 
i58 

73.40 
76.20 

77 
77.15 

75.30 

5 
5 
5 
5 
5 

161. 3o 
176 

77.25 
74. 5o 

5 
5 

76.20 


Xin.  —  Le  Loup  (29  étoiles). 


1 .  Une  dans  la  queue 

2.  Une  autre  au-dessus  de  celle-ci. . 

3.  Encore  une  à  côté  de  celle-ci 

4.  Une  dans  le  bout  de  la  queue . . . 

5.  Encore  une  près  de  celle-ci 

6.  Une  dans  la  patte  droite 

7.  Une  autre  sous  celle-ci 

8.  Encore  une  sous  la  précédente. . . 

9.  Une  dans  la  fesse  gauche 

10.  Une  autre  à  côté  de  celle-ci 

il.  Une  en  haut  de  la  cuisse  gaucho. 

12.  Une  par  derrière,  sur  la  hanche. . 

13.  Encore  une  à  côté  de  celle-ci 

14.  Une  sous  celle-ci 

13.  Encore    une    petite    à   côté    de 

celle-ci 

16.  Une  dans  le  ventre 

17.  Une  sous  celle-ci  dans  le  ventre. . 


Lsconsion. 

Déclinaison. 

Grand 

0     / 
208 . 3o 

0     , 
44.  a  > 

e 

5 

208.35 

43.26 

209.40 

44.10 

m 

:> 

210.34 

43 

6 

21 1 

43. 1 5 

6 

213.35 

46 

4 

212.45 

47.30 

5 

211 .  II 

48.32 

5 

2i5.3o 

5o.52 

5 

218.33 

5o .  4  5 

5 

221 .45 

5o:  12 

4 

22 1 . 4i 

56.45 

5 

223.32 

57.15 

5 

221.28 

59.10 

5 

222 

58. So 

6 

219.25 

45 

i 

221 

46 .  5<» 

« 

MÉLANGES. 

Ascension. 

18.  Une  au-dessus  de  celle-ci,  dans  le         ^    , 

ventre 221 .  3o 

19.  Encore  une  dans  le  ventre 222.55 

20.  Encore  une  à  côté  de  celle-ci 228 .  5 

21.  Une  par  devant,  sur  la  hanche 

gauche 228.80 

22.  Le  cœur  du  Loup 224 .20 

23.  Encore  une  dans  le  corps 227 

2i.  Une  dans  le  devant  de  l'épaule . . .  227 .  3o 

25.  Une  sous  celle-ci 227 .  56 

26.  Encore  une  sous  celie-ci 228. 1 5 

27.  Encore  une  près  de  celle-ci 227 .  25 

28.  Une  dans  le  cou 233. 12 

29.  Encore  une  près  de  celle-ci 235 
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44 

46. 3o 

47 

89.55 
43.40 
48.45 
40.16 
4i  .25 
43.80 
43.25 
87.20 
35. 3o 


4 

4 
6 


4 
5 

5 


4 
6 


XIV.  —  Le  Triangle  nustml  (^^  étoiles). 

Ascension.        Déclinaison.  Grandeur 

o       ,  o      ,  r 

1.  L'angle  méridional 219.20  66.48  3 

2.  Une  au-dessus  de  celle-ci 222 .  5o  64 .  82  5 

3.  L'angle  septentrional 226 .18  62 .  10  3 

4.  La  pointe  du  Triangle 288.45  68  2 

XV.  —  V Oiseau  île  Paradis  (9  étoiles). 


1.  Une  dans  la  patte,  près   de  la 

queue 

2.  Une  dans  la  queue 

3.  Encore  une  près  de  celle-ci 

4.  Encore  une  au-dessus  de  celle-ci. . 

5.  Une  à  Textrémité  du  corps 

6.  Une  sous  celle-ci 

7-  Encore  une  près  de  celle-ci 

8.  Une  dans  le  cou 

9*  Une  dans  le  bec 


Ascension. 

Déclinaison. 

Gran< 

0     / 
206. 5o 

0    / 
80.35 

e 

4 

207. lO 

77 -40 

4 

209.   8 

76.45 

6 

212.45 

76 .  26 

4 

228.40 

76.10 

5 

229.80 

77 

5 

234 

76.20 

5 

261 .3o 

75.25 

5 

271 

72.12 

5 

XVL  —  ZUw/^/ (12  étoiles). 


Ascension.        Déclinaison.  Grandeur. 


1.  Le  pied  occidental  de  F  Autel 24 1 .  10 

2.  Le  point  le  plus  à  l'ouest  du  bord 

supérieur 244 


57.80 
54.40 


4 


4 


I 
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Ascension.  Déclii 

3.  La  plus  occidentale  dans  la  flamme.  245.46  Sa 

4.  La   plus  orientale  en   bas,   dans 

FAutel 248.32  6o.3o 

5.  La  plus  orientale  en  haut,  dans 

FAutel ^49.42  56.32 

6.  La  plus  orientale  en  bas,  dans  la 

flamme 25o  55 

7.  Unelè,  ensuivant,  dans  la  flamme.  255  49-38 

8.  La  quatrième  dans  la  flamme 262.30  49.35 

9.  La  cinquième  dans  la  flamme 265.  8  46-10 

iO.  La  sixième  dans  la  flamme 269.20  49 

11.  La  septième  dans  cette  flamme...  269.25  46.20 

12.  La   dernière   dans    cette    même 

flamme 270.15  46. 3o 


0 
4 


4 
4 
4 
4 

4 
4 


XVn.  —  La  Queue  du  Scorpion  (8  étoiles). 


1.  La  première  dans  la  queue 

2.  La  deuxième  »  

3.  La  troisième  »  

4.  La  quatrième         »  

5.  La  cinquième         »  

6.  La  sixième  >  

7.  La  septième  »  

8.  La  huitième  »  

La  dernière  de  la  queue  du  Scorpion. 


Lscensiou. 

Déclinaison. 

Grand 

0       r 

246.30 

0     t 
37.10 

c 
3 

247 

41 

3 

247.10 

41.36 

3 

252.18 

42.32 

3 

257 . 3o 

42.38 

3 

260 

39.50 

3 

258.35 

38.45 

3 

256.34 

37 

3 

XVIII.  —  Le  Paon  (19  étoiles). 


1 .  Une  étoile  à  l'extrémité  de  la  queue 

2.  Une,  en  suivant,  dans  la  queue . . 

3.  La  plus  haute,  dans  la  queue 

4.  Une  sous  celle-ci 

3.  Une  sous  celle-ci 

6.  Encore  une  dans  cette  queue 

7.  Une  sous  celle-ci 

8.  Encore  une  au-dessous  de  la  pré- 

cédente   

9.  Une  à  l'extrémité  du  corps 

10.  Une  dans  la  patte  droite  du  Paon . 


Ascension. 

Déclinaison. 

Grandeur 

0     » 
252. 5o 

259.48 

265.   5 

64.40 
64.10 
62.30 

« 

4 
5 

5 

266. 

.20 

63. 5o 

6 

267, 

.22 

65 

5 

271. 
270. 

,45 
.3o 

63.28 
66.   5 

5 
5 

270. 

274. 
280. 

.32 

.3o 
5o 

67 

69 
73.45 

6 
5 

4 

MÉLANGES. 

Asceiisiun. 
o      ' 

il.  Une  dans  le  haal  du  cor{)s 290.30 

i2.  Une  au-dessous  de  celle-ci 289.20 

13.  La  tète 297.15 

i4.  Une  dans  le  cou 299.30 

15.  Une  au-dessous  de  celle-ci 3oo .  40 

16.  Encore  une  dans  le  cou 3oi .  5o 

17.  Le  cœur 33o.36 

18.  Une  sous  celle-ci 209.45 

19.  La  poitrine  du  Faon 3i i  .52 
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^linaisoii 

Grandeur. 

0      » 
67.30 

• 
3 

68. i5 

5 

58.14 

2 

62.30 

5 

64 

62.33 

5 

68 

3 

68.40 

5 

68. 3o 

3 

XIX.  -  V Indien  (11  étoiles). 


1.  Le  bout  antérieur  de  sa  pique. . . 

2.  Une  dans  Tépaule  droite.  .^ 

3.  Une  près  de  celle-ci,  dans  Tépaule. 

4.  Encore  une  près  de  celle-ci 

5.  Une  sous  le  ventre 

6.  Une  dans  la  poitrine 

7.  Une  dans  la  tête 

8.  Uépaule  gauche 

9.  Une  dans  le  haut  de  la  pique 

10.  Une  dans  le  milieu 

il.  Une  dans  le  bas  de  la  pique 


Aticension. 

Déclinaison. 

Grand 

0     / 
291.15 

0    1 
55.16 

« 

5 

3o4 . 20 

54.20 

5 

3o5.3o 

54.16 

5 

3o6 . 28 

54.15 

5 

3o5.3o 

60.20 

4 

3o6.4o 

56.45 

5 

310.28 

52.35 

4 

3i3.4o 

54.26 

4 

319.45 

55.22 

4 

323. 3o 

56.12 

4 

323.37 

57.25 

4 

XX.  —  Le  Héron  (12  étoiles). 


1.  La  tète  du  Héron 

2.  Une  dans  le  cou 

3.  L'ailo  gauche 

4.  La  deuxième  dans  le  cou 

î>-  La  troisième  dans  le  cou 

6.  Une  près  de  celle-ci 

^-  Le  cœur 

^-  Une  dans  la  patte  gauche 

9-  Une  au-dessus  de  celle-ci,  dans  la 

patte 

^0«  Une  dans  la  queue 

^1-  Une  dans  Taile  droite 

12-  Encore  une,  sous  celle-ci,   dans 

l'aile 3  ^  I .  >o 


Ascension. 

Déclinaison. 

Grand 

0      t 
322.44 

0     $ 
39 

R 

2 

325 

4i.  5 

4 

326.25 

49 

2 

327 

43.25 

1 

329.45 

45.40 

4 

329. i5 

45.35 

5 

335. 12 

49 

•X 

335.40 

55.45 

i 

336. 3o 

53 

4 

3^0.40 

54. 10 

4 

341. 20 

46.12 

4 

18 
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XXI.  —  La  Pie  uidiauK  mammée  La^  t  <  >  attr  LêêÊcs  {S  étotks). 


• 


1.  Une  au-dessus  do  bec 344 

2.  Une  dans  le  corps. 35i  .^o 

3.  Encore  une  dans  le  corps 3>3 .  lo 

4.  Une  par  derrière,  à  la  patte  gauche.  355.35 

5.  Une  à  rexlrémité  do  corps.  / o 

6.  Une  dans  la  qoene -ji.5o 


m*             • 

1.  Grandeur 

6o.i5 

• 

4 

65. 3o 

5 

66.36 

5 

68 

5 

^.x| 

5 

^4.34 

5 

(')  En  malais  le  mot  Long  est  le  nom  d'nne  espèce  de  faocoa  {Falco  pondict- 
rituuu*. 
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JAGOBI  (C.-G.>J.).  —  Gesammelte  Werke.  Erster  Band,  herausgegeben  von 
C.-W.  BoRCHARDT.  —  I  vol.  in-4**.  Berlin,  1881. 

STEINER  (Jacob).  —  Gesammelte  Werke.  Erster  Band,  berausgegeben  von 
K.  Weierstrass.  —  I  vol.  in-4**.  Berlin,  1881. 

L'Académie  des  Sciences  de  Berlia  a  confié  aux  Membres 
de  la  Section  de  Mathématiques  le  soin  de  diriger  l'édition  des 
Œuvres  complètes  de  Jacobi,  de  Steiner  et  de  Lejeune-Dirichlet. 
M.  Borchardt  s'était  chargé  de  l'édition  de  Jacobi  ;  M.  Weier- 
strass continue  l'œuvre  interrompue  par  la  mort  de  M.  Borchardt  ; 
c'est  lui  aussi  qui  dirige  l'édition  des  Œuvres  de  Steiner. 

Le  premier  volume  des  Œuvres  de  Jacobi  et  le  premier  volume 
des  Œuvres  de  Steiner  ont  paru  il  y  a  quelques  mois.  Ces  éditions 
sont  fort  belles  et  paraissent  avoir  été  faites  avec  un  soin  extrême  ; 
les  fautes  d'impression  des  éditions  précédentes  et  les  erreurs  ont 
été  corrigées  et  signalées.  Un  portrait  orne  chaque  volume. 

Les  Œuvres  de  Jacobi  comprendront  huit  volumes.  Les  maté- 
riaux ont  été  groupés,  puis,  dans  chaque  groupe,  classés  d'après 
Tordre  chronologique  ;  ainsi  les  deux  premiers  volumes  contien- 
dront tout  ce  qui  concerne  les  transcendantes  elliptiques  et  abé- 
liennes. 

MM.  Mertens,  Netto,  Schwarz,  Schering,  Roethig,  Lampe, 
Wangerin,  Hermite  ont  collaboré  à  l'édition  du  premier  volume, 
entête  duquel  on  trouvera  la  célèbre  Notice  que  Lejeune-Dirichlet 
a  consacrée  à  la  mémoire  de  Jacobi. 

Les  Œuvres  de  Steiner  comprendront  deux  volumes  ;  les  ma- 
tières y  sont  rangées  par  ordre  chronologique.  Au  premier  volume 
ont  collaboré  MM.  Schroter  et  Kiepert. 


Bail,  des  Sciences  mathém.,  2*  Série,  t.  V.  (Septombr«  tfiSi.^  H^ 
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LAISANT.  —  Introduction  a  la  méthode  des  quaternions.  —  i  vol.  in-8*, 
7.^2  pages.  Paris,  1881. 

Le  livre  de  M.  Laisantest  un  livre  d'enseignement  :  il  a  les  qua- 
lités qu'on  voudrait  toujours  rencontrer  dans  les  ouvrages  de  cette 
sorte  ;  il  est  clair,  écrit  avec  simplicité  et  élégance.  L'auteur  sou- 
haite vivement  que  la  méthode  des  quaternions ,  qu'il  cultive  vo* 
lontierSy  soit  plus  connue  qu'elle  ne  l'est  en  France,  et  que  les 
géomètres  de  notre  pays  lui  accordent  au  moins  le  degré  de  faveur 
qu'elle  mérite  sans  doute.  On  est  en  droit  de  compter  que  son 
livre  atteindra  le  but  qu'il  a  poursuivi,  et  l'on  doit  reconnaître 
qu'il  n'a  rien  négligé  pour  cela,  que  la  lecture  du  texte  est  facile  et 
que  les  nombreux  exercices  traités  ou  indiqués  au  lecteur  per- 
mettent à  ce  dernier  de  se  rendre  familières  les  notations  et  la  mé- 
thode. 

Les  notations  employées  sont  les  notations  systématiques  intro- 
duites par  M.  Hoiiel  ;  leur  adoption  n'est  pas  seulement  un  hom- 
mage rendu  à  l'auteur  de  la  Théorie  des  quantités  complexes, 
dont  les  précieux  conseils  ne  pouvaient,  en  cette  occasion,  man- 
quer à  M.  Laisant  :  il  n'est  que  juste  de  reconnaître  que  l'emploi 
de  ces  notations  facilite  singulièrement  la  lecture  des  calculs,  dont 
elles  permettent  de  retrouver  à  chaque  instant  la  signification  géo- 
métrique. 

La  marche  suivie  dans  l'exposition  de  la  méthode  est  inductive 
et  nettement  géométrique  ;  le  lecteur  n'est  pas  jeté  de  suite  dans 
la  profondeur  du  sujet  ;  il  y  descend  entouré  d'images  familières 
et  ne  dépouille  que  peu  à  peu  les  habitudes  qu'il  lui  faudra  per- 
dre ;  les  idées  nouvelles  s'acquièrent  sans  difficulté,  et  d'ailleurs 
leur  introduction  est  justifiée  de  suite  par  des  applications  nom- 
breuses, où  l'esprit  se  reposerait  au  besoin.  Ainsi,  avant  d'arriver  à 
la  notion  de  quaternion,  M.  Laisant  a  exposé  avec  soin  les  opé- 
rations relatives  aux  vecteurs  et  aux  biradiales  ;  le  quaternion  est 
introduit  comme  V expression  analytique  d^une  biradiale.  Pour 
établir  la  propriété  associative  de  la  multiplication  des  quater- 
nions, Tauleur  montre  que  la  multiplication  des  biradiales  estdistri- 
butivepar  rapport  à  l'addition,  tant  en  ce  qui  concerne  le  multiplica- 
teur qu'en  ce  qui  concerne  le  multiplicande  ;  la  propriété  associative 
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établie  pour  les  quantités  réelles  et  pour  les  unités  symboliques  en 
résulte  immédiatement  dans  toute  sa  généralité.  Ces  principes 
fondamentaux  une  fois  posés,  Pauteur  les  applique  de  suite  à  la 
géométrie  de  la  ligne  droite,  du  plan,  du  cercle  et  de  la  sphère  ; 
s'il  interrompt  un  instant  les  applications  pour  traiter  de  la  difTé- 
rentiation  des  quaternions,  il  y  revient  pour  s'occuper,  pendant 
trois  chapitres,  des  courbes  du  second  degré.  Deux  chapitres  théo- 
riques sont  ensuite  consacrés,  Tun  aux  formules  relatives  à  la  mul- 
tiplication de  trois,  quatre,  etc.,  vecteurs;  l'autre  à  la  résolution 
de  Téquation  générale  du  premier  degré,  où  figure  un  quaternion 
inconnu,  et  l'auteur  termine  par  des  applications  aux  surfaces  du 
second  degré. 

On  voit  avec  quel  soin  M.  Laisant  s'est  efforcé  de  rassurer  son 
lecteur  et  de  ne  pas  le  laisser  trop  longtemps  dans  le  domaine  de 
l'abstraction. 

Un  livre  analogue  :  Introduction  to  Quaternions,  avait  été  pu- 
blié à  Londres,  en  1873,  par  MM.  Kclland  et  Tait;  il  était  tout 
naturel  d'en  profiter.  M.  Laisant  déclare  y  avoir  puisé  la  plupart 
des  exercices  qu'il  a  développés  ou  simplement  indiqués. 


GOURSAT.  —  Sur  l'équation  différentielle  linéaire  qui  admet  pour  in- 
tégrale LA  SÉRIE  iiypergéométrique.  —  Thèso  présentée  à  la  Faculté  des 
Sciences  de  Paris,  14a  pages  in-4°.  Paris,  1881. 

La  première  partie  de  la  Thèse  de  M.  Goursat  est  consacrée  à 
l'intégration  de  Téquation  célèbre 

x{x  —  ^)y^'  —  [y  — (ît  4-  p  -h  i)x]y-+-  a3r  =  o. 

On  sait,  depuis  Kummer,  qu'il  existe,  en  général,  outre  la  série 
bypergéométrique  F(a,  ^,  y,  x)y  vingt-trois  séries  qui  vérifient 
cette  équation  ;  chacune  d'elles  s'obtient  en  multipliant  par  une 
expression  de  la  forme  x'^ {i  —  xjf  une  série  Iiypergéométrique 
dont  les  trois  premiers  éléments  sont  liés  simplement  à  a,  ^,  v, 

et  dont  le  quatrième  élément  est  j-,  - ,    i  —  x, 


X 


I  —  X      X  —  I 
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ou  '■ — -; —  Dans  la  région  commune  aux  domaines  de  convergence 

de  trois  de  ces  vingt-quatre  séries,  une  certaine  relation  linéaire, 
dont  les  coefficients  ne  dépendent  que  de  a,  p,  y,  existe  évidem- 
ment entre  les  trois  séries  considérées.  La  connaissance  comjplète 
des  relations  de  cette  nature  permet  de  résoudre  entièrement  le 
problème  de  l'intégration,  posé  sous  cette  forme  :  étant  donné  un 
chemin  continu  qui  part  d'un  point  A  du  plan  des  x  et  qui  aboutit 
à  un  point  B  ;  étant  donnée,  en  outra,  une  solution  de  Téquation 
hypergéométrique  qui  convienne  à  la  région  où  se  trouve  le  point 
A,  et  supposant  que  la  variable  x  suive  le  chemin  donné,  déter- 
miner la  solution  à  laquelle  on  parvient  au  point  B. 
C'est  par  l'étude  des  intégrales  définies  de  la  forme 


r 


V  du , 

OÙ 

V  =  f/P->  (i  —  //)i-P-«  (I  —  .r//)-« 

et  où  ff,  h  admettent  les  systèmes  de  valeurs  o,    i  ;    o,  —  oo  ; 

I,  -l-oo;  o,  -;  i,-;-,-l-oo,   que   M.  Goursat  arrive  à  déter- 

miner  toutes  ces  relations  ;  ces  intégrales  définies  vérifient,  comme 
on  sait,  l'équation  hypergéométrique,  en  supposant,  bien  entendu, 
qu'elles  aient  un  sens. 
L'intégrale 


l 


\  du. 


par  exemple,  en  supposant  positives  les  parties  réelles  de  p  et  de 
Y  —  ji  ;  en  prenant  pour  chemin  d'intégration  la  portion  conve- 
nable de  Taxe  des  x  réels;  en  choisissant  zéro  pour  argument  de  u 
et  de  I  —  w,  et  en  prenant  pour  argument  de  i  —  xu  celui  qui 
est  nul  pour  x  ^=  o  définit,  comme  on  le  voit  aisément,  une 
fonction  de  x  qui  est  uniforme  dans  tout  le  plan,  à  condition  que 
le  chemin  suivi  par  la  variable  ne  coupe  pas  la  droite  1-4-  oo  . 
Dans  l'intérieur  du  cercle  de  rayon  i,  et  dont  le  centre  est  le  point 
zéro,  on  obtient  immédiatement,  par  le  développement  de  l'inté- 
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grale  en  série, 


f. 


V^,^nimizi?îp(,,p,,,,). 


r(Y) 


Maintenant,  les  changements  de  variables  suivants,  indiqués  par 
Jacobi, 


il  = , 


I  —  i' 

u  z=z 


I  —  VJ' 


conduisent  à  trois  autres  des  intégrales  indiquées  par  M.  Kummer. 
£d  résumé,  la  considération  de  cette  intégrale  défînie  conduit  à 
la  notion  de  l'intégrale  çi  de  l'équation  hypergéométrique,  uni- 
forme dans  tout  le  plan,  sous  la  restriction  précédemment  impo- 
sée, et  susceptible  d'être  représentée  par  quatre  séries,  conver- 
gentes dans  diverses  régions  du  plan. 

L'étude  des  cinq  autres  intégrales  conduit  à  la  notion  d'inté- 
grales Ça,  ©3,  ^4,  çp5,  ©6,  uniformes  dans  tout  le  plan,  sauf  cer- 
taines restrictions  imposées  au  chemin  décrit  par  la  variable,  et 
susceptibles,  chacune,  d'être  représentée  par  quatre  séries. 

Il  reste  à  établir  les  formules  de  passage  relatives  à  trois  quel- 
conques ;  ces  formules  sont  au  nombre  de  deux  fois  vingt  :  les 
vingt  premières  courant  dans  des  portions  du  plan  situées  au- 
dessus  de  l'axe  des  x  réels;  les  vingt  autres  dans  des  portions  si- 
tuées au-dessous.  Pour  parvenir  à  ces  formules,  M.  Goursat  ap- 
plique le  théorème  de  Cauchy  à  Tintégrale   /  \  du,  prise  le  long 

d'un  contour  simple,  à  l'intérieur  duquel  la  fonction  V  est  holo- 
morphe,  et  qui  est  constitué  par  les  lignes  suivantes  :  i"  un  demi- 
cercle  de  rayon  R,  situé  au-dessus  des  j:  réels  et  ayant  pour  centre 
le  point  zéro  ;  a"  deux  demi-cercles  de  rayons  très  petits,  situés 
au-dessus  de  la  même  droite,  et  dont  les  centres  sont  les  points 
zéro  et  i  ;  .3®  les  portions  de  l'axe  des  x  réels  qui,  avec  les  lignes 
précédentes,  complètent  un  contour  fermé  ;  si  Ton  fait  tendre  vers 
zéro  les  rayons  des  petits  demi-cercles  cl  augmenter  indéfiniment 
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le  rayon  R,  on  parvient  à  Tégalité 

où  il  est  bien  aisé  de  spécifier  les  valeurs  qu'il  convient  de  prendre 
pour  les  arguments  de  m  et  de  i  —  u. 

Si  maintenant  on  se  reporte  aux  expressions,  sous  forme  d'in- 
tégrales définies,  des  fonctions  cp,  on  aperçoit  que  la  relation  pré- 
cédente conduit  immédiatement  aux  formules  de  passage  cher- 
chées. 

Tout  ce  qui  précède  suppose  que  des  nombres  y,  y  —  a  —  p, 
a  —  p  aucun  n'est  entier.  Si  l'un  d'eux  est  entier,  on  n'a  plus 
qu'une  intégrale  dans  l'un  des  groupes  ;  on  en  trouve  alors  une 
autre  par  un  procédé  bien  connu,  qui  consiste  à  chercher  la  limite 
pour  r  ==  Ti  d'une  expression  de  la  forme 


>'i 


où  F(j7,r),  F|(^,r)  désignent  deux  intégrales  de  l'équation,  qui 
viennent  se  confondre  pour  /•  ==  Ti  . 

M.  Goursat  traite  divers  exemples  particuliers  qui  mettent  bien 
en  évidence  le  parti  qu'on  peut  tirer  de  ses  formules. 

Une  application  bien  digne  d'être  signalée  est  celle  qu'il  fait  de 
la  recherche  des  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'in- 
tégrale générale  de  l'équation  hypergéométrique  soit  admise  ;  on 
sait  que  celte  question  se  trouve  résolue  dans  un  beau  Mémoire 
de  M.  Schwarz  [Journal  de  Borchardt^  t.  73,  p.  292).  C'est  par 
une  voie  tout  élémentaire  que  M.  Goursat  retrouve  les  résultats 
obtenus  par  M.  Schwarz. 

Le  problème  résolu  par  M.  Goursat  dans  la  seconde  partie  de 
son  travail  ne  présente  pas  moins  d'intérêt. 

Les  Mémoires  de  Gauss  et  de  Kummer  sur  la  série  hypergéo- 
métrique contiennent  un  grand  nombre  de  formules  qui  suppo- 
sent certaines  relations  entre  les  trois  premiers,  et  dont  le  type 
général  est  le  suivant  : 

^-,'(,  _  ^r)-'l  F(a,  p,  Y,  X)  ^  tP'ii  -  t)^'  F(a',  ?',  y',  t). 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  J5<) 

t  étant  une  fonction  algébrique  de  j:  ;  la  fonction 

est  alors  une  intégrale  de  l'équation 

^  (  ^  ~  Oy  —  [  ï  —  (  2  -+-  ?  -+- 1  )  J:^  ]  7  '  -+-  a  ?  7  =  o . 

M.  Goursat  se  propose  de  rechercher  tous  les  cas  où  il  existe  de 
pareilles  intégrales. 

Se  plaçant,  pour  cela,  au  point  de  vue  de  Riemann,  dans  un 
Mémoire  bien  connu,  il  considère  une  fonction  P(^)  n'admettant, 
dans  toute  Télendue  du  plan,  que  trois  points  critiques  o,  i,  oc  ; 
holomorphe  dans  toute  région  du  plan,  à  contour  simple  ne  ren- 
fermant aucun  de  ces  points,  telle  que,  entre  trois  branches  quel- 
conques de  la  fonction,  il  existe  une  relation  linéaire  et  homogène 
à  coeffîcients  constants,  telle  enfin  que  chaque  branche  reste  finie 
pour  j:=o,  j:  =  i,  a:  =  oo,  quand  on  la  multiplie  par  une  puis- 
sance convenable  de  j?  ou  de  i  —  œ\  une  telle  fonction  vérifie  tou- 
jours une  équation  de  la  forme 

(.)  )-•(— .)'^4-[/-(/-l-m).rM,-.)^ 

(  4-(Aj?«4-B^-f-Ç)P=io; 

or  on  passe  aisément  d'une  telle  équation  à  l'équation  hypergéo- 
métrique.  Le  problème  se  trouve  ainsi  ramené  au  suivant  : 

Reconnaître  pour  quelles  valeurs  des  constantes  A,  B,  C,  /,  ni 
il  existe  des  changements  de  variables  x  =i  ^(t)  par  lesquels 
Inéquation  (i)  ne  change  pas  de  forme,  A,  B,  C,  /,  m  étant  seule- 
ment remplacés  par  des  constantes  nouvelles  A',  B',  C,  /',  m' . 

Un  calcul  facile  montre  que  ce  problème  se  ramène  lui-même 
au  suivant  : 

Déterminer  dans  quels  cas  les  équations 


v/Aa7«4-B;r-hC    ,         v/A'^*-f- B7 -h  C  ^ 
I ; dx  =Z  -^ ; fit, 

,         x(\  —  x)  t{\  —  t) 

(2)  S 

^  *  (Ix  Kdt 


x^(i  —  xy"      t^\i  —  t) 


m' 


admettent  une  solution  commune,  les  constantes  A\  B',  C',.  /',  m'. 
K  étant  arbitraires. 
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De  ces  deux  équations,  on  peut  tirer  une  combinaison  algébri- 
que en  Xy  t,  savoir  : 

[(2Ajr-hB)^(j-  — n-h2(A.r»-hB.r-4-C)[(/— tUj-— i)-h(m  — Qjt]!» 
__\(ik't^B')t{t—  i)^'j^{K't^-^Wt-^C')\{V'-\){t  —  i')-^(m'—i)t]\^ 

Si  celte  relation  n'est  pas  une  identité,  on  voit  qu'il  existe  entre  x 
et  t  une  relation  qui  sera  au  plus  du  sixième  degré,  par  rapport  à 
chacune  des  variables.  L'auteur  montre  que,  dans  le  cas  où  cette 
équation  est  identique,  il  existe  une  infinité  de  substitutions  qui 
n'allèrent  pas  la  forme  de  l'équation  (i),  mais  que  cette  équation 
(ou  l'équation  hypergéométrique  correspondante),  s'intégrant  alors 
par  les  fonctions  élémentaires,  exponentielles,  circulaires  ou  loga- 
rithmiques, c'est  à  des  relations  entre  des  fonctions  de  cette  na- 
ture que  l'on  est  conduit. 

Écartant  ce  cas  particulier,  M.  Goursat  cherche  les  transforma- 
lions  rationnelles 

R 

qui  peuvent  exister,  R  et  S  étant  deux  polynômes  en  t  d'un  degré 
au  plus  égal  au  sixième  ;  une  discussion  approfondie  des  diffé- 
rents cas  qui  peuvent  se  présenter  montre  qu'on  peut  se  borner  à 
considérer  les  quatre  formes  suivantes  : 

x  —  R'^fii  —  ty, 

^^R^r, 

x  —  R'', 


X 


^(i  —  ty 


M.  Goursat  calcule  ensuite  les  divers  coefficients  inconnus  qui 
entrent  dans  ces  transformations.  La  distinction  des  classes  de 
transformation  est  liée  à  la  distinction  des  cas  où,  pour  x=  i, 
aucune  valeur  de  t  n'est  difl*érente  de  o,  i,  oo  de  ceux  où  il  en 
est  autrement.  Le  premier  cas  fournit  toutes  les  transforma- 
tions signalées  par  M.  Kummer,  lorsque  deux  des  trois  éléments 
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a,  P,  Y  sont  arbitraires  ;  les  autres  cas  conduisent  à  des  transfor- 
mations qui  supposent  deux  relations  entre  ces  trois  éléments. 

Toutes  ces  transformations  rationnelles  étant  obtenues,  l'œuvre 
de  M.  Goursat  se  trouve  complétée  par  la  démonstration  du  théo- 
rème suivant  : 

En  combinant  entre  elles  les  transformations  rationnelles  que 
ron  peut  effectuer  pour  les  mêmes  valeurs  de  A,  B,  C,  /,  m,  on 
obtient  de  nouvelles  transformations  algébriques,  mais  non  ration- 
nelles ;  on  les  obtient  toutes  de  cette  manière. 

Il  ne  peut  être  question  de  reproduire  ici  le  tableau  des  nom- 
breuses transformation  s  y  des  différents  degrés  possibles,  trouvées 
par  M.  Goursat;  nous  transcrirons  au  hasard  une  de  ses  formules, 
afin  de  faire  saisir  le  genre  d'intérêt  qui  s'attache  aux  résultats 
qu'il  a  obtenus,  résultats  qui  complètent  d'une  façon  si  heureuse 
les  belles  découvertes  de  M.  Kummer  sur  ce  sujet  difficile  : 


(3a,  3flt-H-,  4«-+-ô>  •^) 


2  2 


/        3a;\-»«     r  I  5    —  9.j  jrU  i  —  x)l 


ROHX  (K.).  -—  Die  vtrschiedbnen  Gestalten  der  Kummerschen  Flache  (*). 

Ce  travail  a  pour  objet  l'étude  des  rapports  de  réalité  de  la 
surface  générale  de  Kummer,  et,  comme  appendice,  des  formes 
des  surfaces  réglées  du  quatrième  ordre  à  deux  droites  doubles, 
en  laissant  de  côté  tous  les  autres  cas  spéciaux  que  présente  la  sur- 
face générale  de  Kummer.  Pour  atteindre  le  but  proposé,  nous 
avons  développé  dans  ce  travail  trois  méthodes  différentes,  que 
nous  allons  successivement  expliquer  avec  quelque  détail. 

(•)  Afathematische  Annafen,  ïid.  WIII. 
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I.  —  Méthode  de  la  Géométrie  de  la  ligne. 

L'équation  d'un  complexe  du  second  degré  peut  se  ramener  à  la 
forme 

«s  .t  .2  ^t  .S  «S 

-h  -. r   —  -, r  —  O , 


tandis  qu'en  même  temps  la  relation  entre  les  coordonnées  de  lignes 
prend  la  forme 


5t'  _-  '"'     I     <•!  __  "^     I      <»î  __  î-8  — —  r% 
-5j  '*î^^'*'8  '*'^^^'*'5  '"«   ^* 


Ce  résultat  peut  toujours  s'obtenir  par  une  transformation  li- 
néaire réelle.  Pour  ramener  maintenant  l'identité  entre  les  coor- 
données de  lignes  à  une  somme  de  carrés  positifs,  il  faut  employer 
des  transformations  imaginaires,  lesquelles  fournissent  les  quatre 
types  suivants  des  systèmes  de  coordonnées  de  lignes  : 

1.  Les  coordonnées  i,  3,  5  sont  réelles;  2,  4?  ^  ^^^^  imagi- 
naires ; 

2.  Les  coordonnées  i,  3  sont  réelles,  et  s,  4  imaginaires  pures, 
tandis  que  5,  6  sont  des  imaginaires  conjuguées; 

3.  La  coordonnée  i  est  réelle  et  i  est  imaginaire  ;  au  contraire, 
3,  4}  s^insi  que  5,  6,  sont  imaginaires  conjuguées; 

4.  Les  coordonnées  sont  deux  à  deux  imaginaires  conjuguées. 

Si  l'on  donne  à  trente-deux  droites  quelconques,  dont  les  coor- 
données diffèrent  par  les  signes,  le  nom  de  conjointes  {zusam- 
mengehorig)y  alors,  dans  le  premier  cas,  les  32  droites  seront 
réelles;  dans  le  second  cas,  i6  seront  réelles  ;  dans  le  troisième  et 
le  quatrième,  il  n'y  en  aura  que  8  de  réelles. 

Par  l'étude  de  chacun  des  divers  types,  on  parvient  au  résultat 
suivant  :    ' 

La  surface  de  Kummer  ou  surface  des  singularités  du  sys- 
tème de  complexes  comfocal 


6  6 
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est  réelle  (c'est-à-dire  possède  une  équation  à  coefficients  réels) 
dans  les  cas  suivants^  et  dans  ces  cas  seulement  :  lorsque  tous 
les  k  sont  réels,  dans  le  typel;  lorsque  k^  et  k^  sont  des  ima- 
ginaires conjuguées,  tous  les  autres  k  étant  réels,  dans  le  t^pelly 
lorsque  k^  et  ko,  ainsi  que  kz  et  k^  sont  des  imaginaires  conju- 
guées, et  kf  et  Ar2  réels,  dans  le  type  III  ;  lorsque  les  k  sont  deux 
à  deux  des  imaginaires  conjuguées  ou  des  imaginaires  diamé- 
trales (*),  dans  le  type  IV. 

Après  avoir  reconnu  ce  théorème,  on  passe  à  l'étude  des  formes 
de  la  surface  de  Kummer  pour  chacun  des  types  en  particulier. 
Ces  formes  dépendent  encore  uniquement  des  valeurs  des  con- 
stantes a'i,  A2}  •  •  *  y  AO* 

Dans  le  type  I,  où  tous  les  k  sont  réels,  on  trouve  encore  trois 
surfaces  différentes.  En  effet,  si  Ton  fait  abstraction  de  la  con- 
dition que  les  indices  des  k  soient  égaux  à  ceux  des  x  corres- 
pondants, de  sorte  que  Téquation  du  système  de  complexes  confo- 
caux  se  change  en  celle-ci  : 


1 


x} 


=  o 


où  les  indices  a  et  i  parcourent,  indépendamment  Fun  de  l'autre, 
les  valeurs  i ,  a,  • . . ,  6,  on  pourra  choisir  les  indices  des  k  de  telle 
manière  que  Ton  ait 

^'t  >  k^>  ^3>  A-4>  A-5>  Ae. 

On  obtient  alors  trois  surfaces  différentes,  correspondantes  aux 
trois  systèmes  de  complexes  suivantes  : 


x}  X 


la     -r^=^  + 


A"! —  A         rî^~—  A  a'j —  A  A4 —  A  A*5 —  A  A  g —  A 


x\  X 


I 


1. 


J7Î  X 


-+-  1 — ^  -^  1 — h-  +  7 — -^  H-  1 — ^=o> 


^r»*  ■T'*  "V**  T** 


A'j —  A         A'j —  A         A'j —  A         A*^—  A         aç —  A         a  5 —  A 
.1 


i 


/jr»*  1"*  'y**  T** 


A| A  A'j A  Ag A  A4 —  A  A'5 A  A'j —  A 


(')  Nous  entendons  par  diamétralement  imaginaires  celles  qui,  représentées 
sur  la  sphère  complexe,  donnent  des  points  diamétraux,  et  par  suite  qui  sont  de 

la  forme  pe'?  et c^?. 

9 
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Toutes  les  autres  équations  que  Ton  peut  déduire  de 


1 


^1     „ 


par  réchange  des  A*,  peuvent  se  ramener  à  l'une  des  trois  équations 

Afly    t^»    Ac 

Nous  allons  maintenant  examiner  à  part  chacun  de  ces  trois 
cas. 

Dans  le  cas  I^,  les  coordonnées  d'une  droite  dans  l'espace  sont 
déterminées  par  les  équations 

pxl—    rTkT) '      (ai=i,  2,...,6). 

Si,  des  quatre  paramètres  X|,  X2,  X3,  X4,  deux  deviennent  égaux 
entre  eux,  la  droite  correspondante  deviendra  une  tangente  à  la 
surface  de  Kummer.  Si  trois  paramètres  deviennent  égaux  entre 
euxy  la  droite  deviendra  une  tangente  principale.  Si  quatre  para- 
mètres sont  égaux  deux  à  deux,  la  droite  correspondante  passera 
par  un  point  nodal  ou  dans  un  plan  double.  Or,  dans  le  type  la, 
une  droite  n'étant  réelle  que  si  ses  coordonnées  ^1,  Xzj  x^  sont 
réelles  et  X2,  ^4,  ^0  imaginaires  pures,  on  pourra  tirer  par  ce 
moyen  des  conclusions  sur  la  réalité  d'une  droite  de  paramètres  X| , 
^2,  )v3,  )v4.  On  trouve  que  la  droite  est  réelle  lorsque  ses  para- 
mètres  sont  deux  à  deux  des  imaginaires  conjuguées,  ou  deux 
à  deux  compris  dans  le  même  intervalle  (*  )  des  A*.  A  l'aide  de  ce 
théorème,  on  peut  décider  de  la  réalité  des  points  de  la  surface  de 
Kummer,  de  ses  tangentes  principales,  ainsi  que  de  ses  points  no- 
daux  et  de  ses  plans  doubles,  et  en  même  temps  de  la  forme  géné- 
rale de  la  surface.  En  poursuivant  ces  études,  on  obtient  le  résultat 
suivant  : 

Les  six  complexes  i,  2,  3,  4?  S)  ^  déterminent  neuf  couples  réels 
de  directrices,  qui  peuvent  être  comprises  dans  trois  tétraèdres, 
savoir  : 

12,  34,  56;     23,  45,  61;     14,  25,  36. 


(  ')  Nous  entendons  par  un  tel  intervalle  celui  qui  est  compris  entre  deux  k  con- 
srrutifs. 
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La  surface  de  Kummer  \a  possède  i6  points  nodaux  réels  et 
16  plans  doubles;  elle  se  compose  de  huit  nappes  séparées. 
Chaque  sommet  du  tétraèdre  12,  34,  56  est  intérieur  à  une 
nappe  de  cette  surface,  chaque  nappe  étant  limitée  par  quatre 
points  nodaux.  Il  en  est  de  même  pour  le  tétraèdre  23,  4^?  ^i  > 
aux  points  nodaux  y  les  quatre  premières  nappes  nommées  plus 
haut  se  rencontrent  avec  les  quatre  dernières.  Chacune  des  huit 
nappes,  dont  est  composée  la  surface  de  Kummer  tout  entière, 
est  de  la  forme  d^un  tétraèdre  dont  les  faces  seraient  remplacées 
par  des  segments  elliptiques  et  les  arêtes  par  des  segments  hy- 
perboliques. 

Les  segments  elliptiques  (au  nombre  de  3a)  sont  limités  chacun 
par  trois  arcs  de  courbes,  qui  se  rencontrent  en  trois  points  no- 
daux; les  segments  hyperboliques  (au  nombre  de  48)  sont  limités 
chacun  par  deux  arcs  de  courbes  et  deux  points  nodaux.  Sur  cha- 
cun des  segments  hyperboliques  est  situé  un  point  d'inflexion 
double,  lequel  est  coupé  par  la  directrice  correspondante. 

Les  lignes  de  courbure  se  composent  de  8  branches,  situées  sur 
8  segments  hyperboliques.  Les  6  lignes  de  courbure  singulières 
qui  appartiennent  au  système  des  lignes  de  courbure,  en  comptant 
chacune  pour  une  ligne  double,  sont  toutes  les  6  réelles. 

En  chaque  point  de  la  surface  il  y  a  6  tangentes  doubles  réelles. 

Dans  le  cas  I^,  les  coordonnées  d'une  droite  de  l'espace  devien- 
nent 

«  —  ( ^'«  —  ^iH  A',  —  À;) (  kg—  Xa) (  A-,  —  Ày)       (  e  =  1,  2,  3,  4»  5,  6. 
'  ""  /'(A.)  '     (  «=1,2,3,4,5,6, 


?^ 


en  faisant  correspondre  à  chaque  indice  i  l'indice  a  du  tableau  qui 
se  trouve  au-dessous.  On  conclut  de  là  qu'âne  droite  est  réelle  si 
un  de  ses  paramètres  est  compris  entre  ks  et  k^^  et  si  les  deux 
autres  paramètres  sont  compris  dans  le  même  intervalle  des  k^ 
ou  s'ils  sont  deux  imaginaires  conjuguées. 

En  appliquant  cette  remarque  aux  tangentes  quelconques,  aux 
tangentes  principales,  aux  tangentes  doubles,  etc.,  on  obtient 
l'image  suivante  de  la  surface  : 

La  surface  de  Kummer  I^  ne  possède  ni  points  doubles  réels 
ni  tangentes  doubles  réelles.  Elle  se  compose  de  deux  nappes. 
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qui  ont  partout  une  courbure  hyperbolique,  et  qui  peuvent  se 
contenir  l'une  l'autre,  ou  être  extérieures  l'une  à  l'autre. 

Les  nappes  sont  recouvertes  par  deux  systèmes  de  lignes  de 
courbure  ;  à  chaque  système  appartiennent  deux  lignes  de  cour- 
bures singulières.  Une  telle  courbe  se  compose  de  quatre  branches 
impaires;  sur  chaque  nappe  sont  situées  deux  de  ces  courbes,  dont 
chacune  se  compose  de  huit  branches  impaires,  savoir  de  quatre 
branches  sur  chaque  nappe. 

En  chaque  point  il  existe  six  tangentes  doublet  réelles. 

Dans  le  cas  Icy  une  droite  dans  Pespace  a  pour  coordonnées 

^    ,_(A-.-X,)(A:,-X,)(A:,-~Xa)(A-,-XO       (  /  =  i,  2,  3, 4,  5,6, 
P    '  ""  J'{kj  '     I  a=  1,-2,6,4,5,3. 

En  conséquence,  une  telle  droite  ne  peut  être  réelle  que  sises 
quatre  paramètres  sont  situés  entre  k^  et  k^t  entre  kz  et  kj^  entre 
Â*5  et  A'o  et  entre  kc  et  kt.  Il  résulte  de  U  immédiatement  que  la 
sur/ace  le  est  entièrement  imaginaire  ;  mais  elle  possède  encore 
des  tangentes  doubles  réelles. 

Si  Ton  passe  au  type  II,  où  k^  et  k^  sont  des  imaginaires  con- 
juguées, et  si  Ton  range  les  indices  des  autres  k  de  manière  à  satis- 
faire aux  inégalités  Ati  >  ^2  >  Ara  >•  Âr4,  on  trouve  que  tous  les  cas 
possibles  peuvent  se  réduire  aux  deux  suivants  : 

'»•*  -T**  ^T^*  yy»î  ^T**  *y** 

^     /r,— X  "^  A-,— X  "^  A'a-X  "^^,-X    '    A'5-X"*"Ae— X""    ' 
IL       -Jli f-  -^? I ±1_  4_  _^* I-      ^i      4-  __±«__=zo 

Aj —  À       Aj —  X       A4 —  X       A3—  X       A5—  X       Afi —  À 

L'étude  de  ces  deux  cas  se  fait  de  la  même  manière  que  celle  de 
la  et  I^  ;  il  faut  seulement  avoir  toujours  égard  à  ce  que,  sur  Sa  élé- 
ments correspondants  entre  eux  (droites,  tangentes  ou  points  de 
la  surface),  il  n'y  en  a  que  les  ^  qui  soient  réels. 

ParTexamen  du  cas  11^,  on  voit  (\u  une  droite  ne  peut  être  réelle 
que  si  ses  paramètres  sont  des  imaginaires  conjuguées  deux  à 
deux,  ou  si  ils  sont  compris  deux  à  deux  dans  le  même  inter^ 
valle  entre  les  k  (ces  intervalles  étant  ici  limités  seulement  parles 
quatre  k  réels). 

Le  développement  ultérieur  de  cette  remarque,  joint  au  théorème 
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que,  de  3a  élémenls  correspondants  entre  eux,  la  moitié  seulement 
sont  toujours  réels,  conduit  à  la  forme  suivante  : 

La  surface  lia  possède  huit  points  nodaux  réels  et  huit  plans 
doubles;  elle  se  compose  de  quatre  nappes,  qui  se  décomposent 
en  deux  groupes.  Les  nappes  de  Vun  des  groupes  confinent  dans 
les  points  nodaux  à  celles  de  Vautre  groupe;  les  premières  sont 
coupées  par  les  directrices  la  et  Z4,  les  secondes  par  les  direc- 
trices 23  et  i4y  tandis  que  le  couple  de  directrices  56  coupe 
toutes  les  quatre  nappes.  Chacune  des  nappes  a  la  forme  d^un 
tétraèdre,  dont  deux  paires  d^ arêtes  opposées  sont  remplacées 
par  des  segments  hyperboliques,  tandis  que  chaque  ensemble 
de  deux  faces,  avec  V arête  qui  les  sépare,  est  remplacé  par  un 
segment  elliptique. 

Les  segments  elliptiques,  au  nombre  de  8,  sont  limités  par4arcs 
de  courbe  et  4  points  nodaux;  les  segments  hyperboliques,  au 
nombre  de  i6,  sont  limités  par  deux  points  nodaux  et  deux  arcs 
de  courbe,  et  présentent  chacun  un  point  d^inflexion  double.  Les 
lignes  de  courbure  ne  sont  plus  formées  que  de  quatre  branches; 
à  ces  courbes  n^appartiennent  plus  que  quatre  courbes  singulières 
réelles.  En  chaque  point  de  la  surface,  il  existe  encore  quatre  tan- 
gentes doubles  réelles. 

Le  cas  11^  se  traite  absolument  comme  le  cas  I^.  Une  surf  ace  11^, 
qui  ne  possède  aucun  point  nodal  réel  et  aucun  point  double, 
se  compose  d^une  nappe  unique,  présentant  partout  une  cour- 
bure  hyperbolique, 

La  disposition  des  lignes  de  courbure  sur  cette  surface  est  exac- 
tement la  même  que  pour  une  nappe  de  la  surface  I^.  Ici  encore 
il  n'y  a  en  chaque  point  que  quatre  tangentes  doubles  réelles. 

Le  type  III  est  caractérisé  par  des  valeurs  imaginaires  conjuguées 
de  Â'3,  k\  et  de  A*5,  k^,  A  ce  type  appartient  une  seule  surface.  La 
forme  de  celte  surface  se  conclut,  d'une  part,  de  ce  que  sur  32  élé- 
ments correspondants,  8  sont  encore  réels;  d'autre  part,  de  ce 
qu'wwe  tangente  ne  peut  être  réelle  que  si  ses  deux  paramètres 
siriiples  sont  des  imaginaires  conjuguées,  ou  s^ils  sont  réels, 
mais  que  Â*i  et  k^  ne  soient  pas  séparés.  On  parvient  au  résultat 
suivant  : 

//  existe  trois  couples  de  directrices  réelles,   12,  34?  56,  qui 
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forment  les  arêtes  d'un  tétraèdre.  La  surface  III  se  compose 
maintenant  de  deux  nappes^  dont  chacune  renferme  un  som- 
met du  tétraèdre,  et  les  sommets  renfermés  sont  situés  sur  une 
seule  et  même  arête  12.  Les  deux  nappes  se  rencontrent  aux 
quatre  points  nodaux,  et  présentent  deux  segments  hyper- 
boliques  et  un  segment  elliptique.  Les  segments  hyperboliques 
ont  la  même  forme  que  dans  I^  et  11^  ;  les  segments  elliptiques  sont 
limités  par  deux  contours,  dont  chacun  se  compose  de  deux  ares 
de  courbe  et  de  deux  points  nodaux.  En  un  point  de  la  surface,  il 
n'y  a  plus  que  deux  tangentes  réelles. 

Le  type  IV  présente  encore  deux  cas  possibles  pour  les  Ar,  et  par 
suite  encore  deux  surfaces  différentes. 

Si  les  six  k  sont  deux  à  deux  des  imaginaires  conjuguées,  on 
obtient  alors  la  surface  IV^,  dont  la  forme  est  représentée  par 
la  surface  des  ondes  de  Fresnel.  Elle  se  compose  de  deux 
nappes  elliptiques  renfermées  Vune  dans  Vautre,  qui  se  tra- 
versent aux  quatre  points  nodaux  réels.  De  là  résultent,  sur 
la  nappe  extérieure,  quatre  segments  hyperboliques^  qui  sont 
chacun  limités  par  une  conique  et  un  point  nodal. 

Si  les  six  k  sont  deux  à  deux  des  imaginaires  diamétrales,  alors 
on  obtient  la  surface  IV^,  qui  n'offre  que  quatre  points  nodaux 
réels  et  quatre  plans  doubles  réels,  et  qui  d'ailleurs  est  ima- 
ginaire. 

Dans  tous  les  cas  énumérés  ici,  Fauteur  a  aussi  étudié  en  détail 
les  six  systèmes  de  tangentes  doubles  de  la  surface,  et  chaque  fois 
il  a  indiqué  si  un  tel  système  renferme  des  tangentes  doubles  à 
points  de  contact  réels,  s'il  renferme  des  tangentes  doubles  réelles 
à  points  de  contact  imaginaires  (isolé),  et  s'il  renferme  des  tan- 
gentes doubles  entièrement  imaginaires. 

II.  —  Méthode  topo  logique. 

Soient  donnés  six  complexes  linéaires  en  involution,  et  par  suite 
aussi  leurs  congruences,  leurs  surfaces  réglées  et  leurs  directrices; 
si  l'on  choisit  un  point  arbitraire,  il  existera  toujours  une  surface 
de  Kummer  ayant  ce  point  pour  point  nodal,  et  pour  laquelle  ces 
six  complexes  sont  les  complexes  fondamentaux.  Car  si  l'on  cherche 
tous  les  plans  et  tous  les  points  qui  correspondent  à  ce  point  en 
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vertu  des  six  complexes,  des  quinze  congruences  et  des  dix  surfaces 
réglées,  ces  plans  et  ces  points  forment  les  16  points  nodaux  et  les 
16  plans  doubles  d'une  surface  de  Kummer,  laquelle  est  ainsi 
déterminée. 

Si  l'on  conserve  maintenant  les  mêmes  six  complexes,  et  qu'on 
fasse  mouvoir  d'une  manière  continue  dans  l'espace  un  point  no- 
dal  (et  avec  lui  tous  les  autres),  la  surface  de  Kummer  variera  éga- 
lement d'une  manière  continue. 

//  se  produit  de  cette  manière  un  nombre  triplement  infini 
de  surfaces  de  Kummer,  auxquelles  appartiennent  aussi,  en 
les  comptant  double,  les  dix  surfaces  réglées.  Ces  surfaces  ré- 
glées se  présentent  ainsi  comme  cas  limites  des  surfaces  de  Kum- 
mer, et  l'on  peut,  par  un  mouvement  continu  des  points  nodaux, 
transformer  la  seconde  dans  la  première,  en  même  temps  que  la 
forme  de  la  surface  parvient,  d'une  manière  continue,  à  la  forme 
d'une  double  surface  réglée.  La  double  surface  réglée  est  composée 
évidemment  de  deux  espèces  de  régions  :  d'abord  de  régions  qui 
résultent  d'une  concentration  du  déplacementd'ensemble  de  points 
réels,  et  ensuite  de  régions  résultant  d'une  concentration  d'un  dé- 
placement d'ensemble  de  points  imaginaires.  Si  Ton  veut,  récipro- 
quement, passer  de  la  surface  réglée  à  la  surface  générale  de  Kum- 
mer, il  faut  partager  la  région  de  première  espèce  en  deux  feuilles 
réelles  et  négliger  (considérer  comme  imaginaire)  la  région  de  se- 
conde espèce.  Les  régions  de  l'une  des  espèces  sont  séparées  par 
des  courbes  des  régions  de  l'autre  espèce,  et  les  deux  feuilles  qui 
résultent  d'une  des  régions  doivent  se  rattacher  entre  elles  le  long 
de  cette  délimitation. 

Ainsi  tout  revient  à  trouver  cette  délimitation.  Le  cas  limite  de 
la  surface  réglée  se  présente  lorsqu'on  fait  mouvoir  un  point  no- 
dal,  et  par  suite  aussi  tous  les  autres  sur  une  des  dix  surfaces  ré- 
glées. Les  seize  points  nodaux  se  présentent  ici  comme  points 
d'intersection  de  quatre  génératrices  d'une  série  de  la  surface  réglée 
avec  quatre  génératrices  de  l'autre  série,  tandis  que  les  seize  plans 
doubles  contiennent  chacun  une  génératrice  de  chaque  série. 
Comme  maintenant  la  surface  de  Kummer  ne  peut  en  aucun  point 
être  située  des  deux  côtés  par  rapport  à  un  plan  double,  on  voit  que 
ces  huit  génératrices  elles-mêmes  séparent  les  régions  des  géné- 
ratrices d'une  espèce  de  celles  des  génératrices  de  r autre  espèce, 

fini/,  des  Sviencex  mnthém.,  'i*  S«^rie,  t.  V.  (Scploiiibro  1881.)  2J 
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Nous  obtiendrons  maintenant  toutes  les  formes  de  la  surface  en 
examinant  tous  les  cas  possibles  qui  peuvent  se  présenter  ici.  On 
ne  peut,  en  effet,  oublier  aucune  forme,  puisqu^il  y  a  toujours  des 
surfaces  limites  réelles,  et  que  la  surface  générale  peut  toujours 
être  amenée  dUine  manière  continue  à  la  position  limite. 

Dans  le  type  I  nous  distinguerons  trois  cas.  La  surface  limite 
est  ici  un  hyperboloïde,  et  il  peut  se  faire  ou  que  les  huit  généra- 
trices (qui  séparent  les  régions  d'espèce  différente)  soient  toutes 
réelles,  ou  que  les  quatre  génératrices  d'une  série  soient  réelles  et 
celles  de  l'autre  série  imaginaires,  ou  enfin  que  les  huit  généra- 
trices soient  toutes  imaginaires. 

Dans  le  premier  cas,  l'hyperboloïde  est  partagé  en  seize  régions 
quadrangulaires  ;  dans  le  second  cas,  en  quatre  bandes  infinies  ; 
dans  le  troisième  cas,  il  reste  intact.  Dans  le  premier  cas,  on  a  à 
recouvrir  huit  régions  de  l'hyperboloïde  à  deux  nappes,  non  adja- 
centes les  unes  aux  autres,  et  l'on  obtient  ainsi  le  cas  limite  de  la 
surface  la,  et  en  même  temps  une  bonne  image  de  la  surface  géné- 
rale. Dans  le  second  cas,  il  faut  recouvrir  doublement  deux  bandes 
non  contiguës,  et  l'on  obtient  la  surface  I^  à  deux  nappes  exté- 
rieures l'une  à  l'autre.  Dans  le  troisième  cas,  où  l'hyperboloïde 
entier  se  compose  d'une  seule  région,  on  devra  recouvrir  double- 
ment l'hyperboloïde,  ou  ne  pas  le  recouvrir  du  tout,  selon  qu'on  le 
considérera  comme  une  région  de  l'une  ou  de  l'autre  espèce.  Ainsi 
l'on  obtiendra  la  surface  I^,  composée  de  deux  nappes  Tune  à  l'in- 
térieur de  l'autre,  ou  la  surface  imaginaire  I^. 

Le  type  II,  où  les  surfaces  limites  sont  encore  des  hyperbo- 
loïdes,  admet  encore  deux  cas.  Parmi  les  génératrices  de  l'une  des 
séries,  deux  doivent  toujours  être  réelles  et  deux  imaginaires,  tan- 
dis que  les  génératrices  de  l'autre  série  doivent  être  ou  toutes  réelles 
ou  toutes  imaginaires.  Dans  le  premier  cas,  où  il  faut  recouvrir 
doublement  quatre  réglons  non  contiguës,  apparaît  la  surface  II^; 
dans  le  second  cas,  où  il  faut  recouvrir  une  bande  infinie,  on  ob- 
tient la  surface  11^. 

Dansle  type  III  aussi  les  surfaces-limites  sont  des  hyperboloïdes, 
et  ici,  sur  quatre  génératrices  de  chaque  série,  il  y  en  a  nécessai- 
rement deux  réelles  et  deux  imaginaires.  On  trouve  de  cette  ma- 
nière, sur  l'hyperboloïde,  quatre  régions  dont  deux  doivent  être 
doublement  recouvertes,  et  donnent  naissance  à  la  surface  III. 
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Le  type  IV,  enfin,  a  pour  surfaces-limites  des  ellipsoïdes  et  des 
hyperboloïdes  à  deux  nappes.  Par  conséquent  les  quatre  généra- 
trices de  l'une  des  séries  devront  être  les  imaginaires  conjuguées 
de  celles  de  l'autre  série,  ce  qui  détermine  sur  la  surface-limite 
quatre  points  réels.  Maintenant,  suivant  que  rellipsoïde  (ou  Thy- 
perboloïde  à  deux  nappes)  sera  doublement  recouvert  ou  ne  le  sera 
pas  du  tout,  on  obtiendra  la  surface  IV^  ou  les  surfaces  IV^.  La 
première  se  compose  de  deux  ellipsoïdes  renfermés  Tun  dans 
Tautre,  et  qui  se  touchent  aux  quatre  points  en  question  ;  la  seconde 
aces  quatre  points  comme  points  nodaux,  et  elle  est,  d'ailleurs,  en- 
tièrement imaginaire. 

IIL  —  Représentation  analytique  en  coordonnées  de  points. 


Notre  point  de  départ  sera  ici  la  surface  à  16  points  nodaux 
réels,  de  Téquation  de  laquelle  on  peut  déduire  les  équations  de 
toutes  les  autres  par  des  transformations  réelles  ou  imaginaires. 

Les  coordonnées  de  lignes,  dans  le  type  I,  sont  de  la  forme 

•^î  =  7  (Pu  — 7^8*  )  =  7  (  w'i -a^j  —  ^1  w,  —  7i  5, 4- 5,  J,  ), 


{Plk-^Pu)=       («'l-t— -lWî-+-^,J,  — JjA,',), 


iPi^  —Pu)  —ji^'i^i  —  ^i^^'î  —  ^i7î-+-7i^2). 


De  là  résultent,  pour  les  surfaces  réglées  du  second  degré,  les 
équations 

123,456 2(ir/  —  j7^)  =  o, 

1 24, 356 2 ( ivy  -h  arz)=^o, 

1 26, 345 2  (  ^vz  —  xy)  =:  0, 

125,346 2{ivz  -+-  xy)  =z  o, 

1 56, 234 'i(^vx  —  yz):=io, 

1 34, 256 2{^vœ-\-  yz)  =  o, 
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1 35, 246 '.  (»»'•  4- j:'h- j'-h  :;*=:o, 

1 36, 245 {iv^  —  ûc*  —  j'H-;;*=o, 

145, 236 (çv* — x^-\-y^  —  s'=o, 

1 46, 235 (jr'4-J?'  —  j' — 5'=::0. 

L^équalion  de  la  surface  à  seize  points  nodaux  réels  est,  comme 
on  sait, 


w^  -H  ^*  -h  y^  -+- 


"K 


1 


(  ^^'î  x\  —  yl  -î  )  (  M^î  JÎ  —  a: J  5j  )  (  ivj  >s J  —  ^J  jj  ) 

_   ^  H-  r  j  ~  »^0  -  ^0  (  ^^,      »  -I-  ^î  ;;2  ) 

_.  <  "^/;  ~  ^;  -;  -'^^  (  iv«  ^«  -  .r«  r'  ) , 

en  supposant  e,  e'=  ±:  i . 

Si  Ton  fait  maintenant  la  substitution  w'  =  Wy  x  =  ix,  y  z=ziy^ 
z'  =z  Zy  alors  les  six  complexes  linéaires  ^«  =  o,  5:2=  o, . . .,  x^  =  o 
resteront  sans  altération  dans  leur  ensemble,  à  Téchangeprès  entre 
x^=  o  et  ^0=  o.  De  même,  les  dix  surfaces  du  second  degré  n'é- 
prouvent aucun  changement.  I^a  surface  de  Kummer  \a  doit  donc  y 
dans  la  substitution  en  question^  se  changer  en  une  autre  sur- 
face du  type  I.  On  voit  maintenant,  de  plus,  que  les  points  nodaux 
de  la  nouvelle  surface  sont  imaginaires,  que  cette  substitution 
transforme  la  surface  \a  dans  la  surface  1^  ou  I^,  et  Ton  obtient 
ainsi  Tune  ou  l'autre  de  ces  dernières,  suivant  que  Ton  a 

^î  -+-  -î  —  ^\  —J'o  >  2«^o5j  —  J^lyl, 

ou  non,  comme  les  recherches  de  l'auteur  le  font  voir. 

Pour  transformer  les  six  complexes  linéaires  du  type  I  dans  ceux 
du  type  II,  on  peut  se  servir  de  la  transformation 

iv  —  j\v',    x  —  œ\    y  —  y\    -=y-', 

où  j  =  sfiy  parce  que  les  complexes  ^5  =  o  et  jr^  =  o  se  changent 
alors  en  des  complexes  imaginaires  conjugués,  tandis  que  les 
autres  complexes  restent  réels.  La  même  transformation  change 
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naturellement  aussi  les  dix  surfaces  du  second  degré  du  type  Idans 
les  surfaces  correspondantes  du  type  II,  et  la  surface  de  Kummer 
la  en  une  surface  du  type  II.  Cette  surface,  il  est  vrai,  est  encore 
entièrement  imaginaire,  puisque  son  équation  acquiert  des  coefli- 
cients  imaginaires.  Mais  si  Ton  pose,  en  même  temps  que  les 
équations 

celles-ci  : 


la  surface  transformée  deviendra  réelle.  Cette  surface,  possédant 
huit  points  nodaux  réels,  est  par  suite  identique  avec  11^.  Par  la 
nouvelle  substitution  w  =  tv',  x  =  iod  ^y  =^,  z  =  iJ^  lia  se  change 
en  11^. 

Les  six  complexes  linéaires  du  type III  se  déduisent  des  complexes 
correspondants  du  type  I  par  la  substitution 

w  =  iw\     x=:x\     y  =Jy'y     -  =/-'• 
En  posant,  de  plus, 

wq — liv^j    xq — x^y   y^ — jy^i    ^0 — y^o» 

Téquation  de  la  surface  la  se  change  dans  Téquation  de  la  sur- 
face III. 
En  appliquant  la  substitution 

«'  z=  m'',      X  r=z.x\      y  r=z  y\      z  =  z\ 

les  complexes  du  type  I  se  changent  dans  les  complexes  conjugués 
deux  à  deux  du  type  IV.  Par  la  même  substitution,  la  surface  la  se 
change  en  une  surface  du  type  IV,  dontréquation  contient  encore 
des  coefficients  imaginaires.  Mais  si,  dans  Téquation  de  la  sur- 
face I^,  on  substitue  iw  et  iw^  à  la  place  de  w  et  de  iVo,  Téquation 
deviendra  réelle  et  représentera  ou  la  surface  IVa  ou  la  surface  IV^ 
suivant  que  le  produit 

(^  Kv\^  x\-\-  y\-\-  z\){w\  —  x\->^  y\-\-  z\) 
X  («'5  4-  x\  —y\  4-  s»  )(«rj  ^x\-\-y\  —  z\) 

sera  négatif  ou  positif,  comme  on  le  voit  en  développant  les  cal- 
culs. 
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SURFACES  RÉGLÉES. 

Dans  le  deuxième  et  le  troisième  paragraphe  de  ce  travail,  Fau- 
teur traite  encore  en  peu  de  mots  les  surfaces  réglées  du  quatrième 
ordre  à  deux  droites  doubles,  comme  cas  particuliers  de  la  surface 
de  Kummer.  Ces  surfaces  s'obtiennent  en  faisant  coïncider  les 
points  nodaux  de  la  surface  de  Kummer  deux  à  deux  sur  les 
directrices.  On  fait  voir  qu't7  existe  encore  un  nombre  simple- 
ment infini  de  surfaces  réglées  ayant  les  mêmes  huit  points 
cuspidaux;  que  d^ ailleurs  les  points  cuspidaux  ne  sont  pas  en- 
tièrement arbitraires,  mais  que  leur  rapport  anharmonique 
doit  être  toujours  le  même  sur  les  deux  droites  doubles. 

Quant  à  la  forme  de  ces  surfaces  développables,  on  distinguera 
les  cas  suivants  : 

1.  La  surface  réglée  à  droite  double  réelle  et  à  huit  points  cus- 
pidaux réels.  Son  équation  est 

La  surface  se  compose  de  deux  nappes,  qui  se  traversent  elles- 
mêmes  suivant  la  droite  double. 

2.  Les  deux  surfaces  réglées  à  droite  double  réelle  et  à  points 
cuspidaux  imaginaires.  Leur  équation  se  tire  de  la  précédente  par 
la  substitution 

iv'z=iiv,     x^  z=zix^     y=ziy^     z'=iz. 

L'une  de  ces  deux  surfaces  se  compose  de  deux  nappes,  qui  se  tra- 
versent mutuellement  suivant  la  droite  double;  Tautre,  en  dehors 
de  la  droite  double,  ne  possède  aucun  point  réel.  Suivant  que 
c^{y*Q  -{-  zl)  est  ou  non  plus  grand  que  (c*  -H  i)ylzl,  on  se  trouve 
dans  le  premier  cas  ou  dans  le  second. 

3.  La  surface  réglée  à  deux  droites  doubles,  ayant  seulement 
quatre   points   cuspidaux  réels  (situés  deux   à   deux  sur  chaque 
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droite).  Son  équalion  se  déduit  de  la  précédente  par  les  substitu- 
tions 

irnzn'',     x—jx',     y—JY\     z—z\     et     y^—jy^,     c  —  jc'. 

Elle  se  compose  d'une  seule  n^ppe  qui  se  traverse  elle-même  sui- 
vant la  droite  double. 

4.  Les  deux  surfaces  réglées  à  droites  doubles  conjuguées  ima- 
ginaires. Leur  équation  est 

o  =  ( «v* 4-  a:* )* 4-  (  r' -\-  z^y 

/»  /•»•  .^__  -»,•'  f*  t'*  '   \^* 

-f-  2(«rv—  J^^)* '^(iv;;  -+--'*j)   -; — : —  * 

Si  Ton  a 

2  ^0  Vo  (  O'o  -h  .ro  )  >(  xl  —  yl  )  {cxo  —  .Vo  ), 

la  surface  aura  deux  nappes  réelles,  qui  peuvent  être  intérieures 
ou  extérieures  Tune  à  Tautre;  mais,  si  cette  inégalité  n'a  pas  lieu, 
la  surface  sera  imaginaire. 

5.  La  surface  réglée  à  droite  double  imaginaire  conjuguée,  et  à 
une  seule  nappe  réelle.  Son  équation  se  déduit  de  la  précédente 
par  la  substitution 

\v  —  j\%'\     .r=:j\r',     et     c—jc\     Xo—jXq. 

6.  La  surface  réglée  à  deux  droites  doubles  réelles,  ayant  quatre 
points  cuspidaux réels  surTunede  ces  droites,  et  quatre  autres  ima- 
ginaires sur  l'autre  droite.  Son  équation  se  déduit  de  celle  delà 
surface  réglée  à  huit  points  cuspidaux  réels,  au  moyen  des  substi- 
tutions jc  =  «V  et  ZQ=izQ.  Cette  surface  réglée  se  compose  de 
deux  nappes,  dont  chacune  se  traverse  elle-même  le  long  de  Tune 
des  droites  doubles,  tandis  que  les  deux  nappes  se  traversent  mu^ 
tuellement  suivant  l'autre  droite  double.  Nous  l'avons  passée  ina- 
perçue dans  notre  Mémoire  des  Mathem.  Annalen, 

Il  existe  donc  en  totalité  huit  surfaces  réglées  différentes. 

RoH». 
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SUR  LES  DIFFÉRENTIELLES  DES  FONCTIONS  DE  PLUSIEURS  VARIABLES 

INDÉPENDANTES; 

Par  m.  g.  DARBOUX. 

I. 

Dans  son  Cours  d' Analyse,  p.  64>  M.  Hermîle  a  remarqué  que, 
SI  l'on  développe  le  radical 


suivant  les  puissances  de  x  et  de  jk>  le  groupe  homogène  des  termes 
du  second  degré  dans  le  développement  de  ce  radical  entre  comme 
facteur  dans  le  groupe  homogène  des  termes  du  troisième  degré 
et  des  degrés  plus  élevés.  Ce  résultat  si  curieux  peut  encore  être 
formulé  de  la  manière  suivante  :  Si  Ton  considère  la  fonction 

où  y  (jr,  /)  est  un  polynôme  du  second  degré,  et  que  l'on  déve- 
loppe/(j:  -|-  dxy  y  -h  dy)  suivant  les  puissances  de  dx,  dy  par  la 
formule 

/(x  H-  dx,  y  -+-  dy)  =:/(x,  y)  -h  d/-+-^d*/-\-  . . . 

rf'/,  rf*/, . . .  sont  divisibles  exactement  par  d'^f,  quelles  que  soient 
les  différentielles  dx,  dy.  Cette  proportion  est  remarquable  parce 
qu^elle  s'applique  à  la  suite  indéfinie  des  différentielles  à  partir  de 
la  troisième  ;  et  elle  paraît  au  premier  abord  extrêmement  limi- 
tative. 

Mais  il  est  aisé  de  prouver  que,  si  la  différentielle  troisième  d'une 
fonction  est  exactement  divisible  par  la  différentielle  seconde,  il 
en  sera  de  même  de  toutes  les  différentielles  d'ordre  supérieur  à 
trois.  Plus  généralement,  si  la  différentielle  n  -\-  i'*""  d'une  fonc- 
tion est  divisible  par  la  difliérentielle  /i'*"",  il  en  sera  de  même  de 
toutes  les  différentielles  d'ordre  supérieur  à  /i  -h  i. 
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Considérons  en  effet  une  fonction /de  [x  variables  x<,. .  .*  jr^  4* 
supposons  que  Ton  ait 

on  déduira  de  là  par  la  différentiation 
et  par  conséquent 

En  différentiant  de  nouveau,  on  démontrera  de  même  <}u^ 
dt-^ifei  les  différentielles  suivantes  sont  toutes  divisibles  par  rf*/. 

Je  me  suis  proposé  de  résoudre  d'une  manière  générale  La  quei^ 
tion  suivante  : 

Trouver  toutes  les  fonctions  de  [x  variables  x^^  . . .  ^  x^  pour 
lesquelles  la  différentielle  {n  -+-  i)'<^'»<?  est  exactement  dvvi$ihU 
par  la  différentielle  /i'^'"*,  c'est-à-dire  toutescelles  pour  lesqu^ellef 
on  a 

(i)  d^^^f^  (A,^Xi  +  ...-+-  k^dx^)d''f, 

quelles  que  soient  les  différentielles  dx^^  ...,  dx^.  Je  \êi^, 
indiquer  ici  la  marche  que  j'ai  suivie  et  les  résultats  que  Jlai 
obtenus. 

Les  deux  membres  de  l'équation  (i)  sont  des  polynômes  iftCMMO- 
gènes  d'ordre  n  -H  i  par  rapport  aux  différentielles  dXi^  • . .  *  4ic> 
£n  écrivant  que  ces  polynômes  sont  égaux  terme  à  teriiàe^ 
une  suite    d'équations  qui  feront  connaître   toutes  ïm 
d'ordre  /i  -f-  i  de  la  fonction/,  exprimées  en  fonction 
d'ordre  n  et  des  quantités  inconnues,  A|,  .  . . ,  Aj*.  Ou  ^mrtmllk- 
miner  ces  quantités  inconnues  et  l'on  serait  condAMi  # 
nombre  d'équations  aux  dérivées  partielles   d'ord*e  H 
quelles  devrait  satisfaire  la  fonction  /,  et  qu'il  »*«$'iedii4'4Mi0ir 
J'ai  suivi  une  marche  différente  dans  laquelle  oo 
tités  A/. 

Désignons, pourabréger,  par/^^^',   la  dérîvé-e 
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dont  nous  avons  une  expression  en  fonction  des  quantités  A/  et 
des  dérivées  d^ordre  n  de/.  Si  Ton  substitue  les  expressions  de  ces 
dérivées  dans  les  conditions  d'intég^abilité 

^    (  é'f+i  \ /  f/i+ 1  \ 

,    nr  '        •••••"  *i— IV  •••A'-  •  ••  V  Ain      •'  *•'  •••  •'    ••  •A-, %'' 

on  sera  conduit  à  des  relations  contenant  les  fonctions  A/  et  leurs 
dérivées  premières,  ainsi  que  les  dérivées  d'ordre  /i  et  /i  -i-  i  de  la 
fonction  /.  On  pourra  évidemment  éliminer  les  dérivées  d'ordre 
71  -f-  I  de/,  en  les  remplaçant  par  leurs  expressions  connues,  et  il 
restera  des  relations  entre  les  dérivées  d'ordre  n  de/,  les  fonc- 
iions  A/  et  leurs  dérivées  premières.  Ce  sont  ces  relations  qui  ser- 
viront de  point  de  départ  à  notre  recherche,  et  nous  allons  d'abord 
les  établir. 

Il  serait  beaucoup  trop  long  de  les  considérer  isolément.  Mais 
on  peut  les  obtenir  d'une  manière  rapide  et  les  écrire  sous  une 
forme  condensée  assez  élégante  en  opérant  de  la  manière  suivante. 
Nous  désignerons,  pour  abréger,  par  cIpo^'P/Isl  diflerentielle  n**^ 
dont  l'expression  symbolique  est 

C'est  la  différentielle  /i'*"*  que  l'on  obtiendrait  si  l'on  différentiait/> 
fois  la  fonction/  en  employant  le  système  des  différentielles 

pour  les  variables  indépendantes,  et  n  — p  fois  en  employant  le 
système 

0.1^1,  .    .    .   ,     O^JIJ 

toutes  ces  différentielles  étant  d'ailleurs  traitées  comme  des  con- 
stantes dans  les  différentiations  successives. 
Posons,  pour  abréger, 

ti,i  =z  A,  dwi  -H ...  4-  \.„eijr.^  ; 
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Téquation  (i)  pourra  s'écrire 

Si  nous  remplaçons  partout  la  caractéristique  d  par 

c'est-à-dire 

dxi    par     Xdxi^lxi, 

et  que  nous  égalions  les  coedficients  de  \p^  \p^^  dans  les  deux 
membres,  nous  aurons  les  deux  équations 

{n-\-\)dPl'*-^^'-pf 

=  (/i  4-  i—  p)u^dPl''-Pf-\- puadP-n'^-'P^^Jy 

'  (/i-M)c^'^*8«-V 

=  {n  —p)u^dP-^^l''-P-'^ f  -\-  (p  -^\)uadPl''-Pf, 

Prenons  la  dîfierentielle  d  de  la  première  équation,  et  la  difTé- 
rentielle  S  de  la  seconde  nous  obtiendrons  deux  expressions  de 

que  nous  pourrons  égaler,  ce  qui  nous  conduit  à  la  relation 

(n  -h  i  —  p)duidP^''-P/ -}- pduaO'^-P^^ dP-^J 

—  {n—p)luidP^^^''-P-'^f—(p-^\)lua^'''PdPf 
4-  mdP-^^l'^-Pf—  uadPZ^^^-Pf^  G. 

Si,  dans   cette  équation,  nous  remplaçons  les  difTérentielles 

par  leurs  expressionstirées  des  formules  (2),  nous  serons  conduits 
à  la  formule 

(n—  p)l''-P-'  dP^'f(-^ lu^ 

-f-  (/>  4-  i)a«-/'t/v(-  5"c/-+-  ^^  ) 

4-  ( /i  4- 1  —p)dP^^-P/{dtii  -  -^^^ 


(3) 


4-/>5«-/'-^'  dP-'f(dua ^^  =  o. 


n  4-  I 
qui  devra  être  vérifiée,  quelles  que  soient  les  différentielles  d.  0, 
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pour  toutes  les  valeurs  du  nombre  entier,/?  de  oà  n  inclusivement, 
Je  commencerai  par  examiner  le  cas  où  l'expression 

—  ouè=:  — ■ — ' — :r~r~. — (oAjOa:,-i-  . . .  -+-oA,4S.r^)*, 


sera  nulle,  quelles  que  soient  les  différentielles  ^x^  -,  alors  on  aura 
de  même 

(4)  ^  =''«■'. 

et  Téquation  (3)  se  réduira  à  la  suivante  : 

qui,    devant  être   vérifiée,    quel  que    soit    le  nombre  entier  p, 

nous  donne 

Urtm 

n-h  I 
L'équation 

entraîne  les  relations  suivantes  : 

djok       djCi 

qui  montrent  que  Ud  est  la  différentielle   d'une  fonction.  Nous 

pourrons  donc  poser 

in-\'i)dv 

Ud=-'- > 

i' 

ce  qui  donnera 

—  in-hï)fi'V       (n-hi)  rii** 


dud  = h 


v^ 


Portant  cette  valeur  dans  l'équation  (4),  nous  aurons 

d^  V  =  o, 
et,  par  conséquent, 

ç^  =  a,  ^,  -h  a,  j;,  -f- .  .  .  -h  a^  J7^  -H  3t. 

On  ne  peut  supposer  que  toutes  les  quantités  a/  soient  nulle», 


!    i 

I 
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car  alors  d'^^f  serait  nulle,  et  la  fonction/  serait  un  polynôme 
entier  de  degré  /i.  Par  suite,  on  pourra  toujours,  par  une  sub- 
stitution linéaire  à  coefGcients  constants,  ramener  ç  à  la  forme 

et  Téquation  (i)  deviendra 


Posons 


(6)  d^f^  --jqrjF(^,,...,j?^,  ^x,,  ..  ,,dx^), 

* 

F  désignant  une  fonction  homogène  d'ordre  n  de  rfxi,  . . .,  dx^y 
qui  reste  à  déterminer,  et  désignons,  pour  la  commodité  des 
notations,  dx^  par/>|t.  On  aura 

et,  si  nous  portons  ces  expressions  des  différentielles  «'*■"  el(rt  -t- 1  )•*■■• 
dans  l'équation  (5),  il  restera 

mais  cette  dernière  équation  n'est  pas  suffîsante.  Il  nous  reste  à 
écrire  les  conditions  qui  exprimeiTt  que  le  second  membre  de 
Téquation  (6)  est  la  différentielle  /i'*"**  d'une  fonction.  Ici  encore, 
pour  éviter  des  calculs  compliqués,  nous  ferons  usage  d'une  pro- 
position générale. 

Considérons  une  fonction  o  qui  soit  entière,  homogène  et 
d'ordre  n  par  rapport  aux  quantités  y?,-  =  dxi^  les  coefficients  de  ce 
polynôme  étant  d'ailleurs  des  fonctions  quelconques  des  variables 
Xi,  et  cherchons  les  conditions  qui  sont  nécessaires  pour  qu'il 
existe  une  fonction  /  satisfaisant  à  Téquation 

Si,  dans  les  deux  membres  de  cette  équation,  on  remplace  d  par 
t/-f-Xo,  et  que  l'on  égale  les  coefficients  de  \  dans  les  deux  mem- 
bres, on  aura 
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Le  second  membre  devra  donc  être  la  différentielle  8  de  nd^"^/. 
Réciproquement,  toutes  les  fois  que  l'expression 

où  les  quantités /7|,  .  • .  ,/7|i  sont  regardées  comme  des  constanteS| 
sera  une  différentielle  exacte  pour  toutes  les  valeurs  possibles  de 
ces  constantes,  il  sera  possible  de  trouver  une  fonction  dont  f  sem. 
la  différentielle  n}^^^.  Ainsi  les  conditions  pour  que  la  fonction  f 
soit  une  différentielle  /i**°*  exacte  sont  les  suivantes  : 

(8)  ^*?     ^     à'o 

qui  doivent  être  vérifiées,  quelles  que  soient  les  quantités  pi. 

Appliquons  cette  proposition  générale,  dont  la  démonstration 
est  facile,  au  problème  particulier  que  nous  avons  à  traiter.  Ici, 
nous  prenons  pour  cp  l'expression 

»  '  •'^i  >  •  •  •  ï  «^ji*  P\  ï  •  •  •  j  p^  ) 


,.  «-ri 


•*.'-', 


F  satisfaisant  déjà  à  l'équation  (7).  Les  équations  (8)  prennèf|lia 
forme  suivante  :  ^  • 

^^^  dpidxk'~  dpkdxi' 

dans  le  cas  oit  les  deux  indices  i  et  k  sont  svpposés  différesis  de 
l'unité.  Si  l'un  d'eux  est  égal  à  i ,  on  a 

dpiùJi'i       Opiâu'i         Xi     dpi 

Il  faut  donc  déterminer  la  fonction  F  qui  satisfait  en  même  temps 
aux  équations  (7),  (9), (10). 

Diflercntions  l'équation  (7)  par  rapport  à/>i,  et  tenons  compte 
des  équations  (10).  Le  résultat  de  cette  différentiation  prendra  la 
forme 

àu'i       ^      àpiâxi  .r,     ^      àpi 
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En  vertu  du  théorème  des  fonctions  homogènes,  on  a 

V      Jll^-^n  — 

i 
i 

Uéquation  précédente  peut  donc  aussi  être  écrite  sous  la 
forme 

Différentions  maintenant Téquation  (7  )  par  rapport  à  pi^  i  étant 
cKiférent  de  i  ;  on  trouvera,  en  suivant  la  même  marche  et  tenant 
compte  des  formules  (9)  et  (10), 

V 

Il  est  maintenant  facile  de  déterminer  la  fonction  F  satisfaisant 
am  éqHalions(7),  (i  i),  (is>.). 
jppsonsy  en  effet, 

P\k'-=^Pi^k—PkJ^\' 

'Nous  pourrons  exprimer /?2. .  ./?i*en  fonction  de/?i,/?i2,/?i3,. . ., 
p%^  et  des  quantités  Xi^  et  par  conséquent  donner  à  F  la  forme 
d'un  polynôme  homogène  par  rapport  kpi^  pi^,. ,  .y px^^  les  coef- 
ficients de  ce  polynôme  pouvant  être  des  fonctions  des  variables  x/. 
Mais  alors  les  équations  (12)  nous  donnent 

et  Inéquation  (7), 

dV 


dx'x 


o 


F  sera  donc  une  fonction  homogène  entière  à  coefficients  con- 
stants des  quantités 

dxiy  Xfidx^  —  Xx dxfi, 

et  il  est  aisé  de  voir  que  toutes  les  conditions  (9),  (10)  seront 
vérifiées  quel  que  soit  ce  polynôme. 
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Il  nous  reste  à  trouver  la  fonction  /  satisfaisant  à  Téquation 

d"f^=:  '  ^^^^  F(djr^y  x^dxx  —  x^dx^^ ,  x^dx^ — x^dx^)^ 

X  ^ 

où  F  est  ce  polynôme  à  coefficients  constants  que  nous  venons  de 
définir.  On  trouve  sans  difficulté,  par  la  considération  du  coeHi- 
cientde  daf\j 

(— O" 

J     -— •    ~        ~        M  "^    ('   >     •^t»     "^J?  •    •    •   »     «^Jl)» 

I    »&   m   O  m     m     •     fiX  ^ 

en  négligeant  un  polynôme  entier  d'ordre  n  —  i,  dont  la  différen- 
tielle /i**"*  est  évidemment  nulle.  Le  numérateur  de  l'expression 
de /est  le  polynôme  entier  le  plus  général  d'ordre  n  en  X2y  . . . ,  j^i». 
On  peut  lui  ajouter  évidemment  des  termes  contenant  ûCi  en  fac- 
teur, d^ordre  égal  ou  inférieur  à  n,  puisque  ces  termes,  divisés  par 
Xi^  donneront  un  quotient  entier  qui  disparaîtra  dans  la  différen- 
tielle /i**"*.  Si  l'on  se  rappelle  enfin  que  nous  avons  fait  une  sub- 
stitution linéaire,  on  voit  que  notre  première  solution  nous  conduit 
à  la  fonction/,  dont  Texpression  est 


/  .o\  f r  \X^ ,  J7^, ...»  X^  ) 


» 


où  F  est  le  polynôme  le  plus  général  d'ordre  /i,  et  P  une  fonction 
linéaire  quelconque. 
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COMPTES   RENDUS   ET  ANALYSES. 

HOLST  (Elling).  —  On  Poncelbts  Betydning  for  Geometrien  (*). 

Ce  travail  remarquable,  résultat  des  études  faites  par  Tauteur 
sur  les  sources  mêmes,  a  pour  objet  l'appréciation  du  rôle  des 
découvertes  de  Poncelet,  qui  ont  marqué  une  époque  en  Géo- 
métrie. Pour  cela,  Tauteur  considère,  dans  le  Chapitre  I*"",  la  Géo- 
métrie des  Anciens;  dans  le  Chapitre  II,  la  Géométrie  après  la 
Renaissance;  dans  le  Chapitre  III,  Técole  géométrique  deMonge, 
en  signalant  en  même  temps  les  traces  d'un  grand  nombre  d'idées 
que  Poncelet  a  le  premier  mises  au  jour,  et  qui  se  rencontrent 
déjà  en  germe  chez  ses  prédécesseurs.  Ensuite  les  Chapitres  IV-IX 
traitent  des  théories  géométriques  les  plus  importantes  qui  sont 
dues  à  Poncelet.  Enfin  le  Chapitre  X  est  consacré  aux  successeurs 
de  Poncelet,  en  particulier  à  Môbius,  Chasles,  Steiner,  Pliicker  et 
Bobillier.  S.  L. 


KERVILER  (René).  —  Claude-Gaspard  Bachbt,  seigneur  de  Méziriac,  l'un 

DBS  QUARANTE  FONDATEURS  DE  L* ACADÉMIE  FRANÇAISE.  ÉtUDB  SUR  SA  VIE  ET 

SUR  SES  ÉCRITS.  —  Paris,  S.-B.  Dumoulin,  1880. 

Cette  Notice,  extraite  de  la  Revue  historique,  nobiliaire  et 
biographique,  est  un  fragment  de  Touvrage  si  consciencieux  que 
M.  René  Kerviler  consacre  à  l'histoire  de  l'Académie  française  et 
dont  il  a  publié  déjà  tant  de  chapitres  remarqués.  Après  quelques 
renseignements  sur  la  famille  dq  Bachet,  l'auteur  étudie  successi- 
vement le  poète,  le  mathématicien,  Térudit  et  l'académicien. 

Bachet  naquit  à  Bourg,  en  Bresse,  le  9  octobre  i58i,  à  2  heures 
de  l'après-midi  ;  c'est  ce  qu'établit  un  acte  de  naissance  publié 
d'après  les  archives  de  Bourg.  Sa  famille  était-elle  noble? M.  René 
Kerviler  considère,  à  juste  titre,  comme  suspectes  les  armes  sui- 


(*)  E.  H0L8T,  Sur  l'importance  des  travaux  de  Poncelet  en  Géométrie.  Pro- 
gramme universitaire  pour  Tannée  1878;  166  pages  in-8®. 

Bull,  des  Sciences  mathém.^  a*  Série,  t.  V.  (C»  %& 
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vantes,  indiquées  par  S.  Guichcnon  :  De  sable,  à  un  triangle  d^or, 
au  chef  cousu  d'azur  chargé  de  trois  étoiles  d'or.  Ce  triangle 
est  vraiment  inquiétant.  Ayant  achevé  ses  études,  Bachet  se  fit 
jésuite  ;  mais  sa  mauvaise  santé  le  força  bientôt  à  rentrer  dans  le 
monde.  Il  fit  quelques  voyages  à  Rome  et  à  Paris,  et,  comme  le  re- 
marque M.  Kerviler,  c'est  probablement  en  1611  qu'il  fut  sur  le 
point  d't^tre  nommé  précepteur  de  Louis  XIII.  Après  cette  aven- 
ture, il  se  retira  à  Bourg,  en  Bresse,  s'y  maria  et  se  consacra  tout 
entier  à  la  littérature  et  à  la  science. 

Il  fut  toujours  médiocre  poète  français  :  le  poète  italien  et  le  poète 
latin  valaient  mieux.  Les  seuls  ouvrages  qui  le  recommandent  à  la 
fois  à  la  postérité  et  aux  lecteurs  de  ce  recueil  sont  les  Problèmes 
plaisants  et  délectables  et  le  Commentaire  sur  Diophante.  La  bi- 
bliographie de  ces  deux  ouvrages  est  exactement  retracée  par 
M.  Kerviler  :  on  désirerait  seulement  trouver  dans  son  étude  une 
critique  plus  creusée.  II  y  a  bien  des  observations  mathématiques  à 
faire  sur  les  Problèmes  plaisants  et  délectables  (*  ),  et  le  travail 
préparatoire  de  l'édition  de  Diophante  a  suscité  plus  d'une  cri- 
tique (2).  Le  géomètre  bressois  a  laissé  aussi  des  Éléments 
d^ Arithmétique  que  M.  Kerviler  mentionne,  auxquels  l'auteur 
attachait  une  grande  importance  et  qui  n'ont  été  signalés  que 
dans  ces  derniers  temps  à  la  Bibliothèque  de  l'Institut ('). 

C/est  probablement  le  Commentaire  sur  Diophante  qui  mit 
Bachet  en  goût  de  l'érudition  pure  ;  il  publie  en  1626  une  tra- 
duction des  L pitres  d'Ovide  en  mauvais  vers  français,  mais  accom- 
pagnée de  commentaires  curieux  ;  en  i632,  un  excellent  morceau 
sur  la  vie  d'Esope,  etc.;  enfin  il  prépare  une  traduction,  aujourd'hui 
perdue,  de  Plutarque,  dans  laquelle  il  corrigeait  des  milliers  de 
fautes  échappées  à  Amyot. 

Dans  le  chapitre  consacre  à  Bachet,  membre  de  l'Académie, 
M.  Kerviler  reproduit  une  partie  de  la  curieuse  harangue  que 
Méziriac  fit  lire  à  l'Académie  par  Vaugelas,  le  10  décembre  i635  ; 


r 

(*)  KnotAnD  Lucas,  Récréations  mathématiques^  i"  récréation. 
(')  Léon  Hodet,  Sur  les  notations  numériques  et  algébriques  antérieurement 
au  xw"  siècle,  p.  45.  Paris,  Leroux,  1881. 

(')  Cil.  Hknhy,  Recherches  sur  les  manuscrits  de  Pierre  de  Fermât,  p.  gS  et 

suiv. 
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il  cherche  à  doser  le  vrai  et  le  faux  dans  la  Notice  consacrée  par 
Pellisson  à  Tacadémicien  ;  enfin  il  reproduit  une  épitaphe  sur  par- 
chemin,  conservée  autrefois  à  la  cathédrale  de  Bourg,  et  public  une 
seconde  fois  le  testament  vraiment  sympathique  de  ce  savant  uni- 
versel. G.  H. 
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SUR  L'INTÉGRALE  /      (a  cosar)*+*cos(a  —  b)xdx; 

Jù 


0 

Par  m.  LIPSCHITZ. 


Soit,  pour  un  moment,  en  désignant  par  a  et  6  deux  quantités 
négatives,  dont  la  somme,  prise  absolument,  ne  surpasse  pas  la 
valeur  de  l'unité, 

J=/      (2  cosj:')«-^'^cos(rt  —  b)x.djCy 
ou  plutôt 

Si  J  =:  /         (2  cosj:*)'''*"^cos(«  —  b)jc.djc; 

2 

j'introduirai,  au  lieu  des  fonctions  trigonométrîqucs,  les  exponen- 
tielles imaginaires,  et  je  ferai  a  =  —  gy  b  =z  —  A,  ce  qui  donnera 
Texpression  suivante  : 

/â                                                f,ttX(ff-l)     .     gîlX(/l-l) 
(e^'^-M)-*--^ ^ d{e^'^). 

Mais  le  premier  terme  est  donné  par  l'intégrale 

en  posant  z  =  e^'-^,  selon  le  principe  de  l'intégration  complexe;  on 
aura  le  même  résultat  si  l'on  inlcgre  de:;=  —  i  d  z  =  o  en  faisant 
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:;  ==  Ce'*,  ou  si  l'on  intègre  de^=:oà-3  =  —  len  faisant  z  =  le*^. 
On  en  conclut  celte  valeur 


(i-A) 

De  la  même  manière,  on  obtient,  pour  le  second  terme  de  Tinté- 
j;ralc  proposée, 

-  sinAïc — r • 

2  r(i  — ^) 

Mais  ces  deux  valeurs  coïncident  en  vertu  des  formules 

ru')r(i-,A'),    ::TrÂi  =  r{A)r(i-A), 


r> 


el  Ton  parvient  ainsi  à  l'expression,  donnée  pour  la  première  fois 
par  Cauchy, 

~  2  r(i  — ^)r(i  — A)  —  2  r(i-+-^)r(i-h6)' 


RECHERCHES  SUR  LA  THÉORIE  DES  FONCTIONS; 
Par  m.  g.  MITTAG-LEFFLER  (»). 

Il  y  a,  comme  on  sait,  deux  formes,  essentiellement  différentes, 
au  moyen  desquelles  on  peut  exprimer  une  fonction  algébrique 
rationnelle  d'une  variable  indépendante.  L'une  de  ces  formes  est 
un  quotient  de  deux  produits  qui  n'ont  entre  eux  aucun  zéro 
commun,  et  dont  chaque  facteur  présente  un  seul  zéro.  L'autre  est 
la  somme  d'un  certain  nombre  de  fonctions  rationnelles  dont  cha- 
cune a  un  seul  infini. 

M.  Weierslrass  a  fait  voir  (^)  comment  la  première  de  ces  deux 


(*)  O/vcrsigt  af  Finska    Vetenskaps-Societàtens  Fôrhandlingœr,  t.^  XXIII* 
Traduit  du  sucduis. 

(')   K.  Weierstrass,  Zur   Théorie  der  eindeutigen  analyiisçhen 
(Abhandlungen  der  Kônigl.  Akad.  der  Wissenscha/ten  zu  Berlin,  it^fiS^; 
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formes  subsiste,  même  pour  des  fonctions  de  caractère  rationnel, 
c^est-à-dire  pour  des  fonctions  qui  ne  se  distinguent  des  fonctions 
rationnelles  qu'en  ce  qu'une  telle  fonction,  lorsque  la  variable 
indépendante  devient  infinie,  ne  se  comporte  plus  comme  pour 
une  valeur  régulière  ou  sans  singularité  essentielle,  mais  se  com* 
porte,  au  contraire,  comme  pour  une  valeur  véritablement  et 
essentiellement  singulière.  Mais  l'autre  forme  fondamentale  des 
fonctions  algébriques  rationnelles,  qui,  en  réalité,  est  la  plus  géné- 
rale, s'applique  aussi  elle-même  aui^  fonctions  de  caractère  ra- 
tionnel. C'est  ce  que  j'ai  démontré  dans  plusieurs  Mémoires  publiés 
dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie  de  Stockholm  (*). 

M.  Weierstrass  a  publié  depuis  (^)  une  nouvelle  démonstration 
du  théorème  qui  a  servi  de  base  à  mes  recherches,  et  qui  diffère 
essentiellement  de  celui  que  j'avais  moi-même  primitivement 
trouvé.  Cette  démonstration,  toutefois,  avait  été  établie  par  moi, 
sans  que  j'aie  connu  la  démonstration  de  M.  Weierstrass,  plus  d'un 
an  auparavant,  vers  la  fin  du  printemps  de  l'année  1879,  dans  mes 
leçons  publiques  à  l'Université  de  Helsingfors.  D'autres  démons- 
trations de  mes  théorèmes  ont  été  données  depuis  par  MM.  Dini  ('), 
Hermite  (*),  Schering  (*).  Je  reviendrai  une  autre  fois  sur  l'exa- 
men de  ces  diverses  démonstrations,  sur  les  différences  qu'elles 
présentent  entre  elles  et  sur  ce  qu'il  peut  y  avoir  de  véritablement 
nouveau  dans  chacune. 

Ici,  je  remarquerai  seulement  que  M.  Weierstrass,  dans  un  Mé- 


(*)  En  metod  att  analytCskt  framstàlla  en  funktion  af  rationel  karakter, 
hvUkenblir  oàndlig  altid  och  endast  uti  vissa  oàndighetspunk ter ^  IwUkas  kon- 
ttanter  àro  ph  forhand  angifna.  (7  juin  1876). 

Vtterligare  orn  den  analytiska  /ramstàllningen  af  funktioner  af  rationel 
karakter.  I"  Partie,  janvier  1H77. 

Voir,  à  ce  sujet,  Extrait  d'une  Lettre  à  Af.  Hermite^  par  M.  Mittag-Lefller 
{Bulletin  des  Sciences  mat  lie  mat  if  pies  et  astronomiques,  III,,  p.  '^(«9;  1H79). 

(*)  Ueber  einen  functionentheoretischen  Satz  des  Herrn  G.  Mittag-Lefjler 
{Monatsb.  d.  k.  Akad.  d.  Wiss.  zu  Berlin^  août  1880). 

(*)  Alcuni  teoremi  sulle  funzioni  di  una  varUibile  comples.sa.  Milano,  1880. 

(*)  Sur  quelques  points  de  la  théorie  des  fonctions.  Extrait  d'une  Lettre  de 
M,  Hermite  à  M.  Mit  t  a  g- Le f fier  (Ar/a  Societatis  .Scient  iarum  Fennicœ,  t.  XI  F. 
—  Journal  fit r  die  reine  und  angewandte  Mathematik.  t.  \<J). 

(')  Ikis  Anschliessen  cinrr  Function  an  nlgebraischc  Functionen  in  unendlich 
tfielen  Siellen  {Ab/uindl.  d.  Kùnigl.  Ahiul.  dcr  Wiss.  zn  (iottingen,  t.  \\\II: 

ir 


qtie!ïCioa  priimd^e-  ^l  ifCict  £ -réprimer  «ae  faactîoa  de  cwactôre 
ncîottael  au  m>^tfSL  tTow  s<f»  -^  â^a^tÛNts  al«:«liriq«es  ntioa 
neUes.  ^.  aa  Ii«fm  Je  ceîsL.  se  pv-rvose  k  prol>lèflie  inverse,  d'élm- 
dier  nae  5erie  dMsee  «fveirtMHpe  es  cette  espèce.  D  parncal 
aillai  à  ce  irsakaft  aatte^Bt.  i|vll  eûste  des  séries  telles  4pe, 


représeaCeaC  «bs»  Ws  âd&femtes  parties  dm  plan  des  fcmctHMis 
analTtîipies  diCneMfaes.  Aîasâî  la 


3  -^^L*  —  *^  —  !■• -ru  <  an  —  a>  j^ii 


^  « 


î 1 


pofir  citer  an  des  exemples  les  ptns  simples,  représente  la  fonctîoD 
anaKtîqve  —  i .  dès  «jne  ta  partie  réelle  de  x  est  positive,  et  la 
fonction  anahrtiqne  —  i  «  dès  qoe  la  partie  réelle  de  x  est  native. 
M.  Wcierstrass  a  joint  à  cela  on  aatre  résultat,  qu^il  avait  déjà 
conununiqné  à  TAcadéaue  de  Berlin.  La  série  de  puissances 


%  =  • 


dans  laquelle  a  est  un  nombre  entier  impair  et  positif,  b  une 
quantité  positive,  moindre  que  Tunité,  avec  la  condition 

a^  >  I  ->- 1  ir, 

série  doot  ainsi  les  divers  termes  sont  encore  des  fonctions  algé- 
briques rationnelles,  définit  une  fonction  qui  n'existe  pas  en  de- 
hors de  la  région  de  convergence  de  la  série,  et  qui,  par  suite, 
existe  seulement  pour  les  valeurs  de  x  dont  le  module  ne  surpasse 
pas  l'unité. 

Dans  le  Mémoire  que  M.  Hermite  a  récemment  publié  dans  les 


(' )  Z ur Functionenlehre.  {Monatsb,  der  Konigl.  Akad*  d,  WUi, zuBeriimf^iM 
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Actes  de  la  Société  (  *  ),  le  grand  géomètre  français  a  éclairé  d'un 
point  de  vue  tout  nouveau  les  deux  découvertes  de  M.  Weierstrass 
que  nous  venons  de  citer.  Il  a,  en  effet,  montré,  d'une  part,  com- 
ment il  existe  une  expression  intégrale  qui,  dans  les  différentes 
parties  du  plan,  représente  des  fonctions  différentes,  et,  d'autre 
part,  il  indique  aussi  comment  il  est  vraisemblablement  possible 
de  former  d'autres  expressions  intégrales,  définissant  des  fonc- 
tions qui  n'existent  que  dans  une  certaine  région  du  plan,  et  pour 
lesquelles  les  autres  régions,  comme  cela  a  lieu  pour  la  série  de 
puissances  de  Weierstrass,  forment  un  espace  lacunaire.  Dans 
une  Note  du  même  Mémoire,  il  communique  encore  une  formule 
remarquable,  due  à  M.  Poincaré,  professeur  à  la  Faculté  des 
Sciences  de  Caen,  connu  aussi  par  d'autres  recherches,  récem- 
ment publiées,  sur  la  théorie  des  fonctions,  d'un  caractère  pro- 
fond et  original.  Cette  formule  est  de  la  forme  suivante  : 


s 


m|,  mt» 


U'P*  M?».  .  .  u'"f 
1         z                 p    , 

.Wp   ^ 

/Wi«i -f-  m^a^-h , .  .H- ntpGp 

/Wj-h  /w, -h. .  .4-  /Wp 

«I,  U2,  ...,  iip  étant  des  quantités  données,  dont  la  valeur  absolue 
est  moindre  que  l'unité,  et  ai,  aj,...,  Xp  étant  des  constantes  arbi- 
traires. Si  l'on  désigne  maintenant  par  P  un  polygone  convexe, 
dont  les  sommets  sont  des  points  faisant  partie  du  système  ai, 
aj,  ...,  tt;,,  et  tels  que  les  points  restants  soient  situés  à  l'intérieur 
du  polygone  ou  sur  ses  côtés,  alors  l'expression  de  M.  Poincaré 
représente,  en  tout  point  extérieur  au  polygone,  une  certaine 
fonction  analytique  uniforme.  A  l'intérieur  du  polygone  ou  sur  son 
contour,  au  contraire,  il  ne  se  trouve  aucun  point  tel  que,  dans 
une  région  aussi  petite  que  l'on  voudra,  cette  expression  puisse 
être  égalée  à  une  série  convergente  de  puissances.  On  ne  peut  pas 
toutefois  conclure  de  là,  sans  plus  ample  démonstration,  qu'il  soit 
impossible  que  la  fonction  analytique,  représentée  à  l'extérieur  (Ju 
polygone  P  par  la  formule  de  Poincaré,  existe  aussi  à  ririlérieur 
de  ce  polygone.  La  formule  de  Weierstrass,  que  j'ai  citée  tout  à 
Vheure,  représente  bien,  dans  une  moitié  du  plan,  la  fonction  ana- 


(')  Sur  quelques  points  de  la  Ihcoric  des  Joiiption^s.  Extrait  d'une  Lettre  de 
M,  Ch,  Hermite  à  M,  Mittag-Le/Jler.  {.Uta,  t.  \ll  ). 


%»  Pa63UfiRfi  PAATIE. 

lytûpie  —  c.  tH  «rette  tbnctioa  «^xisle  aussi  dan»  Faiire  iBoitîé  du 
piaiu  bien  «foe  [m  fiiramk*  cesse  At  la  ciooiwr  et  liwi^in  en  son 
iiea  ane  autre  âmetiitu  aBiiiytii|w. 

Dmss-  on  Vemuice  v|ik  m^a  eumiié  X.  Ptmearé»  et  àoM  j'ai  au- 
jourcFIiui  riummsfir  <ie  proposer  Hnâeitiiia  daos  les  Acies  de  la 
5«ciete.   cette  <;uiSÂ«  troow  m»  espficatk»  a»»  eomplète 

Kufoe.  pour  faM|nielfe  fe  puhr^ne  P  est  os  rentable  «  espace  laça- 
oam  >»  *  et»  pureetfie  teamii^^ue^  tl  est  le  pretâeg  «pu^  après  Weier- 
Jtrass»  ait  «feuné  «u.  e^umpfe  otmnKt  «ie  reaiatoace  de  fÏMictioiis 
de  cette  uaCore.  X.  Ftitiic^^ê  étnfie  «f^ialeiiient^  ea  partaut  de  la 
eoneeptiaa  iie  la  tkétim  «fes  tinicti»iasv  pcopee  à  M.  Weîerstrassy 
certûes  autres  fiiaKtfeiiaia  ife  mhne  aatare*  ajaal  des  «  espaces 
lacunaires  «» 

Je  me  permetï^  aiesi  de  dEeiBamier  en  an^aae  teaaps  rinsertion 
dans  les  Acttfs  if  an  MènaMTe  de  Tan  de  oaes  étèves  actuels,  M.  Th. 
Hooién.  dans  letpael^  $ar  mai  iavttatiott*  Kaatear^  suÎYanl  les 
traces  àe  MM.  Wensrstras»  et  I\>ùicaré.  s^'est  posé  le  problème  de 
ckercher,  d*aae  part,  à  foeiaer  de  a^Mi^elles  séries  de  fonctions 
aigébrk|aes  ratioaaelles  ^ai.  du^  les  dilereales  parties  du  plan, 
représentent  des  foaetà>as  aBahiti<|i»es  diflerentes.  et,  d' autre  part, 
à  établir  d'antres  séries  de  cette  aatare  fpù  soient  réellement  des 
tVMnctions  à  espaçât  UwmRtiinf^ 

Je  demande  enraiement  pour  ma  part  <pi'il  me  soit  réservé  dans 
\e%  Arfe:t  une  place  pour  un  Mémoire  assex  étendu  «  où  seront  pu- 
Mié^'i  les  rei:bercbes  au\.queUes  je  me  suis  lirré  depuis  plusieurs 
annt^es,  et  qui  se  rapportent  au!L  différentes  singularités  qui  peu- 
v<^nl  !4^  rencontrer  dans  les  fonctions  analytiques  uniformes,  ainsi 
qo'^  la  construction  de  formules  générales,  au  moyen  desqueUes  on 
p^^l  repréîienler  généralement  les  diverses  classes  des  fonctions  de 
celle  espèce  qui  sont  possibles. 
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SUR  UN  MODE  DE  SÉPARATION  DES  RACINES  DES  ÉQUATIONS 

ET  LA  FORMULE  DE  LA6RAN6E; 

Par  m.  A.-E.  PELLET. 

Désignons  parF(j:)  la  série  «o-l-  «i^-H  a2J:^-l-...-h/i|.r'-h..., 
el,  a/  représentant  le  module  de  a/,  supposons  que  Téquation 

admette  deux  racines  positives  r^  et  r^  >  ri  ^  l'équation  F(j:)  =  o 
a  n  racines  de  modules  inférieurs  à  ;'|,  et  les  autres  ont  des  modules 
supérieurs  à  r^.  En  elTct,  payant  un  module  compris  entre /'i  et  r2n 
le  terme  anX"  de  F(x)a  un  module  supérieur  à  la  somme  des  mo- 
dules de  tous  les  autres  termes.  Posons 

F(^)  =  a,a?» -f-/(ar)  =  a,^- [^1-+.  £1^ J  ; 

assignons  au  module  de  x  une  valeur  comprise  entre  Ti  et  Tj,  et 
faisons  varier  son  argument  de  o  à  2tc.  Le  module  dea/fX"  aug- 
mente de  2/i7t;  quant  à  celui  de     i  -h  ^^^~    >  il  reprend  sa  valeur 

primitive^  F(x)  =  o  a  donc  n  racines  de  modules  inférieurs  à  n 
(BmoT  et  Bouquet,  Théorie  fies  fonctions  elliptiques ,  p.  3i). 
D'ailleurs,  cette  proposition  résultera  de  l'analyse  qui  va  suivre. 

Mous  supposons  que  le  module  de  x  est  compris  entre  r\  et  rj. 
Ona 

/F(a:)=:/a„-f-/i./^-t-/ri-f-^^^l 

I         «H^"  I 


anJC"         2  a^X*"^  i^n^ 


XjSl  série  des  modules  des  termes  de  la  série  à  double  entrée  qui 
ligure  dans  la  formule  précédente  est  convergente  \  on  peut  donc 
ordonner  cette  série  suivant  les  puissances  positives  et  négatives 
de  X,  En  prenant  les  dérivées  des  deux  membres,  il  vient 


/(J-) 


rtr„^" 


V(x)      X         dx         a.  ^.  '  (fx 
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Dans  la  formule  précédente,  les  fonctions  qui  suivent  —  oc  cao- 

tiennent  pas  de  terme  en  —  •  Ainsi  rr^ — r  est  dévdoppable  poar  ks 
valeurs  de  x  considérées  suivant  les  puissances  positives  et  négatife 
de  x;  le  coefficient  de  —  étant  n  dans  ce  développement,  I 
F(x)  =  o  a  n  racines  de  modules  inférieurs  à  r^;  la  umamt  io 

puissances  m*^*~  de  ces  n  racines  est  égale  au  coeflicient  de  - 

dans  le  second  membre  de  la  formule  (i  ). 
Si  Ton  prend 

/(x)=/>,iF»-»-h/*,J?»-*-h.  ..-♦-/'«     «t     F(jr)=:  jr»-J-/(J-)- 


I 


on  est  conduit  à  la  formule  de  Waring  pour  exprimer  la 
des  puissances  semblables  des  racines  d'une  équation  algâbrîqK. 
J'ai  déjà  donné  cette  démonstration  dans  les  Noux^Ucs  Ataui» 
(année  1875). 

Faisons  F(x)  =  a:  —  ^f[^)'i  f[^)  étant  une  fonction  liofc>- 
morpke  pour  x  =  o.  Désignons  par  ^{x)  ce  que  devient /"(x)  !<**• 
qu'on  y  remplace  les  divers  coefiicieuts  de  x  par  leur  module,  ci 
par  T  la  plus  grande  valeur  réelle  de  t  pour  laquelle  l'équatios 
X  —  t  ^(x)=;o  admet  deux  racines  positives;  pour  t  =•:,  laracî»e 
positive  de  Téquation  x  -*  t  ^  (x)  =  o  est  double  ;  nous  la  désigafr- 
rons  par  Ç.  t  ayant  un  module  inférieur  à  t,  Téquation  F(x)=^ 
a  une  seule  racine  (xi)  de  module  inférieur  à  ;.  Cette  racine  est 

égale  au  coeflicient  de  -  -  dans  la  fonction 


I  JC  /« 

1 


/(•r) 


./• 


v' 


/(•r 


^T 


a;  dx  'À  dj-  '  '  '       i  dx 

Plus  généralement,  <f(^')  étant  une  fonction  liolomorphe  pour 
x  =  o,  f  (x|)  est  égale  au  rorflicicnt  de  -  dans  le  développement 


de  9(x)  '-^-r-^ — >  c'est-à-(iinî  di 


jans 


7^^i  d 


/•(  ./•  ) 


/• 


X  '  ^     '       ^/./.  i    '       ^  dx 
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»("-'^  +  [^] '■(*>= h^^' 

lans  le  second  membre  de  cette  formule,  il  n'y  a  pas  de  terme 
!n  —  ;  donc 

coeff.  de  —  dans  ^(x)     *-   > ^ 

=  coeff.  de  ^  dans  —  ^\x)    ' 

^  I  \d^-^i{x)f(xy-\ 

i.2.3...(i  — 1)  L  dx^~^  Jjp=o 

Remplaçant  x  par  a  +  •r,  on  voit  que  la  fonction  liolomorplie 
(oTi  ),  Xt  satisfaisant  À  l'équation  x  —  a  —  ^f{x)  =  o  et  se  rédui- 
ant  à  a  pour  t  =  o,  est  égale  à 

e  qui  est  la  formule  de  Lagrange. 

La  démonstration  précédente  est  au  fond  la  même  que  celle 
onnée  par  Cauchy  dans  ses  Nouveaux  Exercices,  Les  développe- 
lents  que  j'y  ajoute  me  paraissent  donner  aux  considérations  de 
lauchy  plus  de  portée  et  de  rigueur.  La  démonstration  de  Cauchy 
déjà  inspiré  celle  de  M.  Rouclié  (XXXIX®  Cahier  du  Journal 
e  l'École  Polytechnique) , 


SUR  LES  DIFFÉRENTIELLES  DES  FONCTIONS  DE  PLUSIEURS  VARIABLES 

INDÉPENDANTES; 

Par   m.   g.   DARBOUX. 

(SlITE.) 

III. 
Noua  avons  maintenant  à  considérer  le  cas  où  l'expression 

A  ■=^ owi 

n  4-  1 
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n'est  pas  nulle  pour  toutes  les  valeurs  possibles  des  difîérentielles 
Sa;/.  Je  vais  démontrer  que  cette  expression,  qui  n'est  pas  identi- 
quement nulle,  le  devient  cependant  dès  que  les  diiTérentielles  Sx, 
ont  été  choisies  de  telle  manière  que  Ton  ait 

SV=o. 

En  efîet,  dans  l'équation  (3),  donnons  à/7  la  valeur  o,  et  prenons 
pour  les  hxi  un  système  de  valeurs  satisfaisant  à  la  relation  précé- 
dente. Cette  équation  deviendra 

/îAS'»-*d/=o; 

si  A  n'est  pas  nul,  il  faudra  que  l'on  ait 

S^-id/mo; 

alors,  dans  la  même    équation  (3),  donnons  à  p  la  valeur  i  ;  elle 

deviendra 

(n  — i)A8'»-*rf»/=:o, 

et  l'on  aura  par  conséquent 

8'»-»t/«/=:o. 

En  continuant  de  la  même  manière,  on  verra  que^  si  A  D*est  pas 

nul,  l'équation 

SV=o 

entraîne  les  suivantes  : 

Mais  la  dernière  de  ces  équations,  ne  contenant  plus  les  8,  devra 
être  identiquement  vérifiée,  et  par  conséquent  la  fonction /",  ayant 
sa  différentielle  /i'*™" identiquement  nulle,  ne  peut  être  qu'un  poly- 
nôme d'ordre  n  —  i . 

Ecartons  ce  cas  tout  à  fait  exceptionnel  ;  nous  voyons  que  toutes 
tes  fois  que  les  différentielles  oxi  annuleront  5"/,  elles  annu- 
leront aussi  r  express  ion 

A  :=z Mj. 

n  -hi 

Celte  proposition  va  nous  permettre  de  résoudre  la  question  pro- 
posée. 
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A  est  un  polynôme  homogène  du  second  degré' par  rapport  aux 
quantités  Sar/.  Supposons  d'abord  que  ce  polynôme  soit  indécom- 
posable en  un  produit  de  facteurs  du  premier  degré.  Toutes  les  fois 
que  la  différentielle  S"/  sera  nulle,  il  en  sera  de  même  de  A.  Il 
faudra  donc  que  S'^/soit  égale  à  une  puissance  parfaite  de  A,  mul- 
tipliée par  une  fonction  des  variables  ^Ti,  • . .,  x^.  Le  nombre  n 
devra  être  pair  et  nous  aurons 

H 

(.4)  rfv=K(^-rf«.y, 

K  étant  une  certaine  fonction  des  variables. 

On  déduit  de  cette  équation,  en  remplaçant  partout  d  par 
rf  4-  ^8  et  prenant  le  coefficient  de  \  dans  les  deux  membres, 


n 
■ 


Si  Ton  porte  les  valeurs  de  rf"/,  rf"* 8/ ainsi  obtenues  dans  Téqua- 
tîon  (3),  où  Ton  aura  fait/>  =  n,  il  vient,  en  réduisant, 

et  cette  équation  exprime,  nous  l'avons  déjà  vu,  que  Ud  est  la  diffé- 
rentielle exacte  d'une  fonction.  Nous  pouvons  donc  poser 


:;e  qui  donne 


nJi          ,           in-hi)d*v 
dUfi  = , 


/^  H-  1  r 

1 5  )  d^-^'f  =  —  ^^^  dvd''/. 


'  .te 


L'expression  de  d"/  prendra  maintenant  la  forme 


n 


(i6)  d''/=n{d^çY. 

Si  nous  différentions,  nous  obtiendrons  l'expression  de  d""^*  f, 

n  n 

d^^'f—d\\(dU'V~¥-  -  U(d^sY     'd^s\ 
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Portons  les  clipressions  de  rf"/,  rf^+'/dans  Téquation  (i5);  il 


viend 


ra 


(,7)  ^d^,=d^çy _j, 

équation  que  l'on  peut  encore  écrire  sous  la  forme 

(18)  d^ç^-^^^d^ç^ 

en  posant,  pour  abréger, 

3 dw       i{n  -\-  \)  dv       2  dW 


w 


n  K'        n    W 


Ainsi  la  différentielle  troisième  de  v  est  divisible  par  la  difTé- 
rentielle  seconde,  et  cela  de  telle  manière  que  le  quotient  soit  une 
différentielle  exacte.  On  peut  donc  appliquer  à  cette  fonction  v  la 
formule  (3)  dans  laquelle  on  fera  /i  =  3,  et  l'on  remplacera  Ud  par 
— ^dw 

En  donnant  à  p  successivement  les  valeurs  o,  i ,  !2,  on  obtient 
ainsi  les  trois  relations 

d^v  0*  iï'  —  8'  vdw  =  o, 
d^  r  8*  w  —  d^iv  8*r  =1  o, 
d^  r  d^w  —  dovd*  «•  =  o, 

qui  ne  peuvent  évidemment  être  satisfaites,  quelles  que  soient  les 
dilïércntielles  dxij  ôJC/,  que  si  les  dérivées  secondes  de  w  sont 
proportionnelles  à  celles  de  v.  On  aura  donc 

(19)  d^v^z  h  d^Wy 

h  étant  une  constante  ou  une  fonction  des  variables  indépen- 
dantes. 

Si  h  est  une  constante,  on  aura  évidemment 

en  négligeant  des  termes  du  premier  degré  qui  n'ont  aucune  im- 
porlancc,  puisque  la  difTérenticllc  d'^v  entre  seule  dans  l'exprès- 
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sion  (16)  (le  rf"/.  L'équation  (17)  deviendra 

3  dv  d^  V 
d^vz=i 

ou 

d^{v^)  =  o. 

Par  conséquent,  v*^  sera   un  polynôme  quelconque  du  second  de- 
gré par  rapport  aux  variables  indépendantes. 

Clicrchons  maintenant  si,  dans  Téquation  (19))  h  peut  être  une 
fonction  des  variables  indépendantes.  Considérons  deux  dérivées 
de  r,  iv  par  rapport  à  la  même  variable 

dv  d 


P*=Tzr'     <7a  = 


L'équation  (19)  nous  apprend  que  toutes  les  dérivées  de/?,  sont 
proportionnelles  aux  dérivées  correspondantes  de  y«.  On  a  donc 

et 

Ainsi,  entre  les  dérivées  /?| ,  y?2»  •  •  •  >  Pv^y  7o  •  •  •  »  <7i*  ^^  ^  et  de  (V, 
on  aurait  toutes  les  relations 

71  "?i(/^i)' 


Or  //,  par  hypothèse,  n'est  pas  une  constante,  et,  par  conséquent, 
les  fonctions  ç)  dépendent  effectivement  des  variables  qu'elles 
contiennent.  On  voit  donc  que  toutes  les  dérivées  de  v  seraient 
fonctions  de  l'une  d'elles.  Dans  ce  cas,  on  le  reconnaîtra  aisément, 
d^v  serait  un  carré  parfait,  et,  par  conséquent,  rf"/ serait  une 
puissance  parfaite  d'une  expression  de  la  forme 

Pj  dx^-^- ...-+-  P|x  dx^. 

Or  nous  aurons,  dans  Tarticle  suivant,  à  considérer  cette  hypo- 
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thèse.  Il  est  donc  inutile  de  poursuivre,  et  nous  pouvons  nous  bor- 
ner ici  au  cas  où  h  est  constante  et  où  v  est  la  racine  carrée  d'un 
polynôme  du  second  degré. 
On  a  alors  y  nous  l'avons  vu, 

et,  si  l'on  porte  cette  expression  de  d^v  dans  l'équation  (17),  on 

en  déduit 

dH       n  —  2    - 

2  -YY-  = dv 

H  r 


et,  par  conséquent, 


H  =  C("    ' 


C  désignant  une  constante,  ce  qui  donne,  pour  rf"/,  l'expression 


n 


Il  n'y  a  pas  de  condition  nouvelle  à  écrire,  et  Ton  trouve,  pour 
l'expression  de  la  fonction  /*,  en  négligeant  un  polynôme  du 
{n  —  i)'*"*  degré, 

^       '  -^  (1.3.5.  .  .^l—l)' 

Pour  n  =  2y  on  retrouve  la  propriété  signalée  par  M.  Hermite. 


IV. 

Après  avoir  supposé  que  le  polynôme 


n  -h  1 


—  OUi 


est  indécomposable,  il  nous  reste  à  examiner  le  cas  où  il  serait 
le  produit  de  deux  facteurs  du  premier  degré 

(P,  Sx,  4-...-t-P,.8a:^),     (Q|Sa:i  -f-...-f-Q^Sj:r^). 

Dans  ce  cas,  pour  que  ce  produit  s'annule  en  même  temps  que 
o^f,  il  ne  sera  plus  nécessaire  que  8"/  soit  une  puissance  exacte 
du  produit.  Il  suffira  que  S"/ soit  de  la  forme 

2V  =  /r(P,  a.r,  4-. ,  .-H  P^a.r.^y'  (Q,  5x,  -h. . .-+-  O^  a^j,)—*,      "^ 
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où  h  sera  un  nombre  entier  positif,  inférieur  ou  égal  à  n.  J'exa- 
minerai d'abord  Thypothèse  où  Ton  a 

Pour  que  le  second  membre  soit  une  différentielle  /î'*"®  exacte, 
il  faudra  que,  en  posant 

les  conditions    d'intégrabilité  (8)  soient  vérifiées,    quelles    que 
soient  les  constantes/?/.  On  trouve  ainsi  les  équations 


(21) 


dVk      P/  dn 
ÔJOi        H  dxic 

1"-  i"'  ê  - 

p*  dll 
H  dx, 

p    ^P.\ 

y /'«Pc 


=:  O. 


Pour  que  cette  égalité  puisse  avoir  lieu,  quelles  que  soient  les 
c|uanlités  /?«,  il  faut  que  Ton  ait 

dP^      ^    (JP«       ^   dPp     ^    àPi 


P/^-Pa^       P,^-P,. 


,     .  âjr^.  ÔJr,  dx^  dxt 

(aa)  î:^ — ïp^ -, 


P. 


? 


quels  que  soient  les  nombres  a,  p,  i,  k.  L'égalité  précédente  peut 


encore  s'écrire 


dxi  \  Pp  /  dx^ 


(ft) 


P.  Pa 

Pa        Pa- 

On  voit  que  les  dérivées  des  deux  quotients,  lels  que  p-»  ^^ 
seront  proportionnelles,  ce  qui  exige  que  Ton  ait 


) 


/P.\ 


P.r 
1 


quels  que  soient  a',  ^',  a,  p.  On  pourra  donc  poser 

P,  dxx  -f- . . .  -+-Pn  dxy,  =  A:  [?pi  (  u)  dx^  H- . . .  4-  ©n  (  m  )  dx^^, 
u  étant  une  fonction  à  déterminer.  Ouant  à  k,  on  peut  le  réunir 

Bu/i,  des  Sciences  matkém**  '  ^7 
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à  H,  ce  qui  revient  à  le  remplacer  par  l'unité.  Alors  on  a 

et  les  équations  (2a)  nous  donnent 

,     .    an  ,     .   au 

L'intégration  de  toutes  les  équations  qu'on  obtient,  en  donnant  à 
i  et  à  X:  des  valeurs  différentes,  nous  montre  que  11  sera  déterminé 
en  fonction  des  variables  par  Téquation 

011  ^(u)  est  une  fonction  arbitraire. 

Alors  les  équations  (21)  prennent  la  forme 

dxic  àxi 

et  elles  expriment  que 

est  une  différentielle  exacte.  Or,  en  vertu  de  Téquation  (23),  on  a 

Donc  l'expression 

—  H(jricpj-h. .  .-H^,.<p^H-<p')  du 

devra  être  une  différentielle  exacte,  ce  qui  exige  que  l'on  ait 


Yi—  — 


•2*i?'i+.---+-^Ht  ?,.-+-©' 


L'expression  correspondante  de  rf"/  sera 


d-f^ 


n 
—  j 


?' -H  ^\ Xi  -h  cp'jXj  -h. . . -h  <p;^^ 

et  il  nous  reste  à  obtenir  l'expression  de  /.  Cette  expression  s'offre 
à  nous  sous  une  forme  élégante,  et  elle  est  donnée  par  l'intégrale 
définie 

^'^^  ^-J    ..2.3.  ..(,i -7) 
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Dans  cette  intégration,  ^r^,  •..)  ^(i  ^^^^  traitées  comme  des  con.- 
stantes.  Nous  négligeons  toujours  un  polynôme  arbitraire  d'ordre 
n  —  I,  et,  après  l'intégration,  nous  devrons  remplacer  ii  par  sa 
valeur,  tirée  de  l'équation  (a3). 

V. 

Nous  n'avons  plus  qu'à  examiner  le  cas  où  rf"/ serait  le  produit 
de  deux  facteurs  élevés  à  des  puissances  quelconques 

Il  est  important  de  remarquer  que  nous  pouvons  supposer  h 
différent  de  n  —  A  ;  car,  dans  le  cas  où  l'on  a  h  =:^  n  —  /i,  rf^/est 
une  puissance  parfaite  de  l'expression  que  nous  avons  appelée  A,  et 
ce  cas  a  été  complètement  traité  à  l'article  III. 

On  démontrera,  comme  dans  l'article  précédent,  que  les  deux 
facteurs  de  d^/sonl  de  la  forme  suivante. 

Posons 

et  déterminons  la  fonction  u  par  l'équation 
(25)  ajjri  4- «j^T,  4- . . . -h  a,i^V4- a  =  o. 

Posons  de  même 

et  déterminons  v  par  Téquation 

(26)  ^icTi  -h  .  .  .  -h  654^54 -h  ^  =  O. 

En  posant 

h'  —  n~h 

on  aura 

d'^J  =1  K(a, dxx  4-  ...  -h  a^dx^Y (  ^1  ^^\  4-  ...  -h  b^dx^Y*' . 

Il  nous  reste  à  exprimer  que  le  second  membre  de  cette  équa- 
tion est  une  différentielle  /i**™* exacte.  Or  nous  avons  vu  que,  si  l'on 
désigne  ce  second  membre  [)ar  cp  et  si  l'on  y  remplace  dxi  par/>/, 
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tout  se  réduit  à  exprimer  que 


à9  ^  â^  ^ 


est  une  différentielle  exacte.  Posons,  pour  abréger, 

P  —  aipi  -h  ...  -h  a^,p^, 
Q  =:  bxP\  -h  ...  -4-  b^Pv.' 

Il  y  aura  ici  à  exprimer  que 

(  KP'^-'Q'*'-»[^Q(a,ax,H-...-ha,.ax^) 


est  une  différentielle  exacte. 

Or  des  équations  (  25  ),  (  26  )  on  déduit 

a^^x^  -H  a, Sx, -h. . .-+-  «iiOj^^t^  —  MSw, 
/;,  ox,  4-  ^,0x2  -h ...  -h  Ô^OJ^ji  ^=  —  N  8i% 

en  posant,  pour  abréger, 

(  M  ^n  «',  J7,  H-  . . .  -h  fl' JT»  -h  a', 

(28)  ;  Ft  jx       » 

el,  par  conséquent,  Texprcssion  (  2- )  pourra  s'écrire 

Déiinissons  deux  quantités  nouvelles  p,  7  par  les  équations 
(29)  — /iKMr^T,     —  A'KN  — p. 

Il  faudra  que 

pA--iQv-i(Q^aM-hPpaf) 

soit  une  différentielle  exacte.  Comme  dans  cette  expression  ^^ 
figurent  que  les  différentielles  3^/,  or,  il  est  indispensable  que  *^* 
coefficients  de  Sw,  Sr  dépendent  exclusivement  de  u  et  v.  Ccl^^ 
condition  étant  vérifiée  pour  les  fonctions  P,  Q,  il  faudra  qu*«"^ 
le  soit  pour  p  el  t. 

La  condition   d'intégrabilité  pour   la  différentielle  précède*'^ 
est 

u\'  i)\'  *  Ott  du 


i 
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Kgalons  les  coefficients  des  quantités/?/  dans  les  deux  membres; 
nous  aurons  les  équations 

(  3o)  II!  rs bi  H-  bi  -T-  ~  h  p a)  -h  rt,  -:-  • 

Oi^  au 

Si  nous  remarquons  que  Ton  déduit  des  équations  (29)  la  sui- 
vante : 

nous  reconnaîtrons  facilement  que  cette  nouvelle  équation  sera 
vérifiée  si  Ton  ajoute  aux  équations  (3o)  la  suivante  : 

(3i)  h^ ^b' -^^  b^ ^  hpa'  -h  a^; 

ac  au 

en  sorte  que  tout  se  réduit  à  satisfaire  à  la  fois  aux  équations 
(3o),  (  3 1),  en  prenant  pour  p,  o-  des  fonctions  convenables  de  u,  v; 
pour  les  a,  ai  des  fonctions  de  w,  et  pour  les  fc,  bi  des  fonctions 
de  V.  Quant  à  K,  il  sera  donné  par  Tune  quelconque  des  équa- 
tions (29}. 

Or  on  peut  toujours,  sans  diminuer  la  généralité,  supposer  que 
l*une  des  fonctions  a,  ai  est  égale  à  i  et  une  autre  égale  à  u;  et  de 
même,  que  l'une  des  fonctions  fc,  bi  est  égale  à  i,  et  l'autre  égale 
à  V.  Alors  deux  des  équations  (3o),  (3i)  prennent  la  forme 

0<J dp 

âr      du  * 

(82)  h'(j  ~h  i-T-  —hp  ~h  n  -/- , 

di^  au 

Cl  Vunv  (|uclconque  des  autres  peut  être  écrite 
(  33)  //'a?'  -1-  p  ^  =  Ao.a'  4-  a.  ^  . 

ôv'  au 

Nous  allons  considérer  le  système  des  équations  (32),  (33). 

as 
On  en  déduit,  par  Télimination  de  t,  -r-, 

I   dp  — /è(p'  — aM 


p  du       P  — a-i-  p'(«—  i^) 
On  peul  intégrer  cette  équation,  et  Ton  a 
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Vêtant  une  fonction  qui  dépend  evclusivement  de  i\  On  obtîeii- 
drait  de  même 

V  étant  fonction  de  u  seulement. 

Substituons  ces  valeurs  de  p  et  de  cr  dans  Tune  quelconque  des 
équations  (32);  nous  serons  conduits  à  la  relation 

(34)     A'U[?  — a  H- a' (w -(')]-'*'-«=: /«V[P  — a  H- ?'(£/  — i>)]-*-i, 

qui  devra  être  satisfaite  identiquement. 

Prenons  les  logarithmes  des  deux  membres,  et  différentions  suc- 
cessivement par  rapport  à  uetv,  ce  qui  permettra  d'éliminer  U  et 
V.  Nous  aurons 

Cette  équation  est  absolument  de  la  même  forme  que  l'équa- 
tion (34).  Si  CK."  et  P"  ne  sont  pas  nuls,  on  peut  la  mettre  sous  la 
forme 

En  opérant  sur  cette  équation  comme  nous  l'avons  fait  sur  la 
précédente,  nous  obtiendrons  la  relation 

et  la  comparaison  avec  l'équation  (35)  nous  donnerait 

Or  nous  avons  formellement  exclu  cette  hypothèse,  qui  a  déjà 
été  considérée  à  Tarticle  III.  Il  faut  donc  que  a'',  j3''  soient  nuls, 
et  par  suite  a,  ^  seront  des  fonctions  linéaires 

a  =  m  u  4-  /i , 
3  ^n=  ///'(•  -h  n'. 
On  aura  alors 

?  —  a  -4-  a'  (  M  —  r  )  TH.  (  ni  —  m  }  c  -h  n'  —  /i, 
[^  —  a  -r  [i  (  //  —  »M  —  (  fti '  —  m)u  -h  n'  —  n. 
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L'équation  (  34  )  donnera 

h^ AV _^ 

[(m'  —  m)u-hn'^n]^-^^  ~"  [(  m' —  w  )  r -h  n' —  n]^'-^*  ""     ' 

et  les  valeurs  de  p  et  de  <t  seront 

p  —  C/i'[(m'  —  m)u-h  n'  —  tï]-^     [{m'  -  m) r  -^  n'  —  /ï]-^'"», 
cr  =  Ch  [(m'  —  m)  w  -h  /i'  —  /i]-^-» [(m'  —  m)v-^n'  —  n]-^'. 

Pour  que  les  valeurs  de  p,  <t  demeurent  les  mêmes  lorsqu'on 

adjoint  aux  deux  équations  (Sa)  une  quelconque  des  équations 

(3o)  (3i),  il  faudra  prendre  pour  a,  6,  a/,  fc,-  des  expressions  de 

la  forme 

Ui  =  nii  u  -h  riiy     a  •=•  m u  -+-/<, 

avec  la  condition 

m'/  —  nii .        rn^  —  m 

:  —  a",       ~—  —  A', 

tli —   Hi  n  —   /* 

ce  qui  permet  de  prendre 

m'i^=  tïii-h  kriy     m' ^=:m  -h  kr^ 
n\-=ini  -\-  Fi^        n' =:  n  -h  r. 

Alors  les  équations  (aS),  (26)  prennent  les  formes 

B  -h  wA  =:  o, 
B  -h  i^A-t-(A:(^-l-i)C  =  o, 

où  A,  B,  C  sont  des  fonctions  linéaires   des  variables.   Si  k  est 
différent  de  zéro,  on  peut  effectuer  la  substitution 

ku  -f-i—  — ,, 
u 

k\'  H-  I  z=z  -7, 

fjui  ramène  les  c(|uations  précédentes  à  la  forme 

(36)  jB+«A  =  c, 

\  C  4-  t'A  =  O. 

Si  k  =  o,  il  n'y  a  pas  de  substitution  à  faire  pour  obtenir  la  forme 
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Si  noas  adoptons  pour  déterminer  ii.  i*  le  système  ^36),  le 
éqaations  (32),  (33)  nous  donnent 

V  étant  une  constante,  et  nous  trouvons 

L*expression  de  </*y  prend  la  forme 

€/«/=  -  TT7T  ^^^^  —  B€/A)*  (  A^C  —  Cr/A)— *, 

et  Ton  reconnaît  sans  difficulté  que  Ton  a 

,     ,  ^          (/i  -+- 1  )</A  ,   ^ 
^«-Kiy  _ _: —  ^nr 

j  A  "^ 

Ce  cas  rentre  dans  celui  que  nous  avons  examiné  a  Tarticle  1 
Il  ne  donne  donc  rien  de  nouveau. 


M. 

En  résume,  si  nous  cherchons  les  fondions  dont  la  diflférentic 
(/i  4- 1)'*"*  est  divisible  par  la  différentielle  /i**"*,nous  trouvons 
trois  sohitions  suivantes, 

(*)  y  — p ' 

où  F  désigne  un  polynôme  d'ordre  /i  et  P  une  fonction  linéai 
est  aisé  de  confirmer  et  d'expliquer  ce  premier  résultat. 
En  effet,  supposons  que  nous  remplacions 

jCf     par     .l'i  -h  hcijTi, 

et  que  nous  développions/  suivant  les  puissances  de  h  par 
mule  de  Tajlor,  appliquée  aux  fonctions  de  plusieurs  varia 
valeur  de  y*  sera  une  fonction  rationnelle  en  A, 

F (  j-,  -H  /*  (ij-f r.^-+-  /i d.r.^  1 


MÉLANGES.  4og 

et  le  développement  ne  se  terminera  pas,  tant  que  la  valeur  de  /* 

qui  annule  le  dénominateur,  n'annulera  pas  aussi  le  numérateur. 
Mais  si  Ton  a 

\f'  ~  "dW  •  •  •  '  ^«^        dVJ  ~  ^' 

Texpression  (3^)  deviendra  un  polynôme  d'ordre  n  —  i  en  h,  et 
toutes  les  différentielles  seront  nulles  à  partir  de  rf"/.  L'équation 
précédente,  multipliée  par  rfP",  étant  du  degré  n  par  rapport  à 
dxi ,  .  •  • ,  dXy,y  son  premier  membre  ne  pourra  différer  de  d"/  que 
par  un  facteur  fonction  des  variables  Xi.  Nous  voyons  donc  que, 
lorsque  d"/  s'annulera,  il  en  sera  de  même  des  différentielles 
suivantes,  et,  comme  d"/  est  en  général  indécomposable,  ces 
différentielles  seront  toutes  divisibles  par  d"/.  C'est  tout  ce  qu'il 
y  a  à  remarquer  sur  le  premier  cas. 

Le  second  cas  est  celui  où,  n  étant  nécessairement  pair,  on  a 


n-  I 


(II)  /=a)', 

(i>  désignant  un  polynôme  quelconque  dû  second  degré. 

Pour  expliquer  ce  résultat,  nous  remarquerons  que,  si  l'on  rem- 
place Xi  par  Xi  -h  h  dxiy  co  prend  la  forme 

to  =  A-H2B/<-i-GAS 
et  l'on  a 

(87)         (A-h2BA4-GA*)  ^  —f^hdf^  ^rfj/-^.... 

Le   premier  membre  ne  devient    une   fonction  entière  que  si 

l'on  a 

B*  -  AC  ■=!  o, 

et  alors  cette  fonction  entière  est  du  degréj'/i  —  i.  Donc,  lorsque 
l'équation  précédente  est  vérifiée,  toutes  les  différentielles  de  / 
sont  nulles  à  partir  de  la  /i**"".  Mais  ce  résultat  est  incomplet,  et 
il  prouve  seulement  que  rf"/  contient  B^ —  AC  en  facteur.  FI  faut 
pcouver  que  rf'*/ est  une  puissance  exacte  de  B-  —  AC,  et  que  les 
^Éffiêrenii^Ues  suivantes  sont  divisibles  par  d"f. 


^■V    i,  .Julk.  **  ^"    --       .  -  ^.. . 
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Pour  cela,  posons 

B  =1:  —  X  v'AC,     h  v^C  =::  u  sfK, 
Le  développement  (37)  prendra  la  forme 


n — I  \—n 


p-'rx-'n 


uP        A     * 


•^  1.2.  ..p       t  "^ 

Si  donq  on  pose 

p      n-^p—1 

dPf^i.i.Z...p.Ç>k    »     Xp, 
on  aura 

(  I  —  2  MJ7  -h  m')    *    =  Xo  -+-  Xi  M  4-  .  .  .  -h  Xp  W''  -+-  .  .  .  , 

et  Ton  sait  que  X^  sera  un  polynôme  dépendant  de  x  et  satisfai- 
sant à  l'équation  différentielle 

(38)  (a:'-i)^-^(2~/i)x^^p(/i-y^-.i)Xp=o. 

On  sait  aussi  que  trois  polynômes  consécutifs  sont  reliés  par 
Téquation 

(39)  (P  -+-  OXp+,  —  x{ip  -+- 1  —  n)XpH-  (/?  —  n)Xp_i  =  o. 

Cela  posé,  pour />  =  /i,  le  polynôme  satisfaisant  à  l'équation  (38) 
est  une  puissance  parfaite 

C(x«-i)', 

et  de  plus  Téquation  (39)  nous  montre  que  X„^«  sera  divisible 
par  X;,,  et  par  conséquent  aussi  X^^a  et  tous  les  polynômes  sui- 
vants. Nous  avons  donc  la  vérification  complète  du  résultat  obtenu. 
Il  nous  reste  à  examiner  la  troisième  solution.  La  fonction  u 
étant  définie  par  Féquation 

•^i?l(«)  -+-.  •  --^  ^H^'fj*(w)  -|-'f(//)rr:o, 


on  a 


(III)  /—  /     'Kw)(«^i'T'i-H...-h.r^îP;.-h^)'»-'^//. 


On  déduit  de  là  facilement 

{n  —  I ) . .  .  ( /i  —  p) 


I     ^(//)(x,ui, -f-.  .  .   f-^ti 'f,i-r'f  )'»''- ^cpi^fj:^,-!-.  .  .~h'^^,dXy^)Pdu, 

*■  0 
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ponr/>  inférieur  à  //.  Pour  p  =  n  on  a 


dV=- 


a7,tp',  -h  . .  .  -f-^n^i^-ho' 


et  Ton  vérifiera  aisément  que  rf^+^/est  divisible  par  d"/.  Je  don- 
nerai quelques  exemples  relatifs  à  ce  cas,  en  me  bornant  au  cas  de 
deux  variables  indépendantes. 

On  a  alors 

^/( ") -^-7?( ") -+- 'K «)  =  o. 

Supposons  d^abord  n  =  i,ct  désignons  par z  la  fonction  cherchée  ; 
nous  aurons 


/    ^/(w)û^w; 


donc  li  sera  une  fonction  de  5,  et  Xy  y^  z  seront  reliés  par  une 
équation  de  la  forme 

xY{z)  -h7*(<s)  -\-\'=.Q. 

Cette  équation  représente  les  surfaces   cylindroïdes,  engendrées 
par  le  mouvement  d'une  droite  parallèlement  à  un  plan. 
Faisons  ensuite  n  =  2,  nous  aurons 

5=    /    <^{u)\xf{u)^y^{u)'\-^{u)'\du. 
Si  Ton  pose 


.M  ^M  ,,U 


la  surface  sera  définie  par  les  deux  équations 

z  -^z  x¥(ii)  -}- y^(u)  -h  y{u), 
oi=z  x¥'(u)-\-  j«ï>'( Il ) 4-  //( u ) ; 

c'est  la  surface  développable  la  plus  générale. 

On  peut  dire  qu'une  surface  développable  est  caractérisée  par 
la  propriété  que  les  droites,  ajant  en  un  point  avec  elle  le  contact 
le  plus  élevé  possible,  soient  confondues.  On  verra  de  même  que  la 
surface  correspondanlc  au  cas  général  est  caractérisée  par  la  pro- 
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priélé  que,  en  chaque  point,  les  paraboles 

mx  -h  ny  -\-  h  ^=10^ 

Z  r=  a'-h  pj:  -h  .  .  .  -h  YJ:'*~^ 

ayant  avec  elle  le  contact  de  Tordre  le  plus  élevé,  sont  toutes  con- 
fondues. 

Vil. 

Nous  allons,  en  terminant,  généraliser  la  remarque  de  M.  Her- 
mîte  et  montrer  l'extension  dont  les  recherches  précédentes  seraient 
susceptibles.  Considérons  d'abord  une  fonction  entière  u  du  troi- 
sième degré  de  (jl  variables,  et  posons 

Si  Ton  remplace  Xi  par  x/-f-  hdxi^  le  polynôme  u  deviendra  du 
troisième  degré  en  A,  éprendra  la  forme 


vA4-BA-hCA*-hD/iS 
et  ce  radical  aura  pour  développement 

(4o)  J'^hdf-^  T'''-^^  ï"^'-^"^  •  •  •• 

Je  disque,  si  Ton  a  choisi  les  différentielles  flxi  de  manière  à  satis- 
faire aux  deux  équations 

toutes  les  différentielles  suivantes  d^/^  ,  ,  .  seront  nulles. 

En  effet,  si  Ton  élève  au  cube  le  développement  (^o),  on  doit 
retrouver  la  quantité  sous  le  radical.  Mais,  dans  celte  élévation  aux 
puissances,  on  peut  négliger  les  termes  qui  contiennent  A*  en  fac- 
teur. On  aura  donc 

A  -h  B  A  4-  G/i*  4-  D/<=^=  (/-h  hd/f; 

donc  le  radical  sera  une  fonction  linéaire  de  A,  et  par  conséquent, 
dans  le  développement  (4t>)»  d^f  al  les  différentielles  suivantes 
seront  nulles  dès  que  d-f,  d^J'\c  seront.  Celte  proposition  montfiK 
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qu'il  existe  des  relations  identiques  de  la  forme 

qui  se  ramèneront  toutes  d'ailleurs  à  la  première.  A  et  B  contien- 
nent évidemment  les  différentielles  dxi^  A  étant  du  second  degré 
et  B  du  premier  degré  par  rapport  à  ces  différentielles. 

Considérons  de  même  un  polynôme  v  Am  quatrième  degré  et 
l'expression 

Si  l'on  remplace  j:,  par  Xi-\-  hdxi,  v  deviendra  un  polynôme  du 
quatrième  degré  en  A,  dont  le  développement  sera  de  la  forme 

A* 
f^hdf-\ d^f-^ 

Si  l'on  a 

e/»/=o,     ^V=:o, 

1'  deviendra  un  carré  parfait,  comme  l'on  s'en  assure  encore  en 
élevant  la  série  au  carré.  On  sera  donc  coiiduit,  en  répétant  le  rai- 
sonnement précédent,  à  une  équation  de  la  forme 

(42)  ^y=A^/+Bt/y, 

qui  entraînera  les  suivantes  : 

^5^V=:A„r/y+B„^V. 

Laissant  de  côté  ces  exemples  particuliers,  qu'il  serait  facile  de 
multiplier,  considérons  maintenant  d'une  manière  générale  une 
fonction  algébrique  2,  déGnie  par  une  équation 

(43)  /(^i^i,  .,.,  x^)  —  o, 

qui  soit  du  degré  m  par  rapport  à  toutes  les  variables.  Je  dis  qu'il 
existera  entre  les  différentielles  de  z  des  relations  de  la  forme 

/  rf'«-»-»4;  =  A,^"»5  -h  A,t/'"-*-3  -h  . . .  -\-k,n-xd^z, 

(44)  , 

(  d^^Pz  —  k^d'^z-^-,.,  -f-Af„_,^»^, 

la  première  donnant  les  suivantes  par  la  différen dation. 

En  eftet,  supposons  que  l'on  différentie  m  -\-  i  fois  l'équation  (43), 
en  regardant  </X|,  dx^y.  •  .ic/o?!!  comme  des  constantes;  on  obtiendra 
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une  équation  de  la  forme 

az 
où  A  est  une  somme  de  termes  de  la  forme 

les  exposants  des  différents  facteurs  satisfaisant  aux  deux  con- 
ditions 

a, -ha,.  .  . -f- a^-+- P  4- a'j-h.  .  . -h  «^    ^- Pi  H-   •••    -+-?«<''», 
a, -4-    ...    H-a;,-hPi-f-2P,-+-.  ..  4-/wP;„=mH-I. 

On  déduit  de  là,  par  soustraction,  Tinégalité 

P,-h  aPa-h.  .  .  -+-  (m  —  i)P,„^ai-ha,-h. .  .  H-a,*-h  P  H-i. 

11  est  donc  impossible  que  les  exposants  ^2,  ^3,  . . .,  ^m  soient 
tous  nuls,  et  par  conséquent  chacun  des  termes  de  A  contient  Tune 
des  différentielles  rf'^z,  rf"'"* 5,  , ,  .,  d'^z.  On  peut  donc  écrire 

A,'  étant  une  fonction  homogène  entière  d'ordre  i  des  différen- 
tielles dxi.  C'est  la  proposition  qu'il  s'agissait  d'établir. 
Dans  le  cas  où  m  =  2,  on  a 

d^z^kd^z] 

si  ;;?  =  3,  on  aura 

d^z  =  Ad'z-hBd^z, 
cl  ainsi  de  suite. 

L'équation 
(  45  )  d"'^^  z  —  Xtd'"z-h...-h  A,„_,  d*  z 

équivaut  à  autant  de  relations  entre  les  dérivées  de  z  et  les  coeff^ 
cients  des  fonctions  A/  qu'il  y  a  de  termes  dans  d'^'^*  z,  c'est-^"^ 
(lire  à 

H-(H-4-  1)  ...  ({jl4-  //t) 

I  .  2  .  .  .  (W  -h  I  ) 

i'qiiations.  D'ailleurs,  les  coefficients  arbitraires  des  fonclNNDi 
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sont  au  nombre  de 

(  |x  -f- 1  )  ...  i\L-\-  rn  —  I  ) 


1.2...  {m  —  I ) 


—  I 


L'équation  (43)  exprimera  réellement  une  propriété  de  la  fonc- 
tion z\  elle  conduira  à  des  équations  existant  uniquement  entre 
les  dérivées  de  cette  fonction,  toutes  les  fois  que  le  nombre  des 
équations  sera  supérieur  à  celui  des  coefficients  arbitraires,  c'est- 
à-dire  lorsqu'on  aura 

|x( {X  4-  I "»  ...  ([X-+-  m)       (\L-\-  i)  ...  ( |JL  -h  m  —  I ) 
1 . 2 . . .  (  w  -h  1  )  1 . 2 . . .  (  m  —  I  )  ' 

ou 

( 46 )  {A*  4-  |Am  ^  m'  -H  m. 

Ainsi,  dès  que  le  nombre  |jl  des  variables  sera  supérieur  à  la 
limite  définie  par  cette  inégalité,  limite  qui  est  évidemment  plus 
petite  que  m,  on  sera  assuré  que  l'équation  (45)  conduira,  par 
l'élimination  des  arbitraires,  à  des  équations  aux  dérivées  partielles 
auxquelles  devra  satisfaire  la  fonction  z. 

Par  exemple,  dans  le  cas  où  m  =  si,  il  est  clair  que  l'équation 

n'exprime  aucune  propriété  de  >s  si  .s  dépend  d'une  seule  variable. 
Mais  si  |JL  est  supérieur  à  i ,  elle  conduit  à 

1.2.3 

équations  du  troisième  ordre  pour  z. 

De  même,  pour  m  =  3,  /?i  =  4,  le  nombre  (jl  des  variables  doit 
être  au  moins  égal  à  3. 

Mais  il  serait  impossible  de  continuer  ainsi  en  prenant  pour 
base  unique  l'inégalité  (46). 

En  efiet,  il  est  aisé  de  montrer  que  toutes  les  arbitraires  entrant 
dans  les  polynômes  A/  ne   sont  pas  réellement  distinctes  et  que 
l'on  peut  égaler  à  zéro  quelques-uns  des  coefficients  sans  diminuer 
la  généralité  du  second  membre  de  l'équation  (43). 
.:  .SupposonSy  par  exemple,  que  m  soit  égal  à  4-    L'égalité  (45) 
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deviendra 

(  47  )  d}z  —  Ky^d>z  4-  k^d}z  -h  ^%d} z, 

et  elle  peut  évidemment  s'écrire 

d^z  —  K^d'^z  -h  (A,  -+-  hçid^z)d^z  -h  (A3  —  Bçid^z)d^z, 

Bo  désignant  une  constante.  Remplaçons  maintenant  d^z  par  son 
expression  et  disposons  de  Bo  de  manière  à  annuler  un  des  coeffi- 
cients de  A3  —  Borf'-3;  nous  retrouverons  Téquation  (47)>  mais 
avec  un  terme  de  moins  dans  A3. 

D^une  manière  générale,  désignons  par  Q  (m,  [x)  le  nombre  des 
coefficients  arbitraires  réellement  distincts  contenus  dans  le  second 
nombre  de  l'équation  (45);  l'inégalité  à  laquelle  devra  satisfaire  jx 
pour  chaque  valeur  de  m  sera 

(47)  ^(tx-f-i)...(^^m)^ 

^^^^  1.2. .  .  (m  -hi)        ^    ^     '>^f 

Nous  indiquerons  dans  la  Note  qui  termine  ce  Mémoire  comment 
on  peut  déterminer  8(m,  (jl). 

Mais  on  peut  encore  généraliser  et  rendre  plus  précise  la  propo- 
sition que  nous  venons  de  démontrer  relativement  aux  fonctions 
algébriques.  Considérons,  en  effet,  une  telle  fonction  définie  par 
une  équation  de  degré  m, 

/(ZjXi,    .  .  .  ,  .2?|i)  =  o. 

11  est  aisé  de  démontrer  qu'il  existera,  entre  les  différentielles 
totales  de  z,  les  deux  relations 

où  A/,  B|  désignent  des  polynômes  homogènes  en  rfxi,  . .  .,  rfor^, 
d*un  degré  marqué  par  leurs  indices;  mais  de  plus  les  coefficient 
de  ces  polynômes  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x^^  . . . ,  Xn- 
On  a  généralement  pour  p  et  v  les  valeurs 

m  [m  —  I  )  (  /;î  -h  2  )  ( m  —  i  ) 

p  Tz: —  ,       V  =:  . 

2  2 

Celte  proposition  se  déduit  aisément  de  celles  que  Ton  conulfc 

relativement  aux  fonctions  d'une  seule  variable  définies  ^flltl^9ÊIÊ^'^^ 
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équation  algébrique.  Elle  se  rattache  d'ailleurs  indirectement  à 
Tobjet  de  ce  Mémoire,  et  son  étude  m'entraînerait  loin  du  pro-> 
blême  que  j'avais  en  vue.  Je  me  contenterai  donc  d'ajouter  à  ce 
qui  précède  l'énoncé  suivant  : 

Il  y  a  toujours  entre  la  fonction  z  et  m  quelconques  de  ses 
dérivées^  ou  entre  m  4-  i  dérivées  de  z,  une  relation  linéaire 
et  homogène  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  entières 
des  variables  indépendantes.  De  plus,  si  parmi  les  quantités 
choisies  se  trouve  une  seule  des  fonctions 

dz  dz 

z,  3 >      •  •  •  )     -T — > 

le  coefficient  de  cette  fonction  dans  la  relation  linéaire  est  nul. 

En  d'autres  termes  :  Quand  toutes  les  dérivées  sont  au  moins 
du  second  ordre,  la  relation  a  lieu  entre  m  dérivées  seulement, 
J^  ajoute  quHl  sera  toujours  possible  de  choisir  dans  cet  ensemble 
de  relations  un  certain  nombre  d^entre  elles  dont  toutes  les 
autres  se  déduiront  par  différentiation  et  élimination,  et  dont 
la  solution  commune  se  composera  uniquement  des  diverses 
branches  de  la  fonction  z. 


Note  sur  une  fonction  numéricpie. 
Considérons  des  fonctions  homogènes  et  entières  de  |jl  variables 

formons,  avec  des  polynômes  homogènes  tout  à  fait  arbitraires, 
d'ordre  marqué  par  leur  indice, 

la  somme 

(l)  Aq  M;;,   4-  A|   W„|_i    -+-...   -f-Ap  Cl;„_p, 

et  proposons-nous  de  rechercher  combien  le  polynôme  d'ordre  m, 
ainsi  formé,  contient  de  coefficients  réellement  arbitraires.  Nous  dé- 
tigaeronsce  nombre  par  <f{m,  p).  La  fonction  0(m,  |ji),  que  nous 
.•tOTt'.jC0lllii^yhj|jfejk^       de  ce  travail,  se  rattache  évidemment  à  la 

4e.- 1.  V.  (Octobre  i88i.)  28 
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fonction  s*  /m./»  i  yt^r  IVgalité 

Par  suite,  si  l'on  connaît  Texpression  çénéimie  de  9(m,/>),  on 
pourra  en  déduire  celle  de  la  fonction  H,  Nous  allons  voir  qu^on 
peut  exprimer  ^  au  raoven  de  la  fonction 

qui  donne  le  nombre  des  coefficients  dans  un  polvnôme  homogène 
d'ordre  />  à  u  variables.  On  a«  comme  on  sait« 

'  1.1. ,.p  1.2 ^JJL — i) 

Nous  conviendrons  de  rendre  nulle  la  fonction  N  toutes  les  fois 
que  p  sera  négatif.  Elle  est  ainsi  définie  pour  toutes  les  valeurs 
entières  de  p, 

Eo  ce  qui  concerne  la  fonction  ^(  m.  />  i,  on  a  éridemment 

\  ;p(m,o)=i. 
Nous  conviendrons  également  de  poser 

(4)  îp(/W,/>)=iO 

dans  le  cas  où,  p  étant  négatif,  la  fonction  n*aurait  plus  de  sens. 

Ces  remarques  une  fois  faites,  nous  allons  établir  une  relation 
entre  les  fonctions  o  et  N. 

Dans  rexpression  (i),  nous  pouvons  évidemment  substituer  à  A;, 
le  polvnôme 

(oix  les  B/  sont  des  polynômes  arbitraires  d'un  degré  marqué  par 
leurs  indices,  et  que  Ton  supprimera  quand  cet  indice  deviendra 
négatif),  à  la  condition  de  remplacer  A^.^  par 


^p+7  —      P-^<f  ~^  "'»  -p  "t/»-»-<7  -m 


« 


ri  Tcxpression  (i)  prendra  la  nouxelle  forme 

(  .*>  )  A  0  Wm  -i-  •  •  •  -H   A'^  '^rt-  /». 
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Nous  pouvons  la  décomposer  en  deux  parties  :  Tune,  formée  des/? 
premiers  termes,  toute  semblable  à  l'expression  primitive  où  Ton 
aurait  changé  p  en  p  —  i,  et  qui,  par  conséquent,  contiendra 
^{mjp  —  1)  coeflGcients  arbitraires;  Tautre,  composée  du  dernier 
terme  A^  Mw-/>>  A'  étant  donné  par  l'équation  (5). 
A'_  se  forme  en  retranchant  de  A^  une  fonction 

qui  contient  ç(/>,  2/?  —  m  —  i)  coefficients  réellement  distincts.  On 
peut  disposer  de  ces  coefficients  de  manière  à  annuler  un  nombre 
égal  de  coefficients  de  A'    qui  sera  ainsi  ramené  à  ne  contenir  que 

N(/?,  p.)  — ?(/?,  2/1  —  m  — I ) 

coefficients  arbitraires.  On  a  donc  l'équation 

(7)       <p(/n,/i)  =  <p(/n,/?  — i)-f-N(/?,  fi)  — <p(/?,  2/?  — m  — 1), 

quiy  jointe  aux  formules  (3)  et  (4)9  va  suffire  à  la  détermination 
de  f . 

Toutes  les  fois  que  Ton  aura 


(8) 

»<;'"'*"', 

P<      2     ' 

on  aura  aussi 

cp(/l,  2/?  — m  — l)=:0, 

et,  par  conséquent,  l'équation  (7)  se  réduira  à 

Changeons />  en  p  —  i ,  /?  —  2,  . . .,  ce  qui  est  permis,  puisque  p 
ne  cessera  de  satisfaire  à  l'inégalité  (8),  et  ajoutons  toutes  les 
équations  ainsi  obtenues  ;  nous  trouverons 

<p(/w, /?)  =  N  (/?,{!.)-+- N(/?  —  i,  {!.)-+-..., 
ou 

«p(m,/?)ir:N(/?,  |XH-I). 

Si  nous  introduisons  la  nouvelle  fonction  cp,  définie  par  Téga- 
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on  aura  donc 

(lo)  f^^{m,p)  =  o    pour    P<—^ 

Remplaçons^  dans  Fégalité  (7)»  ^  par  son  expression  en  Çi;  eOe 
deviendra 


(2y>  — m  — i,fiH-i). 


En  verln  de  Féqnation  (io>«  appliquée  à  Çi  (/>«  ^p  —  m  —  i),  on 

aura 

9i(p.iàp'-m^i)z^o. 

toutes  les  fois  que  p  satisfera  à  rinégalité 

np  —  HT  —  I  <  ^ 

ou 

(8*)  ^<'X^'' 

Dès  que  cette  condition  rèktive  à  p  sera  remplie^  Téquation  (7*) 
se  réduira  à  la  suivante  : 

Ici  encore  on  peut  changer  p  enp  —  i et  ajouter  les  égalités 

obtenues*  ce  qui  donnera 

f  =  • 

la  somme  de^-ant  être  prolongée  jusqu'à  ce  que  rai^uanent  de  N 
devienne  négatif.  Si  donc  on  pose«  pour  abréger. 


;,vA>=i— Vn(A  — 


57.  ji  — 1>, 

on  pourra  écrire 

et  l'on  aura 

V**>    •  Sj- #»!,/>    =0     pour     /î  <C  — 5 I- 
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En  répétant  indéfiniment  la  série  des  raisonnements  que  nous 
venons  de  faire^  on  sera  conduit,  on  le  reconnaîtra  aisément,  au 
résultat  suivant. 

Définissons  les  fonctions  suivantes  : 


Ni(A)  =  -yN(A-2^,  HL-f-i), 


7=0 


N,(A)z=-^N,(A-3^), 

(II)  {  9  =  0 

• » 

N,(A)  =  -yN,_,[/i-(t-i-i)7], 

\ '.:: 


q  prenant  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  pour  lesquelles 
Targument  des  fonctions  N/  est  positif;  on  aura 

ç(m,/?)  =  N(/?,  [iH-i) 

,     ^      ,  -hN,(2p  — m  — i)-f-N,(3»  — 2m  — 3)-h.. . 

(ia)\  : 

-hNi\{i'hi)p  —  ini '    H-..., 

la  somme  étant  prolongée  jusqu^à  ce  que  l'argument  de  la  fonction 
N/  devienne  négatif.  Comme  on  déduit  aisément  des  formules  (i  i) 

N/(A)  =  (— iy2  2  2...N[/i  — 2^,— 3^j— ...— (i-M)^/h.,,[i-+-i], 

on  voit  que  Ton  pourra  prendre  aussi  pour  Texpression  générale 
de  <f(m,p) 

—  2^,-3^8  — ...  —  («-+-l)^/-+.i,fA-f-I   U 

la  somme  étant  étendue  à  toutes  les  valeurs  entières,  positives  ou 
nulles,  de  *,  q2f .  • .,  7/+<  pour  lesquelles  l'argument  de  N  est  po- 
sitif. Par  conséquent  cette  somme  se  composera  d'un  nombre  fini 
de  termes. 
Il  suit  de  là  que  Ton  peul  écrire 


422  PREMIÈRE  PARTIE. 

a  étant  entier  et  positif  ou  nul,  et  H  (a)  étant  une  fonction  numé- 
rique que  Ton  peut  définir  comme  il  suit. 

Considérons  toutes  les  solutions  possibles  de  Téquation 

%  =  i{m—p)-{ H  2^, -h  3^,  4-... -h  (i-+- 1)^/^-1, 

OÙ  /,  q^y . .  •  qi^t  sont  des  entiers  positifs  ou  nuls.  H(a)  sera  Texcès 
du  nombre  de  ces  solutions  pour  lesquelles  i  est  pair  sur  le 
nombre  de  celles  pour  lesquelles  i  est  impair. 

Il  suit  de  là,  d'après  les  principes  de  la  partition  des  nombres, 
que,  si  Ton  considère  la  fonction 

elle  aura  pour  expression 

'- *  Hm^p)-*- 

1  =  0 

le  produit  (i  — x^)» .  .  (i — -x^)  devant  être  remplacé  par  i  pour 
i=z  o.  Cette  propriété  va  nous  permettre  de  déterminer  H  (a). 
En  effet,  dans  Téquation  bien  connue 

I  —  X  (I — X)(\  —  X^) 

X     «      z' 

(i  —  x). .  .(I  —  ;r*)' 

faisons  5  =  —  x!^~p~^\  nous  obtiendrons  la  formule 

(I  —  X^-P^)  =z  I H  .  .  . 

I  —  X 
!*  =  © 

4- 1  (  W  —  p  ) 


(-•y 


■hi 


X      « 


(i-h^)...(i  — jr'>*)  ' 


et,  si  nous  comparons  au  développement  de  f(x),  donné  par  1 
formule  (i5),  nous  trouverons 

x"'-Pf{x) 
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C'est  Féquation  que  nous  voulions  obtenir.  On  peut  encore  la 
mettre  sous  la  forme 

!*  =  • 


(i6)      I,ll{oL)x*-^'^-P=ri  —  a: 


(*=i 


( I  —  X* )  ( I  —  ^•=' ) . . .  (  I  —  .r'"-/»-'  ) 
On  connaît  la  belle  formule  d*Euler 

TT(i  —  a^)  =11  — a?— -  x*-h  j?*-f-  ar'  —  .r" —  J7"-+-. . . 

!*  =  ! 

Il  ne  reste  plus  qu^à  développer  le  quotient 

I 

ce  qui  ne  saurait  offrir  de  difficulté. 

Le  cas  particulier  qui  nous  intéresse  surtout  est  celui  où  Ton 
a  m  —  ^  =  a.  Nous  aurons  alors 

X H(a) jr«+*=  I  —  j?  —  (i  —  j?)  (i  —  A-»)  (i  —  ^') . .  . , 

ou  y  en  employant  le  développement  d'Euler 

2H(a)a:*+«=  a?»— a?»— ;r'H- a?" -+- a?"— J7**— ^"-t- . . . , 

équation  qui  détermine  H  (a).  On  en  conclut 

/  <p(m,/n  —  2)=:N(m —  2,fj.-f-i)  —  N(m  — 5,  {jl-m) 
(17)     <  — N(/n  — 7,  (x-i-i)-hN(w  — I2,[JL-M) 

(  -l-N(m— i5,  iJL-4-1)  — . .., 

le  terme  général  étant 

/     •      M.    iTvr  /              3/l*±  W  \ 

(_,)«-!]>[  //^ 1 »    P.-f-l)- 

La  formule  (7)  nous  donne,  d'ailleurs, 

^(m,m  —  i)  rni  ©(m,  m  —  2)  -f-  ÎV(w  —  1,  ja)  — cp(/7?  —  i,  m  —  3), 
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Toutes  les  autres  valeurs  de  ^{m^p)  se  déduiront  du  dévelop- 
pement (i6). 

De  Texpression  de  ^ (m,  m  —  a)  on  déduit  facilement  celle  de 
la  fonction  0  définie  par  la  formule  (2) 

(  i-he(m,/?)  =  N(/n  — I,  [H-O  — N(m  — 4,  l^-hi) 
I       —  N(/n  — 6,  |Ji-hi)  4-N(m  — II,  [H-i)-H 

Nous  pouvons  maintenant  apprécier  les  différences  des  valeurs 
fournies  par  les  inégalités  (46)  et  (47)»  q^î  font  connaître  des 
limites  inférieures  pour  |ji  lorsque  m  est  donné.  Voici  ces  valeurs 
pour  les  I  o  premiers  degrés  : 

Valeurs  de  (i.  Valeurs  exactes 

données  de  (jl  données 

Valeurs  de  m.  par  Tinégalité  (46).  par  l'inégalité  (47)* 

2 2  2 

3 3  3 

4 3  3 

5 4  4 

6 5  4 

7 5  5 

8 6  5 

9 6 

10 7  6 

Je  ferai  remarquer,  en  terminant,  que  Ton  déduit  de  la  for- 
mule (16)  l'expression  suivante  de  ç(m,  p)  : 

i  ?(/n,/>)^i:N(m-i,fx)-i:i:N(m-/-A-,  fx) 

où  les  sommes  sont  étendues  à  toutes  les  valeurs  différentes  de 
iy  fkf  /,...,  comprises  dans  la  suite 

niy  m  —  I,  . . .,  m  — p. 

Réciproquement,  on  pourrait  démontrer  d'une  manière  directe 
la  formule  (18)  et  en  déduire  les  résultats  qui  précèdent. 
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In  hemoriah  Dominici  Cuelini  Collectanea  Matiiematica,  nunc  primum 
odila  cura  et  studio  L.  CREMONA  et  E.  BELTRAMI.  —  i  vol.  in-8%  424  p. 
Milan,  1881. 

MM.  Cremona  etBellrami  ont  eu  la  pensée  touchante  d'élever  à 
la  mémoire  du  P.  Chelini  un  monument  scientifique  digne  de  lui  ; 
répondant  à  leur  appel,  les  mathématiciens  de  l'Europe  entière, 
les  membres  de  la  famille  intellectuelle  de  Chelini  sont  venus  for- 
mer un  pieux  cortège  d'admirateurs  et  d'amis  ;  ils  ont  signé  les 
pages  d'un  livre  qui  honorera  longtemps  la  mémoire  de  ce  savant 
si  distingué  et  si  modeste,  de  ce  professeur  si  éminent. 

C'est  M.  Beltrami  qui  s'est  chargé  de  retracer  la  vie  de  Chelini, 
toute  simple  et  comme  cachée,  et  d*en  résumer  les  œuvres. 

Dominico  Chelini  naquit  à  Gragnano,  le  18  octobre  1802;  il 
termina  ses  études,  en  1826,  au  collège  de  Nazareth,  et  fut  consa- 
cré prêtre  l'année  suivante.  Pendant  vingt  années  (i83i-i85i),  il 
enseigna,  dans  ce  même  collège,  les  Mathématiques,  qu'il  avait 
étudiées  seul.  En  i843,  il  fit  la  connaissance  de  Jacobi,  venu  à 
Rome  pour  des  raisons  de  santé  avec  Lejeune-Dirichlet,  Steiner, 
SchlaeOi  et  Borchardt  ;  il  ne  pouvait  manquer  d'acquérir  l'estime 
et  l'amitié  du  grand  géomètre  et  de  ses  célèbres  compagnons. 

Nommé  professeur  de  Mécanique  et  d'Hydraulique  en  i85i,  à 
l'Université  de  Bologne,  il  occupa  cette  chaire  jusqu'en   1860;  le 
gouvernement  nouveau  montra,  à  son  égard,  une  certaine  tolé-- 
rance  ;  à  la  vérité-,  Chelini  fut  tout  d'abord  destitué,  mais  il  fut 
réintégré  immédiatement  dans  sa  chaire,  comme  professeur  extra- 
ordinaire et  délivré  de  l'obligation  de  prêter  un  serment  que  sa 
conscience  de  prêtre  lui  interdisait  ;  malheureusement,  ces  dispo- 
sitions libérales,  si  justifiées  par  le  caractère  de  l'homme  qu'elles 
regardaient  et  par  son  talent,  ne  durèrent  pas;  en  i864>  1^  mi- 
nistère crut  devoir  exiger    de  lui  le  serment  :  Chelini  refusa  et 
fut  destitué.  En  1867,  ^'  ^^^  chargé,  à  l'Université  Romaine,  de 
l'enseignement   de   la  Mécanique  rationnelle  ;   quatre    ans    plus 
tardy  Rome  étant  devenue  capitale  de  l'Italie,  il  dut  quitter  sa 

V.  (Novembre  1881.)  ?<) 
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Il  avait  été  nommé  membre  de  l'Académie  des  Nuovi  Lincei  en 
1847 y  de  r Académie  de  Bologne  en  i854,  de  la  Société  Italienne 
des  XL  en  i863. 

Chelini  est  mort  en  1879. 

M.  Beltrami  classe  les  travaux  de  Chelini  en  quatre  groupes  : 
Géométrie  analytique,  Théorie  des  surfaces,  Mécanique,  Mémoires 
divers. 

Chelini  s'est  particulièrement  occupé  de  la  théorie  des  projec- 
tions et  de  la  composition  des  droites,  des  aires  et  des  points  ;  il 
a  exposé  ses  vues  d'une  façon  systématique  dans  les  deux  beaux 
Mémoires  intitulés  :  Sulla  composizione  geometrica  dei  sistemi 
di  retlCy  di  aree  e  di  punti;  Sulla  nuova  geometria  dei  corn" 
plessi.  Nous  ne  pouvons  que  renvoyer  le  lecteur  à  l'excellente  ana- 
lyse que  M.  RuflCni  en  a  donnée  dans  le  Giornale  di Matematiche 
et  que  le  Bulletin  a  reproduite  (i**®  série,  t.  Vil,  p.  a4i)  (*). 

Ulnterpretazione  geometrica  di  for  mole  essenziali  aile 
scienze  delU  estensione,  dei  moto  e  délie  forze  se  rapporte, 
comme  le  titre  l'indique,  à  des  considérations  du  même  ordre. 

Dans  le  Saggio  di  Geometria  analitica  trattata  con  nuovo 
metodo  et  dans  le  Mémoire  intitulé  (^)  :  SuW  uso  sistematico 
dei  principi  relativi  al  metodo  délie  coordinate  rettilinee, 
Chelini  a  développé  en  particulier  une  idée  due  à  Cauchy  et  qui 
devrait  avoir  pénétré  entièrement  dans  l'enseignement  classique  de 
la  Géométrie  analytique  :  elle  consiste  à  adjoindre  au  trièdre  des 
coordonnées  (obliques)  le  trièdre  supplémentaire  ;  la  dépendance 
entre  les  deux  systèmes  de  coordonnées  lient  à  la  dépendance 
entre  la  forme  quadratique  qui  donne  le  carré  de  la  distance  d'un 
point  à  l'origine  et  la  forme  adjointe  ;  grâce  à  l'emploi  de  ces  deux 
trièdres,  qui  s'impose  d'ailleurs  lorsqu'on  se  sert  de  coordonnées 
rectilignes  ou  orthogonales,  les  formules  deviennent  élégantes  et 
symétriques. 

Le  Mémoire  intitulé  :  Sopra  alcuni  punti  notabili  nella  teoria 
elementare  dei  tetraedri  e  délie  coniche  contient  une  solution 
nouvelle  et  simple  du  problème  de  Lagrange  ;  d'autres  travaux  ont 


(')   Voir  aussi  dans  le  nulletin,  t.  IV,  p.  a'^S. 
(')   \'oir  le  Bulletin,  l.  VII,  p.  uj. 


■««£l 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  427 

contribué  au  développement  et  à  la  diffusion  des  découvertes  de 
Chasles  et  de  Môbius. 

A  propos  du  Mémoire  Su  lia  curvatuta  délie  linee  e  délie 
superficie,  où  Chelini  a  développé  des  propositions  de  la  Géométrie 
des  lignes  et  des  surfaces  qui  sont  indépendantes  des  vues  de 
Gauss,  M.  Beltrami  insiste  avec  raison  sur  la  simplicité  de  la  con- 
sidération suivante,  qui,  dit-il,  mériterait  d'entrer  dans  tous  les 
traités  et  qui  peut  servir  de  point  de  départ  à  la  théorie  ordinaire 
de  la  courbure,  indépendamment  de  toute  hypothèse  sur  le  choix 
des  axes.  En  désignant  par  X,  Y,  Z  les  cosinus  directeurs  de  la 
normale  à  une  surface  et  par  S  Tare  d'une  ligne  quelconque  tra- 
cée sur  cette  surface,  on  a 

^  dœ       ^  dv       r,  dz 
as  as  as 

d'où,  en  différentiant  par  rapport  à  s  y 

d}x       Y  ^V       7  ^^  _  ^^^^  _       (^^  ^^ 
ds^  ds*  ds^  p  \ds    ds 

où  p  désigne  le  rayon  de  courbure  et  Q  Tangle  qu'il  fait  avec  la 
normale  à  la  surface  ;  or  le  second  membre  conserve  la  même  va- 
leur pour  toutes  les  courbes  qui  passent  par  le  même  point  et  y 
ont  la  même  tangente. 

Chelini  publia  ensuite  les  Dimostrazioni  geometriche  délie 
trasformazioni degli  integiali  multipli  relativi  aile  superficie 
ed  ai  volumi,  les  Teoremi  relativi  aile  linee  di  curvatura  e 
geodetiche  sopra  i  paraboloidi^  la  Determinazione  geometrica 
in  coordinate  ellittiche  degli  elementi  ds^y  ds^^  dsn  délie  tre 
linee  dHntersezione  5|,  s^^  s^  seconda  cui  si  intersecano  in  un 
punto  tre  superficie  ortogonali  di  seconda  grada  ;  puis,  dans 
un  travail  étendu  (/>/  alcuni  teoremi  di  Gauss  relativi  aile  su- 
perficie curve),  il  fît  connaître  en  Italie  les  résultais  des  admirables 
Disquisitianes  générales  circa  superficies  curvas,  non  sans  y 
ajouter  plusieurs  propositions  originales.  Le  Mentor  ia  su  lie  for- 
mole  fondamentali  riguardanti  la  curvatura  délie  superficie  e 
délie  linee  contient  l'application  aux  coordonnées  curvilignes 
des  formules  relatives  aux  deux  trièdres  supplémentaires,  la  trans- 
it ,^|p|^^U||l.j^|ié||^  de  Téquation  de  Laplace,  rétablissement  des 
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Yormulcs  relatives  à  la  courbure  des  surfaces  d'un  système  triple  ; 
enfin,  dans  la  Teoria  délie  coordinate  curvilinee  nello  spazio  e 
nelle  superficie,  Chelinl  a  développé  d'une  façon  complète  et  sys- 
tématique ses  recherches  antérieures  et  les  résultats  essentiels  de 
cette  partie  de  la  science. 

L'un  des  plus  beaux  travaux  de  Chelini  sur  la  Mécanique  ration- 
nelle est  cette  Determinazione  analitica  délia  rotazione  dei 
corpi  liberi  secondo  i  concetti  del  sig,  Poinsot,  dont  M.  Hermite 
a  pu  dire  qu'on  y  trouve  développées  «  pour  la  première  fois  les 
conséquences  analytiques  de  la  belle  théorie  de  Poinsot,  que  son 
auteur  ni  personne  n'avait  encore  données  d'une  manière  aussi 
approfondie  (*)  ».  Malgré  sa  modestie,  Chelini  a  dû  sentir  le  prix 
singulier  de  cet  éloge  que  lui  donnait,  dix-huit  ans  après  la  publi- 
cation de  son  travail,  celui  qui  portait  au  rare  degré  de  perfection 
que  l'on  sait  la  théorie  du  mouvement  d'un  corps  solide  autour 
d'un  point  fixe. 

Des  intégrales,  des  forces  vives  et  des  aires,  Chelini  déduit  l'équa- 
tion de  la  projection  de  la  polodic  sur  un  plan  principal  de  l'el- 
lipsoïde central,  projection  qui  est  une  ellipse  ;  introduisant 
ensuite  V anomalie  excentrique  cp  de  la  projection  du  pôle  instan- 
tané, il  exprime  au  moyen  de  cet  angle  les  composantes/?,  y,  r,  et 
la  vitesse  angulaire  o)  ;  la  relation  entre  (ù  et  t  donne  (f  en  fonction 
elliptique  du  temps. 

Peu  après  la  publication  de  ce  Mémoire,  Chelini  donnait  les 
Elenienti  di  Meccanica  razionale  con  Appendice  sui  principt 
fondamentali  délie  Matematiche ,  etc.,  puis  un  Mémoire  sur 
l'attraction  des  ellipsoïdes.  Le  travail  intitulé  Dei  moti  geome- 
trici  e  loro  leggi  nello  spostaniento  d^una  figura  di  forma  inva- 
riabile  est  relatif  aux  déplacements  finis.  Dans  le  Mémoire 
DelVuso  délie  coordinate  obliquan golc  nella  determinazione 
dei  momenti  dUnerzia^  l'auteur  montre  comment  on  peut,  dans 
certains  cas,  se  débarrasser  de  l'hypothèse  de  l'orlhogonalité  des 
axes.  Les  derniers  travaux  de  Chelini  regardent  principalement  la 
théorie  des  axes  permanents  et  des  centres  de  percussion  :  Sulle 
proprie  ta  geomet  riche  e  dina  miche  dei  centri  di  percossa  nei 


('  )  Comptes  rendus  fies  séances  de  rAcndémie  des  Sciences,  '>\  dêrcmbre  1H77. 
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moti  di  rotazione.  —  Intorno  ai  principî  fondamentali  délia 
dinamica  con  applicazioni  al  pendolo  ed  alla  percussione  dei 
cor  pi  secôndo  Poihsot  (  *  ). 

On  le  voit  par  cette  rapide  analyse,  Chelini  a  surtout  cherché  à 
faire  œuvre  d'enseignement;  il  a  montré  dans  cette  œuvre  assez  de 
force  d'esprit  pour  qu'on  soit  assuré  qu'il  n'eût  pas  moins  réussi 
en  se  consacrant  tout  entier  à  des  recherches  originales;  mais, 
ainsi  que  le  dit  M.  Beitrami,  <(  il  est  bon  que,  dans  la  science  et 
dans  toutes  les  activités  humaines,  chaque  intelligence  s'applique 
à  sa  manière,  quand  elle  est  saine  et  robuste  ».  Sans  doute  la  joie 
mêlée  de  modestie,  que  ressentait  Chelini  en  faisant  briller  de 
toute  leur  lumière  et  de  toute  leur  beauté  des  vérités  déjà  con- 
quises, était  aussi  vive  que  celle  qu'il  aurait  éprouvée  en  pénétrant 
plus  avant  dans  les  régions  inexplorées  du  monde  mathématique. 

La  préface  de  M.  Beltrami  est  suivie  de  la  liste  complète  des 
trente-trois  publications  de  Chelini,  qui  se  trouvent,  sauf  les 
Elementi  di  Meccanica,  dans  le  Giornale  Arcadico,  la  Raccolta 
scientifica  di Palomba,  les  Annali  di  scienze  compilât i  da  Tor- 
tolinif  les  Annali  di  Matematica  pubblicati  da  Tortolini^  le 
Giornale  di  Matematiche  délie  Università  Italiane,  le  Ballet- 
tino  du  prince  Boncompagni,  les  Atti  delV  Accademia  rfe'  Niiovi 
Linceiy  les  Mentor ie  deW  Accademia  di  Bologna, 

Voici  maintenant  la  liste  des  Mémoires  qui  forment  les  Collée- 
tanea  Mathematica,  avec  de  brèves  indications  sur  les  matières 
traitées. 

Heamite.  —  Sur  les  fonctions  0(x)  et  H(x)  de  Jacobi.  (p.  i-5,  fr  ). 
La  série 


m'      mi  iw* 


(—  i)«7  *  e 


î 


0mm 

taiig  -T7  {-jc  —  miK') 

2lv 


OÙ  ni=  2n  -h  i   et  qui  donne  -- — -  qiiand  on  y  fait  10  =  o,  jouit 


■      » 


(')  Bulletin,  2*  série,  l.  I,  11*  Partie,  p.  82, 
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<le  la  propriété 


(le  même  pour  la  série 


^1  / »Nn^«-^    h 


(— i)«7'»"e 


sin  — ^  (a;  —  2niK') 
2K  ^  ' 


nui  pour  w  =  o  donne  ttt — r-  Ces  résultats  sont  obtenus  direcle- 
ment  par  la  décomposition  en  éléments  simples  des  termes  de  la 


série. 


SiACci.  —  L'hypcrboloïde  central  dans  la  rotation  des  corps,  (p.  6-16,  ital.). 

Quand  un  corps  tourne  autour  d'un  point  fixe  sans  qu'il  y  ait  de 
forces  extérieures,  un  certain  hyperboloïde,  lié  à  ce  corps  et  dont 
les  axes  coïncident  avec  les  axes  principaux  d'inertie  relatifs  au 
point,  roule  sans  glisser  sur  un  cylindre  circulaire  droit  dont  Taxe 
passe  parle  point  fixe  et  est  parallèle  à  Taxe  du  couple  d'impulsion. 

Cayley. —  Sur  une  équation  différentiel  le.  (17-26,  angl.). 

11  s'agit  de  l'équation 

(a'z^  -{-  ih' z  -+-  c')dz^  {ax-  -h  2bx-\-c)dx^ 

qui,  ainsi  que  l'a  montré  M.  Kummer,  joue  un  rôle  si  considérable 
dans  la  ibéorie  de  la  transformation  des  séries  hypergéométriques. 

Battaclixi.  —  Sur  les  cubiques  ternaires  syzygétiques.  (27-00,  ital.). 

Dans  ce  travail  l'auteur  donne  plusieurs  propositions  intéres- 
santes relatives  aux  relations  entre  une  cubique  et  sa  cayleyenne, 
et  il  généralise  quelques  théorèmes  de  Clebsch  relativement  aux 
coniques  polaires  et  aux  poloconiques  prises  par  rapport  aux  cu- 
biques d'un  faisceau  syzygé tique. 
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HiRST.  —  Sur  les  complexes  engendrés  par  deux  plans  corrélatifs.  (Si-^S,  angl.)* 

Ce  travail  fait  suite  à  l'étucle  sur  la  corrélation  de  deux  plans 
publiée  dans  le  Recueil  de  la  Société  Mathématique  de  Londres, 
18^4^  ^'  V,  p.  4o.  Soient  a,  ^  les  deux  plans  qui  se  correspondent. 
Si  la  droite  a  du  premier  correspond  au  point  B  de  l'autre,  réci- 
proquement à  tout  point  A  du  premier  point  situé  sur  la  droite  a 
correspondra  une  droite  b  passant  par  B.  On  dit  que  les  deux 
points  A  et  B  sont  conjugués.  Il  est  clair  que  la  droite  AB  en- 
gendre un  complexe  C  dont  M.  Hirst  approfondit  la  nature  et  les 
singularités. 

D'OviDio.  —  Note  sur  certains  hyperboloïdes  annexés  aux  cubiques  gauches.  (72- 
90,  iul.). 

L'auteur  rappelle  les  formules  fondamentales  qu'il  a  données 
dans  son  Studio  suite  cubiche  gobbe  présenté  à  l'Académie  de 
Tunis  (9  mars  1879),  et  qui  sont  obtenues  par  l'emploi  des  nota- 
tions symboliques  introduites  par  Clebsch  dans  l'étude  des  formes 
binaires.  Il  étudie  ensuite  certains  faisceaux  et  réseaux  de  surfaces 
du  second  degré  qui  se  présentent  dans  la  théorie  des  cubiques 
gauches,  en  particulier  les  hyperboloïdes  par  trois  cordes  d'une 
cubique. 

Ma!<:<heix.  —  Constructions  planes  des  éléments  de  courbure  de  la  surface  de  Tonde. 
(91-ioi,  fr.). 

Le  point  de  départ  est  la  génération  trouvée  par  Mac  CuUagh. 
L.a  solution  repose  sur  la  représentation  géométrique  d'un  élé- 
ment de  surface  réglée  au  moyen  d'une  droite  auxiliaire  et  sur  la 
ï*eprésentation  d'un  pinceau  de  droites  au  moyen  d'une  circonfé- 
ï'ence  et  d'un  point. 

f'ADovA.  —  Sur  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 
(io5-ii6,  ital.). 

L'auteur  étend  la  méthode  donnée  par  Ampère  (Cahiers  XVII  et 
X.VIII  du  Journal  de  F  École  Polytechnique)  au  cas  d'un  nombre 
cjuelconque  de  variables,  et  montre  qu'elle  conduit  à  la  méthode 
de  Cauchy,  en  évitant  la  difficulté  signalée  par  M.  Bertrand. 
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Smitu.  —  Sur  quelques  fractions  continues.  (ii^-i'jSj  lat.). 

Sur  la  résolution  en  nombres  entiers  des  équations  de  la  forme 
P,P,-2H»izz±i,     P,P,-3R»  =  ±i, 

les  solutions  étant  mises  sous  la  forme  qu^affecte  le  numérateur 
d'une  fraction  limitée.  Sur  certaines  représentations  par  des  formes 
quadratiques.  Sur  certains  développements  des  racines  carrées  en 
fractions  continues. 

Caporali.  —  Sur  les  systèmes  linéaires  triplement  infinis  des  courbes  algébriques 
planes.  (14*2-170,  ital.). 

Solution  des  principaux  problèmes  de  géométrie  numérique  qui 
se  présentent  dans  la  théorie  de  ces  systèmes;  la  méthode  consiste 
à  faire  dépendre  ces  questions  de  considérations  stéréométriques 
et  les  propriétés  obtenues  résultent  de  l'étude  d'une  surface  re- 
présentée point  par  point  sur  le  plan  des  systèmes  linéaires  de 
façon  que  ses  sections  planes  aient  pour  images  les  courbes  du 
système  linéaire. 

C.KRni'Ti.  —  Sur  une  généralisation   de  quelques  théorèmes  de  Mécanique.  (171- 
18-J,  ital.). 

Si  un  point  {jc^v,  z)  est  soumis  à  l'action  d'une  force  qui  ne 
dépende  que  de  la  position  du  point,  les  équations  du  mouvement 
auront  une  intégrale  de  la  forme 

où  x',  y\  z'  sont  les  composantes  de  la  vitesse  et  où  A,  B,  C,  D 
sont  des  fonctions  de  x^Vy  z\  si  les  lignes  d'action  de  la  force  ap- 
partiennent à  un  complexe  linéaire,  celte  condition  est  d'ailleurs 
nécessaire  :  une  ligne  quelconque  peut  toujours  être  décrite  libre- 
ment par  une  force  dont  les  lignes  d'action  appartiennent  à  un 
complexe  linéaire  donné  arbitrairement.  L'auteur  examine  le  cas 
où  il  existe  deux  intégrales  de  celte  forme;  il  traite  aussi  le  cas 
où  le  point  doit  se  mouvoir  sur  une  surface  :  si  ses  coordonnées 


I 

l 

1* 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  433 

sont  iij  Vf  pour  qu'il  existe  une  intégrale  de  la  forme 

AM'-+-Br'-+-C  =  o, 

il  faut  que  la  surface  soit  une  surface  hélicoïdale. 

Bardelli.  —  Sur  les  axes  d'équilibre.  (i83-ao5y  ital.). 

'  btant  donné  un  système  solide  en  équilibre,  il  existe  toujours 
trois  directions  orthogonales  entre  elles,  telles  que,  en  faisant 
tourner  le  corps  autour  de  Tune  d^elles  d^un  angle  égal  à  (2/i-|-i)7r, 
il  vienne  dans  une  nouvelle  position  d^équilibre,  en  supposant 
que  les  forces  soient  restées  appliquées  au  même  point  et  niaient 
point  varié  en  grandeur  et  en  direction.  La  détermination  de  ces 
directions  dépend  d*une  équation  du  3*  degré  :  quand  le  dernier 
terme  est  nul,  il  existe  en  général  un  axe  unique,  coïncidant  avec 
une  des  directions  précédemment  définies,  tel  que  le  corps  puisse 
tourner  autour  de  cet  axe  d'un  angle  quelconque  en  restant  en 
équilibre  ;  il  peut  d'ailleurs  exister  une  infinité  de  tels  axes  tous 
parallèles  à  un  plan;  enfin,  dans  le  cas  des  systèmes  astatiques, 
toute  droite  de  Tespace  est  un  tel  axe. 

Dabbocx.  —  Sur  Téquation  de  Riccati.  (199-205,  fr.). 
Si  Péquation  différentielle 

^:>ii  /?,  Çj  r  désignent  des  fonctions  quelconques  de  x^  admet 
<^omme  solutions  particulières  toutes  les  racines  d'une  équation 
^^  Igébrique 

/(r)  =  o, 

^ont  les  coefBcients  sont  des  fonctions  de  x,  elle  admettra  aussi 
^^omme  solutions  particulières  les  racines  de  tous  les  covariants  du 
l>olynôme/(^).  L'auteur  applique  cette  proposition  à  un  exemple 
étudié  par  M.  Cayley. 
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lIoHCBABDT.  —  Sur  dcux  algorithmes  analogues  à  celui  de  la  moyenne  arilhroético- 
géomctriquc  de  deux  éléments.  (ao6-2ia,  fr.). 

Si  l'on  considère  la  suite  indéfinie 

oii  m,  n  sont  deux  nombres  positifs  et  où 

m  -\'  n 


Ht   -T-  rt  t 


m,  -f-/it 
m,  = ,     /i,  =z  \jm^  /i, , 


les  termes  de  cette  suite  auront  pour  limite 


i//i*  —  7/1*  v^m*  —  //* 

ou      — 


n 


m 


arccos  —  in<r 


v/m*  —  /«' 


selon  que  Ton  aura  n  ^  //?. 


Brioschi.  —  Sur  une  forme  binaire  du  huiliéme  ordre.  (2i3-a20y  ital.). 

La  forme  binaire  du  huitième  ordre/,  pour  laquelle  le  covari^^ 
(lu  huitième  ordre 

satisfait  identiquement  à  la  relation 


<r 


OÙ  p  est  une  constante,  ne  diffère  que  par  un  facteur  constant  di^ 
hessicn  d'une  forme  du  sixième  ordre  pour  laquelle  le  covarian^ 
correspondant  G  est  identiquement  nul. 

BRioscm.  —  Résultante  de  deux  formes  binaires,  l'une  cubique,  l'autre  biquadra- 
tiquc.  (221-233,  itrl.). 

Le  système  simultané  de  deux  formes  binaires,  Tune  cubiqvtf 
Taulre  biquadratiquc,  a  été  étudié  par  M.  (.lundelfînger;  il 
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pose  de  soixante-quatre  formes;  M.  Brîoschi  exprime  la  résultante 
au  moyen  de  certains  des  invariants  de  M.  Gundelfinger. 

Kboneckeb.  —  Sur  le  poleotiel  dans  une  multiplicité  /l°P'^  (22^'23t,  allem.). 

L'auteur  donne  une  forme  remarquablement  simple  pour  l'ex- 
pression du  potentiel  d'un  ellipsoïde,  non  rapporté  à  ses  axes, 
dans  une  multiplicité  n"P**'. 

BfiTTi.  —  Sur  la  propagation  de  la  chaleur.  (332-340,  ital.)* 

Sur  le  mouvement  de  la  chaleur  dans  un  milieu  isotrope  indé- 
fini dont  on  suppose  tous  les  points  à  la  température  zéro,  sauf  les 
points  contenus  dans  un  espace  déterminé. 

RcTE.  —  Sur  le  complexe  de  sphères  quadratiques  et  sur  les  cyclidcs  confocales. 
(241-357,  allem.). 

L'auteur  s'est  proposé  d'étendre  la  notion  de  normale  aux 
complexes  linéaires  de  sphères  et  d'arriver  par  une  voie  nouvelle 
au  système  de  cyclides  orthogonales  et  homofocales. 

Di!ii.  —  Sur  quelques  théorèmes  relatifs  à  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable 
complexe.  (338-376,  ital.). 

Cette  Communication  se  rapporte  au  théorème  de  M.  Weier- 
strass  sur  l'existence  d'une  fonction  entière  dont  on  donne  les 
zéros.  M.  Betti  (t.  III  des  Annales  de  Tortolini,  p.  82)  avait 
établi  une  proposition  qui  est  un  cas  particulier  de  celle  de 
2VI.  Weierstrass  ;  M.  Betti  avait  supposé  tous  les  zéros  simples  et 
leurs  distances  mutuelles  supérieures  à  une  quantité  donnée  : 
^1.  Dini  montre  comment  on  peut  compléter  la  démonstration  de 
^I.  Betti  et  comment  des  considérations  analogues  conduisent  à  la 
démonstration  du  théorème  de  M.  Mittag-Leffler. 

SoiLAEFLi.  —  Quelques  remarques  sur  les  fonctions  de  Lame.  (276-3S7,  allcni.). 

En  désignant  par  A,  B,  C  (A  ;>  B  ;>  G)  les  carrés  des  demi-axes 
d'une  sor&ce  4»  second  d^ré,  telle  que  A  —  C^B  —  C  soient  des 


■  ■■».-  jt— — ..  ■■—  ■  ^ 


436  PREMIÈRE  PARTIE, 

constantes,  et  en  posant 


2V/ÂBG 

les  fonctions  de  Lamé  {Leçons  sur  les  fondions  inverses  des 
transcendantes,  p.  279)  sont  des  fonctions  entières  du  /î**°*"  de- 
gré des  demi-axes,  de  la  forme 

P  =  A«B>GtQ, 

où  les  exposants  a,  p,  y  sont  zéro  ou  ->  où  Q  est  une  fonction  en- 
tière de  Â  dont  le  degré  v  est  déterminé  par  Téquation 

3(a-+-  3-f- Y4-v)  =1/1, 

et  telles  que 

I   d^V 


P  dt'' 

soit  une  fonction  entière  (du  premier  degré)  de  A;  l'auteur 
montre  y  d'une  façon  élémentaire,  que  l'équation  Q  =  o  a  toutes 
ses  racines  réelles,  que  les  v  +  i  fonctions  Q  qui  appartiennent  à 
un  même  groupe  d'exposants  a,  p,  y  sont  différentes,  et  qu'il  y  a 
effectivement  in-\- 1  fonctions  P. 


WoLF  (H.)'  —  Sur  la  relation  entre  la  période  des  taches  du  Soleil  et  les  varia- 
lions  magnétiques  observées  à  Rome.  C^SS-tigS,  allem.). 

Geisbr.  —  Sur  les  sécantes  triples  d'une  courbe  gauche  algébrique  (29^-306,  ail.)* 

Problème  de  géométrie  numérique.  Nombre  des  sécantes  triples 
qui  passent  par  un  point  de  la  courbe,  degré  de  la  surface  réglée, 
engendrée  par  une  telle  droite,  etc. 

Ca80r\ti.  —  Sur  une   formule  fondamentale  concernant  les  discriminants  d'une 
équation  diflerenliellc  et  de  son  équation  primitive  complète.  (3o7-3i2,  ilal.). 

Relation  entre  le  discriminant  d'une  équation  différentielle  de 
la  forme 

^ç^dx'*^  -\-  o^dx"^-^ dy  -+-.  .  .H-  «p^c^V^  =0, 

où  les  ^  sont  des  fonctions  de  x  et  de  y^  et  le  dis€riiiiiiMUi|:^>^ 
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Téquation   obtenue  par  rintégration   et  que  Ton  suppose  de  la 
forme 

/(û)  m/oû"» -+-/,û"-t -h. .  .-f-/„  =  0, 

où  les  f  sont  des  fonctions  de  or  et  de  j^  et  où  Û  est  la  constante 
arbitraire. 

Bertiki.  —  Sur  les  courbes  gauches  rationnelles  du  cinquième  ordre.  (Sia-SiG,  ital.). 

Ces  courbes,  qui  peuvent  être  obtenues  par  une  transformation 
quadratique  des  courbes  du  quatrième  degré,  peuvent,  si  on  les 
suppose  sans  points  doubles,  être  rangées  dans  deux  classes  :  les 
unes  admettent  une  droite  quadri-sécante^  les  autres  en  admettent 
une  infinité;  ce  sont  les  premières  qu'étudie  M.  Bertini,  il  s'oc- 
cupe spécialement  des  droites  tri-sécantes  et  des  coniques  cinqui- 
sécantes. 

Jo?fc.  —  Sur  les  moments  obliques  d'un  système  de  points.  (337-339,  ital.). 

Étant  donné  un  système  de  points  (oi,  o^,  •  • .)  affectés  de  coef- 
ficients numériques  (mi ,  mj, . . .),  l'auteur  appelle  moment  oblique 
de  degré  r  de  ce  système  par  rapport  à  un  plan  la  somme  ^mix\ 
où  Xi  est  la  distance  du  point  o/  au  plan,  comptée  parallèlement  à 
une  direction  fixe;  il  parvient,  pour  r=  2,  par  voie  synthétique, 
à  une  représentation  analogue  des  plans  de  moment  constant. 
Celle  que  Hesse  a  employée  pour  rendre  intuitive  la  distribution 
des  plans  de  moment  constant;  la  quadrique  imaginaire  (ima^i- 
^âres  Bild)  de  Hesse  est  remplacée  par  une  quadrique  qui  peut 
^tre  nulle  ou  imaginaire. 

RcLiKAMi.  —  Sur  la  théorie  des  axes  de  rotation.  (34o-363,  ital.)> 

Exposition  élégante  des  principes  de  la  théorie  développée  par 
Ohelini  et  M.  Turazza. 

BosiGOHPACxi.  —  Sur  un  testament  inédit  de  Nicol6  Tartaglia.  (363-^13,  ital.). 

Ce  testament  est  repnodiliti   tnci^raphiquement. 
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Crkmoxa.  —  Sur  une  certaine  surface  du  quatriènne  ordre.  (^i3-^2/|,  ilal.). 

Sur  la  surface  engendrée  par  faisceaux  projeclifs 

S|  —  XSj  ^=:  o, 
S3  —  XS4  =  0 

de  surfaces  du  second  degré,  en  supposant  que  toutes  les  surfaces 
S  =  o  se  touchent  en  un  même  point. 


WEIERSTRASS.  —  Zur  Théorie  der  eindeutigen  analytischen  Functio- 
NEN.  —  In-4**,  60  pages  (*). 

Dans  cet  important  travail,  dont  les  résultats  deviendront  clas- 
siques, l'illustre  géomètre  s'est  préoccupé  principalement  d'éta- 
blir diverses  formes  analytiques  susceptibles  de  représenter  une 
fonction  uniforme  satisfaisant  à  certaines  conditions  :  l'importance 
et  la  généralité  des  conclusions  auxquelles  parvient  M.  Weierstrass, 
la  rigueur  avec  laquelle  elles  sont  déduites,  donnent  à  son  œuvre 
une  valeur  exceptionnelle. 

Une  fonction  uniforme  de  x  est  dile  régulière  dans  les  envi- 
rons du  point  a  quand,  pour  les  valeurs  de^r  telles  que  le  module 
de  or  —  a  soit  inférieur  à  une  quantité  finie,  elle  peut  être  repré- 
sentée par  une  série  convergente  telle  que 

Ao  -H  Aj(j7  —  a)  -h  Aj(^^  —  aY  4- 

La  même  condition  convient  pour  le  point  00  ,en  remplaçante  —  oo 

par  —  •  Tout  point  par  lequel  une  fonction  uniforme  n'est  pas  ré- 

gulière  est  un  point  singulier  :  un  tel  point  singulier  a  est  non- 
essentiel,  si  l'on  peut  rendre  la  fonction  régulière,  dans  les  envi- 
rons du  point  a,  en  la  multipliant  par  une  puissance  entière  et 
positive  de  X  —  a  ;  si  on  ne  peut  le  faire,  le  point  a  est  un  point 


(')  Abliandhingen  der  konig.  Akad,  der  Wiss.  zu  Berlin,  187G.  —  Annales  de 
l'Ecole  Normale  supérieure,  1'  série,  t.  VIII,  p.  m. 
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singulier  essentiel.  Le  caractère  propre  des  fonctions  rationnelles 
consiste  en  ce  qu^elles  ne  peuvent  avoir  que  des  points  singuliers 
non-essentiels  :  on  n'aperçoit  d'abord  qu'une  fonction  uniforme  qui 
n'a  que  des  points  singuliers  non-essentiels  en  un  nombre  né- 
cessairement fini,  puisqu'on  peut  la  représenter  par  le  quotient  de 
deux  polynômes  entiers  en  x. 

Les  fonctions  uniformes  n'ayant  qu'un  seul  point  singulier  es- 
sentiely  situé  à  l'infini,  offrent  un  intérêt  particulier  et  sont  l'objet 
d'une  étude  spéciale  :  elles  peuvent  être  représentées  par  des  se-, 
ries  de  la  forme 

convergentes  dans  tout  le  plan;  réciproquement  une  telle  série 
illimitée  représente  une  fonction  uniforme  ayant  un  seul  point 
singulier  essentiel,  situé  à  l'infini.  M.  Weierstrass  donne  à  ces 
fonctions  le  nom  de  fonctions  entières  (transcendantes);  les  fonc- 
tions entières,  au  sens  ordinaire  du  mot,  étant  dites  rationnelles 
entières. 

On  voit  aisément  qu'une  fonction  entière,  au  sens  de  l'auteur, 
ne  peut  avoir,  dans  une  portion  limitée  du  plan,  qu'un  nombre 
fini  de  zéros,  même  lorsque  l'on  compte  pour  n  zéros  un  zéro 
<l*ordre  n  de  multiplicité.  La  suite  des  zéros  a^y  ^,,  a^-,  .  •  •  d'une 
fonction  entière,  que  leur  nombre  soit,  dans  tout  le  plan,  fini  ou 
infini,  peut  donc  être  rangée  de  façon  à  satisfaire  aux  conditions 
suivantes  : 

1^  Chaque  valeur  entre  dans  la  suite  autant  de  fois  qu'il  y  a 
d'unités  dans  l'ordre  de  multiplicité  du  zéro  correspondant; 

a"  Pour  deux  termes  consécutifs  de  la  suite  r/|,  ^2»  <^3>  •  •  •> 
n  a 

l^n^i  1^1  ««KM; 

3**  Si  la  suite  des  zéros  est  illimitée,  on  a 

lim  \  a,t  \  =  oc  . 


n  —  *> 


Kéciproquement,  étant  donnée  une  suite  de  nombres ^i,  r/j,  «3,... 
^^lisfaisant  aux  conditions  précédentes,  on  peut  se  demander  s'il 


(')  \a:  !)yiiibul<*  |^|  (l«>8i;;iic,  ni  gôiitTuI,  \v  iimmIuIc  de  la  (|uuiililé  a. 
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existe  une  fonction  entière  dont  la  suite  des  zéros  soit  précisément 
la  suite  ^i,  a^,  a^y  • . .,  et  dans  quelle  mesure  une  telle  fonction, 
dont  on  démontre  effectivement  l'existence,  est  déterminée. 

On  reconnaît  d'abord  immédiatement  qu'on  peut  toujours  for- 
mer, et  cela  d'une  infinité  de  façons,  une  suite  de  nombres  entiers 

et  non  négatifs, 

m|,     tn^y     m^y     . . . , 

tels  que  la  série 


^  I    I    / a:\'"^ 
^  I  «v  Vov/ 


soit  convergente  pour  toute  valeur  finie  de  x  ;  dès  lors  la  fonc- 
tion 


IMy 


se  comporte  évidemment  comme  la  dérivée  logarithmique  d^une 
fonction  entière  dont  la  suite  des  zéros  serait  la  suite  ai,  a^,  a^,...* 
et  M.  Weierstrass  établit  effectivement,  en  toute  rigueur,  l'exis^ 
tence  d'une  fonction  entière  G(x),  satisfaisant  à  cette  dernière 
condition,  satisfaisant  aussi  à  l'égalité 

^)=F(x)G(x). 

Sa  démonstration  le  conduit  en  même  temps  à  une  proposition 
que  l'on  peut  regarder  comme  capitale  dans  celte  théorie  et  qui 
concerne  un  mode  de  représentation  analytique  d'une  fonction 
entière  quelconque,  mode  de  représentation  qui  met  en  évidence 
les  zéros  de  cette  fonction  : 

Toute  Jonction  uni/orme  entière  de  x  peut  être  exprimée 
par  un  produit  infini  dont  les  facteurs  sont  des  fonctions  pri- 
maires [^)  de  X,  de  la  forme 

{kx-{-t)e^^'\ 


(')  M.  Weierstrass  appelle  en  généra I/o/îc/m)/i  primaire  de  x  (Prim/uncihn) 
toute  fonction  uniforme  de  x  ayant  seulement  un  point  singulier,  essentiel  Ott 
et  n'ayant  au  plus  qu'un  zéro;  la  forme  générale  de  res  fonctions  est,  en 
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ou  g{x)  est  une  fonction  rationnelle  entière  de  x y  s^ annulant 
pour  x  =  Ot  et  oèi  k,  l  sont  des  constantes. 

11  est  bien  entendu  que  la  fonction  ^{x)  peut,  ainsi  que  Tune 
des  constantes  A',  /,  se  réduire  à  zéro,  et  qu'une  constante  doit  être 
regardée  comme  une  fonction  primaire. 

Par  exemple,  rinverse  de  la  fonction  eulérienne  r(x -+- i)  peut, 
diaprés  la  définition  de  Gauss,  être  mise  sous  la  forme 

11  =  1 

celte  fonction  est  entière  (transcendante),  ainsi  qu*on  le  déduit 
bien  aisément  de  cette  forme  même,  et  les  facteurs  primaires  sont 
précisément  les  fonctions 

-.clog(l^L) 


hi) 


Quant  à  la  seconde  question,  la  réponse  est  immédiate;  toute 
fonction  entière,  ayant  les  mêmes  zéros  que  la  fonction  entière 
G(x),  peut  être  mise  sous  la  forme 


où  0{x)  désigne  aussi  une  fonction  entière. 

Si  maintenant  f{x)  désigne  une  fonction  uniforme  a^ant  un 
seul  point  singulier  e,  essentiel  ou  non,  on  pourra  la  mettre  sous 
la  forme 

G  désignant  une  fonction  entière,  transcendante  ou  rationnelle, 
selon  que  le  point  c  sera  un  point  singulier  essentiel  ou  non. 


ffNir  c  le  point  singulier, 


(r^..  ")•''"'■ 


Vf  /  étant  des  constantes  et  G  une  fonction  entière  :  il  se  borne  d'ailleurs  au  cas 
4  cette  fonction  est  rationnelle  :  t}uanrl  le  point  singulier  est   à  l'infini,  x  ~  c 

lit  étie  remplacé  par  -  • 


JÉg.  ém  StUamÊÊ  wmi^*^  *   Y.  (Novembre  1881.)  3o 
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De  même,  la  forme  la  plus  générale  des  fonctions  uniformes 
ayant  un  seul  point  singulier  essentiel  c,  ayant,  en  outre,  tels 
points  singuliers  non-essentiels  que  l'on  voudra,  sera 

OÙ  G| ,  G2  désignent  des  fonctions  entières,  ne  s'annulant  pas  pour 
la  môme  valeur  de  x  et  dont  Tune,  au  moins,  est  transcendante. 

L'expression  la  plus  générale  des  fonctions  uniformes  de  x 
ayant  n  points  singuliers  Ci,  C29  '.*,€„  peut  de  diverses  façons 
s'obtenir  en  combinant  n  fonctions  n'ayant  qu'un  seul  point  sin- 
gulier; les  formes  suivantes  sont  les  plus  simples  : 

n  n 


v  =  |  v=r| 


les  G  désignant  les  fonctions  entières  et  R(a:)  représentant  une 
fonction  rationnelle  ne  pouvant  s'annuler  ou  devenir  infinie  que 
pour  les  points  singuliers  essentiels. 

Toute  fonction  uniforme  de  x,  ayant  n  points  singuliers  essen- 
tiels C|,  Ca,  .  .  .,  Cny  ayant  en  outre  un  nombre  arbitraire  (même 
infini)  de  points  singuliers  non-essentiels,  peut  être  représentée  par 
l'une  ou  l'autre  des  deux  expressions 


V—  I 

n 


2  G" 


v=l 


n 


n  ^'  (7^0 


v  =  l 


n 

I 


R(x), 


ne 


les  fonctions  G  et  R  ayant  la  même  signification  que  précédem- 
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ment,  les  nufnérateurs  et  les  dénominateurs  ne  s^annulant  pas 
pour  la  même  valeur  de  x. 

Inversement,  en  prenant  arbitrairement  les  fonctions  G,  ces 
expressions  représentent  n points  singuliers  essentiels C|,  Ca,  ...,Oi 
ou  un  nombre  moindre;  pour  que  tous  les  points  c  soient  des 
points  singuliers  essentiels,  il  faut  que  les  fonctions  G  satisfassent 
à  certaines  conditions;  quant  au  nombre  des  points  singuliers  non- 
essentiels,  il  n*est  soumis  à  aucune  restriction. 

Pour  établir  ces  propositions,  Tauteur  s^appuie  sur  un  lemme 
qui  offre,  en  lui-même,  un  intérêt  considérable  et  que  voici  : 

Soit 

o(j-)rrz  A'o-f- 1 ;-  4- .  .  .  H — > 

les  quantités  c,  k  étant  des  constantes  soumises  seulement  aux 
restrictions  suivantes  :  aucune  des  quantités  k^jh^j  ...,k„  ne 
peut  être  nulle,  deux  des  quantités  C|,  c^,  . . .,  c,,  ne  peuvent  pas 
être  égales;  soient  maintenant 

FoCr),     Fi(v),     ...,     F„_,(r), 

* 

des  fonctions  uniformes  de  y,  ayant  un  point  singulier  essentiel  à 
l'infini;  non  seulement  l'expression 

n=t 

2  p.(/) 


^.r  —  c 

v  =  0 


où  c  représente  une  (juelconquc  des  quantités  r,,  C2,  .  . . ,  c,i  et  011 
Ton  suppose  j'  remplacé  par  y(^),  représente  une  fonction  uni- 
forme ayant  les  points  singuliers  essentiels  C|,c'o,  ...,c„,  mais 
encore,  étant  donnée  une  telle  fonction  /'(j:),  on  peut  déterminer 
les  fonctions 

l'o(/).     F,(jK),     ...,     F„_,(j) 

de  façon  que  Ton  ait 

n  =  i 

/(-)-5;F,t<p(^)](-^y; 

îcs  fonctions 

I%(v) F«-i(.v) 
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seront  loiiles  entières  (transcendantes),  si  la  fonction /(x)  n^admet 
pas  d'autres  points  singuliers  essentiels. 

Enfin  M.  Weierslrass  examine,  dans  le  voisinage  d'un  point 
singulier  essentiel,  le  mode  d'existence  de  ces  fonctions  uniformes, 
à  nombre  limité  de  points  singuliers  essentiels,  dont  il  a  été  pré- 
cédemment question,  et  démontre  qu'elles  s'approchent  autant 
qu'on  le  veut  de  telle  valeur  qu'on  veut.  M.  Picard,  à  qui  l'on 
doit  la  traduction  du  Mémoire  de  M.  Weierstrass,  a  récemment 
complété  cet  énoncé  en  montrant  que  ces  fonctions,  dans  le  voi- 
sinage d'un  point  singulier  essentiel,  atteignent  effectivement 
telle  valeur  qu'on  veut. 


SCHUR.  —  Gkometrische  Untbrsuchungen  îjber  Straulencoiiplexr  ersten 

UNO  ZWEITEN  GrADKS  (  '  ). 

L'auteur  se  propose  d'étudier  à  un  point  de  vue  purement  géo- 
métrique les  propriétés  des  complexes  du  second  degré,  propriétés 
étudiées  seulement  jusqu'ici  analytiquemCnt.  Il  devait  par  suite 
trouver  un  équivalent  de  l'équation  analytique,  c'est-à-dire,  une 
génération  géométrique  des  complexes  du  second  degré. 

On  obtient  une  telle  génération  au  moven  de  deux  faisceaux 
réciproques  de  complexes  linéaires;  autrement  dit,  si  l'on  fait 
correspondre  projectivenient  la  variété  doublement  infinie  de 
complexes  linéaires  qui  passent  par  une  surface  réglée  du  second 
degré  R,  la  variété  aussi  doublement  infinie  de  congruenccs 
linéaires  passant  par  une  autre  surface  S,  les  surfaces  réglées 
communes  à  chaque  complexe  linéaire  passant  par  R  et  à  la  con- 
gruence  linéaire  correspondante  passant  par  S  constituent  un 
complexe  du  second  degré.  Avant  de  montrer  que  tout  complexe 
du  second  degré  peut  être  engendré  de  la  sorte  et  de  déduire  de 
ce  mode  de  génération  les  propriétés  j)rincipales  du  complexe, 
l'auteur  entreprend  une  élude  géométrique  des  congruenccs  de 
second  ordre  et  de  seconde  classe  ou  de  second  degré.  (Chap.  I.) 


(')  Afathem.  Annafcn,  L  \\  ,  p.  \^i~\()\ 
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Il  imagine  pour  cela  le  complexe  linéaire  appliqué  sur  l'espace 
ponctuel,  et  alors  (Chap.  II,  §  1-6)  la  congrucncc  du  second  degré 
s'obtient  comme  représentation  d'une  surface  du  second  degré.  On 
arrive  ainsi  facilement  aux  propriétés  des  congrucnces  du  second 
degré,  celles  qui  concernent  les  générations  importantes  à  considé-  , 
rer  dans  la  suite,  aussi  bien  que  celles  qui  se  rapportent  aux  sur- 
faces focales. 

En  particularisant  (§7)  la  position  de  la  stirface  du  second 
degré  représentative  de  la  congruence,  relativement  à  une  autre 
surface  du  deuxième  degré  d'importance  fondamentale  dans 
la  représentation  du  complexe  linéaire  sur  Tcspacc  ponctuel,  on 
obtient  les  types  principaux  de  congruence  du  second  degré  ou  de 
surfaces  de  Kummer,  tels  que  Weiler  les  a  donnés  dans  le  t.  VII  des 
Mathcmalische  A nnalen . 

On  substitue  ainsi  à  l'appareil  compliqué  des  diviseurs  élémen- 
taires de  Weierstrass  la  considération  bien  plus  intuitive  des 
relations  de  position  de  deux  surfaces  du  second  degré. 

L'auteur  arrive  alors  (Cbap.  III,  §  2)  à  la  démonstration  de  la 
génération  d'un  complexe  du  deuxième  degré  par  deux  faisceaux 
réciproques  de  complexes  linéaires.  Il  y  parvient  en  cbcrchant  les 
surfaces  réglées  du  second  degré  contenues  dans  un  complexe  du 
deuxième  degré.  Partons  d'une  telle  surface  réglée  par  laquelle 
nous  menons  une  congruei^ce  linéaire;  cette  congruence  a  avec  le 
complexe  du  second  degré  une  seconde  surface  réglée  commune; 
partant  de  cette  dernière  et  continuant  de  même,  on  voit  que  toutes 
les  surfaces  réglées  du  complexe  auxquelles  on  peut  arriver  ainsi 
constituent  une  variété  triplement  infinie.  Ces  surfaces  se  distribuent 
en  deux  systèmes  que  Tauteur  appelle  systèmes  de  surfaces  fon- 
damentales correspondantes  :  deux  surfaces  de  systèmes  différents 
peuvent  en  effet  être  prises  pour  bases  de  deux  faisceaux  récipro- 
ques de  complexes  linéaires  engendrant  le  complexe  du  deuxième 
degré.  Deux  surfaces  réglées  appartenant  à  un  même  système  sont 
situées  dans  un  complexe  linéaire,  deux  surfaces  de  systèmes 
différents  ont  ou  bien  une  position  tout  à  fait  générale  ou  bien  se 
trouvent,  dans  un  cas,  sur  une  congruence  linéaire.  De  ce  mode 
de  génération  résulte  la  considération  d'un  second  complexe  que 
l'on  peut  dire  en  involution  avec  le  complexe  donné  C^  pour  lequel 
les  surfaces  réglées  sont  eu  involution  avec  celles  des  deux  systèmes 
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de  C^.  L'auteur  montre  maintenant  (§3)  que  toutes  les  surfaces 
appartenant  aux  deux  systèmes  qui  passent  par  un  rayon  quelcon- 
que p  de  C'^  appartiennent  à  un  complexe  linéaire,  le  complexe 
tangent  relatif  à  ce  rayon. 

Ce  complexe  tangentiel  (§  4)  a  en  commun  avec  C*  une  con- 
gruence  du  deuxième  degré  qui  contient  en  particulier  quatre 
faisceaux  de  rayons,  dont  les  plans  passent  par/>  et  dont  les  centres 
sont  situés  sur  p.  On  démontre  maintenant  que  chacun  des 
complexes  linéaires,  en  nombre  simplement  infini,  qui  passent  par 
ces  quatre  faisceaux  de  rayons  est  un  complexe  tangent  relatif  à /?; 
mais  chacun  se  rapporte  à  deux  nouveaux  systèmes  de  surfaces 
fondamentales  correspondantes. 

De  la  sorte,  toutes  les  surfaces  réglées  contenues  dans  C*  se 
trouvent  distribuées  en  un  nombre  simplement  infini  de  tels  couples. 
En  fixant  Vun  de  ces  couples,  on  peut  désormais  faire  correspon- 
dre à  chaque  rayon  de  Tespace  un  complexe  linéaire  comme  corn* 
plexe  polaire;  on  peut  voir  qu'à  tous  les  rayons  passant  par  un 
point  correspondent  tous  les  complexes  passant  par  la  surface  réglée 
corrrespondant  au  point;  à  tous  les  rayons  situés  dans  un  plan 
correspondent  tous  les  complexes  passant  par  la  surface  réglée 
polaire  du  plan. 

De  plus,  toujours  sous  les  même  conditions,  on  voit  (§  4)  que 
les  surfaces  polaires  de  tous  les  points  de  l'espace  d'une  part,  et 
d'autre  part  les  surfaces  polaires  de  tous  les  plans  de  l'espace 
constituent  les  deux  systèmes  de  surfaces  fondamentales  d'un 
complexe  du  deuxième  degré  K-.  Ce  complexe  K^  est  le  lieu  des 
rayons  dont  les  complexes  polaires  sont  des  complexes  linéaires 
spéciaux;  leurs  directrices  forment  un  nouveau  complexe  L*  qui 
se  représente  univoquement  sur  K^.  Les  points  (§  5)  qui  sont 
siturs  sur  leurs  surfaces  |)olaires  sont  dtîs  points  singuliers  du 
complexe  C-,  c'est-à-dire  que  les  cônes  du  complexe  passant  par 
ces  points  se  décomposent  en  deux  plans  et  que  de  plus  l'intersec- 
li(m  de  ces  plans  ou  droite  singulière  correspondante  appartient 
alors  au  complexe  K-.  Les  rayons  singuliers  de  C-  sont  dès  lors 
les  rayons  communs  à  tous  les  complexes  K^.  La  chose  analogue  a 
lieu  pour  les  plans  singuliers  et  leurs  rayons  singuliers.  L'auteur 
montre  ensuite  (§0)  que  parmi  les  couples  en  nombre  simplement 
infini  de  surfaces  de  bases  correspondantes  de  C^  il  y  eu  a  six  tels 
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que  les  deux  systèmes  se  changent  Tun  dans  Tautre.  Il  arrive  ainsi 
à  la  considération  du  complexe  linéaire  fondamental  C.  Alors  le 
complexe  polaire  d'un  rayon  quelconque  p  est  en  même  temps 
complexe  polaire  du  rayon  conjugué  de  p  dans  le  complexe 
linéaire  C.  L^  devient  alors  aussi  linéaire  et  se  confond  avec  C;  K* 
se  change  aussi  en  un  complexe  linéaire,  mais  tel  qu'à  un  rayon  de 
C  correspondent  deux  rayons  de  K^  et  à  ces  deux-ci  seulement  un 
rayon  de  C.  Alors  aux  rayons  singuliers  de  C^  qui  se  trouvent  sur 
K^  correspondent  (§  7)  les  rayons  d'une  congruence  de  deuxième 
degré  située  sur  C,  et  il  en  résulte  directement  une  des  générations 
données  précédemment  pour  cette  congruence.  Et  comme  les 
relations  des  points  et  des  plans  singuliers  de  C-  avec  leurs  sur- 
faces polaires  montrent  qu'ils  sont  identiques  aux  points  et  aux 
plans  focaux  de  cette  congruence,  on  a  ainsi  une  démonstration 
directe  de  l'identité  de  la  surface  des  singularités  du  complexe  G* 
et  de  la  surface  de  Kummer.  La  définition  (§8)  des  complexes 
du  second  degré,  en  nombre  simplement  infini,  situés  en  involution 
avec  G*,  montre  immédiatement  qu'il  ont  la  même  surface  de 
singularités  que  G^. 

On  voit  enfin  que  deux  quelconques  d'entre  elles  sont  en 
involution,  c'est-à-dire  que  les  surfaces  réglées  constituant  un 
couple  de  surfaces  fondamentales  correspondantes  pour  l'un  des 
complexes  sont  des  directrices  pour  un  autre  complexe.  On  a  là 
une  relation  entre  deux  complexes  qui  ont  la  même  surface  de 
singularités,  c'est-à-dire  d'après  la  définition  analytique  qui 
forment  un  système  unifocal.  Voir  Klein,  Zur  Théorie  der  Linien- 
complexe  i.  und  2.  Grades  [Math,  Ann.,  Bd.  II,  S.  198.) 

Ge  résultat  doit  être  considéré  comme  analogue  à  ce  théorème, 
que  deux  surfaces  homofocales  du  deuxième  degré  se  coupent  à 
angle  droit. 
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MÉLANGES. 

SUR  LE  MOUVEMENT  DU  PENDULE  CONIQUE; 
Par  m.  F.  TISSERAND. 

M.  Rcsal  a  montré  dans  son  Traité  de  Mécanique  que  la  courbe 
décrite  par  la  projection  de  rextrémité  du  pendule  sur  Thorizon, 
dans  le  cas  des  petites  oscillations,  est  une  ellipse  dont  le  grand 
axe  tourne  d'un  mouvement  uniforme  autour  de  son  centre.  Les 
calculs  suivants  ont  pour  but  de  fixer  le  degré  d'approximation  de 
cette  solution. 

Soient  /  la  longueur  du  pendule,  g  la  gravité,  6  l'angle  du  pen- 
dule avec  la  verticale,  60  le  maximum,  0|  le  minimum  de  6,  ç  l'an- 
gle que  fait  le  plan  vertical  du  pendule  avec  la  position  initiale  de 
ce  plan;  en  admettant  que,  pour  ^  =  o,  0  =  0©  et  ç  =  o,  on  a  les 
formules  suivantes  : 

(0  *v^rfi=-  .i.(i,/coso.-f;5a;.ft  __ 

y/(cosO — cosÔo)(cosOi — cosO)(i-i-co$OcosOo-f-cosOcosôi-f-cos6ioC05®i 

.    .    j  sinOnsinOi^O  

5inOv^(cosô — cosOo)(cosOi — cosO)(i-hcosOcosOo-hcos6cos6|-+-cosOjCO»^ 

Nous  allons  développer  ces  formules  en  séries;  posons 

BinO=:w,     sînOo  =  Mo>     sinO,  rrz/,  ; 
(3)  m' =  «5  cos*^/ H- wj  sin^i}/. 

Pour  ^  =  o,  on  aura  6  =  0;  on  tire  de  là 

f/0  v^(cosO  -h  cosOo)(cosO  -h  cosOj)  ,, 

/  ■  = r^="=5 "T' 

y/(cosO  —  cosOo)(cosOi  —  cosO)  //y  i  —  ir 

et  les  formules  (i)  et  (2)  deviennent 

d^       ^/(cosO  -f-  r()sOo)(cosO  -h  cosO,)(cosOo  H-  cos6|) 

(  4  )    aV^  dt  =z    , , ^  f 

^  yi — u^    y/iH- cosO  cosOo  H- cosO  cosO| -h  cosôoCosOi 

.  ..  UQUid\t  vA^*^^^  "•"  ^^*^^o)  (cosO -f- cosO,) 

(  .■>  )         f:('^  r=i  rz^zirrrr  - —  •    •- — • 

u^^i  —  u^  y/i  -f-  cosO  cosOo  -V-  rosO  cosO,  -\-  cosO©  cosOi 
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On  a  les  développements  suivants  : 

cos6  =1 w*  —  3 1/*  — . . . , 

2  O 


I     -       I 


cosOi  =  1  —  «î  —  ô  «^t  — .  • .  ; 

2*8' 


on  en  conclut 


^  (i  -h  cos6  CCS  On  4-  cosO  cos6|  -f-  cos6o  cosO|  ) 

__         n*  -h  ni  -f-  li*^       là  -h  i/jj  -h  n\       u*ul  -f-  n*u\  -h  //*//} 
"'""  4  ■"  i6  "^  i6 

^  (cosO  -f-  cosOo)(cosO  -+•  cos6|)(cos0o  -H  cos6|) 

W'  -+-  «  J  -^  "î  W*  -f-  M  J  -h  m}         2  "'  "Ô  "*"  ''*  ''î  ^~  "o  "î 

2  lO  l6 

La  formule  (5)  donnera  ensuite 
/«.^^  / i\*  w* -4- i/J -+- «î       £/*-+- mJ -+- m{ 

v^5^.^^^^=^j  =^ i — ' ië — '-•• 

^a4;v^-"  -'  8  ^       ^8 

w*i/J  -4-  «'mJ  4-  «J  w* 

64  ^"'' 

.dt_  !/«  -h  «î  _  K  îlojti^  _  ifX 

£/^/~  8  128  64 


(€) 


4- 


/3         i^H-j^\  35^  . 

V8   ^   64  ;"^i28"^---' 


trouve  de  même 


I     d^     '3 

«»  +  «;  ,   I   ,   35 

_H L  _j j 

M,  M,  rfi}/          8 

32            u}       128 

<7) 

Il  est  aisé  de  démontrer  que,  si  loin  qu^on  pousse  les  approxi- 
^^alions,  le  coefficient  de  -^  >  dans  le  second  membre  de  la  for- 
**ïule  (7),  sera  toujours  égal  à  1. 


i 
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II  faut  maintenant  trouver  ^  et  ^  en  fonction  de  ^,  eo  parlant  des 
formules  (6)  et  (7);  en  se  reportant  à  la  définition  (3)  de  u^  on 
trouvera 

r*     d^        r*              d^                     I  /«i         A 

/         '-\=  I     -« *,         >  *  «I  = arc  Ung  (  —  Ung4*  ), 

f   u^d^  :=  '''  "^  "'  4^-^  ""  7  "'  sina^^, 

r*      i^l           3(Mj-4-l/})-h2M;MÎ  ,   ^   «î  —  «{     .         , 
I       tt»rf4/=  2 L __5 — L^-i !L_^ !-Sin2  4' 

33         sin4^^. 


II  en  résultera 


(8)     '.  '^(ul-u\)(j^-^25'^±^ 

cp  —  are  tang^^  tang^/j  -+-  Wo  "ifg  -+-  27  ^55—  -^-  •  -j^ 

-h  //oWi(f/J  —  u])  l-r h. . .  j  sin2^-h 

Nous  poserons 

\  oi=:arctang(^^taiig4/j, 

(  ?  =  ?i  -^  ?') 


(9) 


d'où 

(10)  langcpi  = -i  tang^l^, 

«♦0 


3      «'  +  Il 


(>i) 


-t-  ''o"i("o  ~  ''î)  \'=^  ^--  •  •  1  siii3<^  -f- 


En  résolvant  Téquation  (8)  par  rapport  à  '},  et  déterminant  n 
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par  réquation 

L  10  1024  J 

on  trouvera 

4,  =  /'f-(«J_«})^l+MÎll-lJlI+...^sinH 

—  («î  —  «î)'  (t^  +'  •  •  j  sinA'l'  — •  •  • . 
On  en  tire  aisément,  au  même  degré  d'approximation, 

(*3)     ;  /   I  \ 

(  4-(«J-  II})»  (^^  4.. . .  j  sin«4A'^  +  .... 

En  portant  cette  valeur  de  ^  dans  Texpressîon  (11)  de  ^',  et  po- 
sant 

(■4)  A'z=^Yi  +  9"'^"'+.. 

il  viendra,  après  des  calculs  faciles  à  eifectuer, 

Q  /  V 

(l5)     o'  :=  ^UQllik't  -h  itoUi{ul  —  //J)  f^r-^  -h. . .  j  sin^A'^-h.  .  .  . 

L^équation  (i3)  donnera  ^\  (3)  fera  connaître  u^  ou  sîn*-6;  C5  sera 
déterminé  par  les  formules  (9),  (10),  (i5). 

Concevons  un  axe  polaire  Ox',  faisant  avec  l'ancien  Ox  Tani^^le  '^' 
déterminé  par  Téquation  (i5);  l'angle  polaire  de  la  projection  du 
pendule,  relativement  à  Oj/,  sera  ©i;  le  rayon  vecteur  du  même 
point,  compté  à  partir  du  point  O,  sera 

(16)  p  —  lu; 

on  a,  du  reste,  en  vertu  de  Péquation  (3), 


II},  —  M* 


^  ^       tt*  —  /ij 
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et  (lo)  donne 


laiig«©i  =  -4  -J -» 


En  posant  de  même 


on  trouvera 


lanw'o.  1=  —  -  — ^' 

Po  P   —  Pi 


d'où 


(17)  -r  =  -tCOS'©!  H — rsin'çi; 

V//  pi  pi  .1         pj 

c'est  Téquation  polaire  d'une  ellipse,  ayant  pour  centre  le  point 0, 
Ox'  pour  grand  axe;  les  longueurs  des  axes  de  cette  ellipse  sont 
2po  et  2p|. 

L'équation  (i5)  fait  connaître  le  mouvement  angulaire  de  la  di- 
rection du  grand  axe;  (10)  et  (i3)  donnent  le  mouvement  sur 
l'ellipse. 

L'angle  ^  est  l'anomalie  excentrique,  ainsi  que  le  montre  réqua* 
tion  (10). 

Nous  allons  donner  le  résumé  des  formules,  en  ajoutant  un 
terme  du  sixième  ordre  dans  l'expression  de  A*',  et  un  du  quatrième 
dans  celle  de  k^';  nous  ne  donnons  pas  le  détail  du  calcul  de  ces 
nouveaux  termes. 


kz^i/j]      s,in%^=  Uq;     sinOi=z;/| 


,, ^ 

16  1024  i6384 

L   ^   32  1024  J 

4-  (mJ  —  u]  y  (j^  4- . . .  j  sin  4 A' ^  —  . . .  ; 
(111)         langcpii^^lang^;, 
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(IV)  sin'6    1=1 //J  cos'<]^H- wjsin'^; 

(V)  <p'=  ^UffUikU-h  UoUi{ul  —  ii\)  f     '-  4-. . .  j  sin2kU'h 

(VI)  c>  =  ç, -4-«p'. 

On  aura,  dans  une  première  approximation, 

fi0iii  est  un  terme  du  second  ordre,  mais,  à  cause  du  multiplica- 
teur I,  ce  terme  prend  bien  vile  une  valeur  considérable. 

On  voit  que  le  grand  axe  de  Tellipse  tourne  d^un  mouvement 
uniforme  dans  le  sens  même  du  mouvement  du  pendule,  et  que, 
sur  cette  ellipse,  le  mouvement  de  la  projection  est  défini  par 
cette  condition,  que  l'anomalie  excentrique  croît  proportionnel- 
lement au  temps;  k"  diffère  peu  de  Tunité;  donc  le  grand  axe  de 

3 
Tellipse  tourne  avec  la  vitesbc  angulaire  -^  Uq  u^  :  c'est  là  la  solution 

de  M.  Resal. 

Deuxième  approximation  : 

3 
^  =^  k'  t  —  ;^(«î  —  fi])  s'in^k'  tj 

3 

Le  grand  axe  de  l'ellipse  tourne  encore  d'un  mouvement  uni- 
forme^ mais  la  loi  du  mouvement  sur  l'ellipse  est  plus  compli- 
quée. 

La  troisième  approximation  est  donnée  par  les  formules  (II)  et 
(V);  le  mouvement  de  rolatîon  du  grand  axe  n'est  plus  propor- 
tionnel au  temps  ;  il  y  a  un  petit  terme  périodique. 

Faisons  une  application  numérique,  en  supposant 

Ôo  =  3o%     0i==i5». 
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Nous  trouverons 

3 

o'  =iz  ^  Ho  lii  k^  ^  4-  2'  4^'  sin  2  k'  t, 
o 

En  supposant  /=  o*",  5,  je  trouve  que  le  petit  terme  périodique 
de  ©',  savoir  *i'  /\7!'  ûnT.k'  t  ne  serait  accusé  sur  la  circonférence  qui 
passe  par  les  extrémités  du  grand  axe  de  Tellipse  mobile  que  par 
im  petit  déplacement  égal  au  plus  à  un  cinquième  de  millimètre, 
et  cependant  Oo  et  0|  ont  des  valeurs  relativement  considérables. 

On  peut  donc  conclure  de  là  que,  dans  les  conditions  où  Ton 
fait  généralement  les  expériences  sur  le  pendule  conique,  on  peut 
admettre  sans  erreur  appréciable  que  la  projection  de  Textrémité 
du  pendule  reste  toujours  sur  une  ellipse  de  forme  invariable,  qui 
tourne  autour  de  son  centre  d'un  mouvement  uniforme. 

Mais^  si  Ton  voulait  calculer  le  lieu  du  mobile  sur  Tellipse,  il 
faudrait,  dans  la  valeur  de  ij^,  avoir  égard  au  terme  périodique 

—  -^  (f/j  —  i/J)  sin  2  A'^,  introduit  par  la  seconde  approximation^ 


SUR  LA  SUITE  DE  SCHWAB; 
Par  m.  J.  TANNERY. 

Dans  le  Volume  consacré  à  la  mémoire  de  Chelini,  M.  Bor- 
chardt  a  traité  la  question  suivante  : 

Etant  donnés  deux  nombres  positifs  ai,  6|,  on  fait 


a,  -=: 


2 


,        bi=\/â^. 


2 

•  •  •  •  • » 

tromer  la  limite  de  la  suite  indéjiniey 

a,  bf  rt,,  bi,  ai,  ^,,  .... 
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L'Analyse  de  M.  Borchardt  est  fort  élégante;  toutefois,  je  ne 
crois  pas  inutile  de  faire  remarquer  qu^on  peut  parvenir  par  une 
voie  entièrement  élémentaire  à  la  solution  du  problème  que  Til- 
lustre  géomètre  n*a  pas  cru  indigne  de  ses  efforts. 

Soit  d'abord  a  <;  6;  je  pose 

a  =  6cosay     o<a<-; 


on  aqra 


flt  X  s 

ayr=  b  cos* - >     bt.^z  b  ces  ~ >      at-=zbt  ces  - > 

2  îi  3 


et,  par  suite, 


b^  =  6|         COS  -rr  y 


a  «         a  « 

bm  =-  bm-.i  COS  —  :=  O  COS  —  COS  T  .  .  .  COS  —  > 

2"  a        4  a" 

00 

,            6sîna 
b„= -, 

2*  sin  — 

2* 


puis 


ff^  =  6„COS~. 


De  là  résulte  immédiatement  que  a„  et  bn  ont,  pour  n  infini,  la 
limite  commune 

6  sin  a 


Soit  maintenant  a  >  6;  je  pose 

a=.bcnoL,     cha=: >      shazn , 


%  étant  un  nombre  positif. 
On  aura  de  même 


bshoL  ,     ,    « 


a  "       2" 

2'»sh  — 

2" 
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et  l'on  voit  que  la  limite  commune  de  an  et  bn^  pour  n  infini, 

est 

bshoL 


Enfin,  on  arriverait  à  des  propositions  du  même  genre,  plus  ou 
moins  simples,  en  prenant  pour  point  de  départ,  non  les  expres- 
sions de  sinaj;,  shaor,  mais  les  formules  qui  donnent  tangsâr, 
sin3;r,  snsj?,  etc. 
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SYLOW  (L.)  et  LIE  (S.). —  Œuvres  complètes  de  Niels-Henrik  Abel,  nou- 
velle édition,  publiée  aux  frais  de  TÉtat  norvégien.  2.  vol.  in-4°-  Christiania. 
-  Grôndahl  et  Fils,  1881. 

L'édition  des  Couvres  d'Abel  que  Ton  doit  à  Holmboe  et  qui  a 
été  publiée  en  1889  avait  été  rapidement  épuisée.  Le  soin  avec 
lequel  étaient  recherchés  les  exemplaires,  en  petit  nombre',  qui 
figuraient  sur  les  Catalogues,  l'importance  des  travaux  de  l'illustre 
géomètre,  l'intérêt  actuel  qu'ils  présentent  encore,  tout  faisait  dé- 
sirer une  nouvelle  publication  de  ces  travaux,  et  ce  désir  avait  été 
bien  souvent  exprimé.  Le  gouvernement  norvégien,  sollicité  par 
ta  Société  des  Sciences  de  Christiania,  a  accueilli  avec  empresse- 
ment les  VŒUX  de  tous  les  savants,  et  il  a  confié  à  MM.  Sylow  et 
Lie  le  soin  de  publier  une  nouvelle  édition,  revue  et  complète,  des 
Œuvres  de  leur  illustre  compatriote.  Le  choix  des  éditeurs  sera 
ratifié  unanimement.  De  tout  temps  la  Norvège  a  tenu,  dans  le 
développement  scientifique,  une  place  considérable.  MM.  Sylow 
et  Lie  sont,  après  M.  Broch,  les  dignes  continuateurs  d'Abel,  et  il 
est  permis  de  penser  qu'eux  aussi,  en  dehors  de  l'influence  qu'ils 
exercent  par  leur  travaux  personnels,  réussiront  à  fonder  une 
école  mathématique  florissante  avec  le  concours  de  plusieurs  colla- 
borateurs éminents  et  se  prépareront  des  successeurs,  capables  de 
maintenir  la  réputation  et  l'influence  scientifique  de  leur  pays. 

MM.  Sylow  et  Lie  ont  pris  à  cœur  la  tâche  qui  leur  avait  été 
imposée  par  le  gouvernement  norvégien  et  qu'ils  avaient  acceptée 
avec  joie.  Nous  ne  craignons  pas  d'être  démenti  par  M.  Lie  si 
nous  disons  que  M.  Sylow  a  pris  une  part  plus  considérable  à  la 
tâche  commune  ;  cela  était  indiqué  par  la  nature  de  leurs  travaux 
et  de  leur  esprit.  Les  recherches  de  M.  Sylow  se  rapprochent  plus 
de  celles  auxquelles  le  nom  d'Abel  demeurera  éternellement  at- 
taché. En  tous  cas,  la  nouvelle  édition  fait  le  plus  grand  honneur 
à  cette  collaboration  des  deux  géomètres,  et  nous  ne  craignons 
pas  de  dire  qu'elle  est  et  restera,  à  très  peu  de  chose  près,  Tédi- 
lion  définitive.  On  réimprimera  encore  les  Couvres  d'Abel,  nous 
aimons  à  l'espérer;  mais  on  fera  peu  de  changements  à  l'œuvre 

Bufl.  des  Scirnrex  mothêm.,  i'  SénV,  t.   V.  (Décpmbrc  1881.)  •»' 


458  PREMIÈRE  PARTIE. 

que  nous  avons  sous  les  yeux.  Les  éditeurs  ont  d'ailleurs  profité 
des  conseils  et  du  précieux  concours  de  plusieurs  savants  qui  ont 
suivi  la  voie  ouverte  par  Abel  ou  ajouté  à  ses  découvertes.  Ils 
citent  particulièrement  MM.  Clebsch,  Rronecker,  Weierstrass, 
Broch,  Jordan  (C),  Schering  et  Borchardt.  L'Académie  des 
Sciences  de  Berlin  a  bien  voulu  mettre  à  leur  disposition  les  ma- 
nuscrits de  plusieurs  Mémoires  imprimés  par  le  Journal  de  Crelle 
et  a  ainsi  rendu,  nous  le  verrons,  un  important  service  à  la  nou- 
velle publication. 

Le^  éditeurs  ont  pris  pour  règle  d'admettre,  dans  la  nouvelle 
édition,  tous  les  irawaLUx publiés  par  Abel  ;  ils  n'ont  fait  d'exception 
que  pour  un  Opuscule  inséré  en  1824  dans  le  Magasin  des 
Sciences  naturelles,  opuscule  qui  contient  une  faute  grave,  re- 
connue par  Abel.  En  outre,  ils  ont  cherché  à  recueillir  tous  les 
manuscrits  et  toutes  les  lettres  d'Abel  encore  existantes  et  les  ont 
soumis  à  un  examen  minutieux,  pour  en  extraire  tout  ce  qui 
pouvait  présenter  quelque  intérêt  scientifique.  Malheureusement, 
ils  n'ont  pu  retrouver  tout  ce  qui  existait  entre  les  mains  de 
Holmboe,  et  il  y  a  lieu  de  penser  qu'une  partie  des  manuscrits 
d'Abel  a  été  détruite  par  un  incendie  survenu  peu  après  la  mort 
d'Holmboe.  Néanmoins  leur  examen  n'a  pas  été  infructueux,  et  il 
leur  a  montré  que  plusieurs  théorèmes,  trouvés  plus  tard  par 
d'autres  géomètres,  étaient  énoncés  dans  des  Notes  inédites  d'Abel. 
Outre  les  théorèmes  déjà  donnés  par  Holmboe  sur  les  équations 
résolubles  par  radicaux,  nous  signalerons  un  théorème  fondamen- 
tal sur  les  relations  qui  peuvent  avoir  lieu  entre  des  intégrales  de 
difliérenti elles  algébriques,  qu'Abel  avait  énoncé  sans  démonstra- 
tion dans  une  lettre  à  Legendre  ;  en  outre,  une  proposition,  très 
générale,  sur  la  convergence  des  séries,  qui  a  fait  l'objet  d'un 
beau  Mémoire  de  M.  Bertrand,  publié  dans  le  Journal  de  Liou- 
ville. 

Le  Tome  I  contient  tout  ce  qui  a  été  publié  par  Abel,  à  l'ex- 
ception du  Mémoire  dont  nous  avons  parlé  plus  haut.  Voici  la 
liste  des  Mémoires  : 

L  Méthode  générale  pour  trouver  des  fonctions  d'une  seule 
quantité  variable,  lorsqu'une  propriété  de  ces  fonctions  est  expri- 
mée par  une  équation  entre  deux  variables. 
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II.  Solution  de  quelques  problèmes  à  l'aide  dHntégrales  définies. 
C'est  dans  ce  Mémoire  que  se  trouve,  pour  la  première  fois,  la 

belle  démonstration  relative  à  la  tautochrone,  ou  plutôt  à  un  pro- 
blème plus  général. 

III.  Mémoire  sur  les  équations  algébriques  où  Ton  démontre 
l'impossibilité  de  la  résolution  de  l'équation  générale  du  cinquième 
degré. 

rV.  L'intégrale  définie  ^"^(x)  exprimée  par  une  intégrale  défi- 
nie simple 

V.  Petite  contribution  à  la  théorie  de  quelques  fonctions  trans- 
cendantes. 

Les  Mémoires  III  et  V  avaient  été  omis  par  Holmboe,  parce  que 
leur  contenu  se  retrouve  dans  d'autres  travaux  d'Abel.  Nous 
croyons  qu'il  y  avait  intérêt  néanmoins  à  les  reproduire. 

VI.  Recherche  des  fonctions  de  deux  quantités  variables  indé- 
pendantes ûc  eij-,  telles  que/( jr,  y)j  qui  ont  la  propriété  que 

/[-./(•r.j)] 

est  une  fonction  symétrique  de  -s,  x  et  y. 

Ce  Mémoire,  écrit  en  français,  fut  traduit  en  allemand  pour  les 
lecteurs  du  Journal  de  C relie. 

VII.  Démonstration  de  l'impossibilité  de  là  résolution  algé- 
brique des  équations  qui  passent  le  quatrième  degré. 

Les  éditeurs  ont  ajouté  en  appendice  l'analyse  de  ce  Mémoire 
qu'Abel  avait  donnée  dans  le  Bulletin  de  Férussac,  Cette  analyse 
n'est  pas  signée,  mais  Âbel  s'en  est  reconnu  Tauteur  dans  une 
lettre  à  Holmboe. 

VIII.  Remarque  sur  le  Mémoire  n®  4  du  premier  Cahier  du  Jour- 
nal de  Crelle. 

IX.  Résolution  d'un  problème  de  Mécanique. 

X.  Démonstration  d'une  expression  de  laquelle  la  formule  bi- 
nôme est  un  cas  particulier. 
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XI.  Sur  rintégration  de  la  formule  différenlieUe —=->  R  el  p 
étant  des  fonctions  entières. 

XII.  Mémoire  sur  une  propriété  générale  d'une  classe  très  éten- 
due de  fonctions  transcendantes. 

Ce  Mémoire  est  celui  qui  a  été  présenté  en  i8u6  à  TAcadémie 
des  Sciences  de  Paris  et  qui  a  été  publié  dans  le  tome  VII  des  Sa- 
vants étrangers. 

C'est  dans  ce  Mémoire  que,  suivant  une  remarque  fort  juste  des 
éditeurs,  nous  voyons  apparaître  pour  la  première  fois  le  nombre 
p  de  Riemann.  On  lira  avec  le  plus  grand  intérêt  la  Note  publiée 
sur  ce  sujet,  p.  agS-Soo  du  tome  II. 

XIII.  Recherche  de  la  quantité  qui  satisfait  à  la  fois  à  deux 
équations  algébriques  données. 

Ce  Mémoire,  inséré  dans  les  Annales  de  Gergonne,  ne  figurait 
pas  dans  l'édition  d'Holmboe. 

XIV.  Recherches  sur  la  série  i  -\ x  À-  — ^ x*  4-  - . . . 

I  1.2 

XV.  Sur  quelques  intégrales  définies. 

XVI.  Recherches  sur  les  fonctions  elliptiques. 

XVII.  Sur  les  fonctions  qui  satisfont  a  l'équation 

XVIII.  Note  sur  un  Mémoire  de  M.  L.  Olivier,  ayant  pour 
titre  :  Remarques  sur  les  séries  infinies  et  leur  convergence. 

XIX.  Solution  d'un  problème  général  concernant  la  transfor- 
mation des  fonctions  elliptiques. 

XX.  Addition  au  Mémoire  précédent. 

XXI.  Remarque  sur  quelques  propriétés  générales  d'une  cer- 
taine sorte  de  fonctions  transcendantes. 

XXII.  Sur  le  nombre  des  transformations  difi<ércntes  qu'on 
peut  faire  subir  à  une  fonction  elliptique  par  la  substitution  d'unç 
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ronction  rationnelle  dont  le  degré  est  un  nombre  premier  donné. 

XXIII.  Théorème  général  sur  la  transformation  des  fonctions 
elliptiques  de  la  seconde  et  de  la  troisième  espèce. 

XXIV.  Note  sur  quelques  formules  elliptiques. 

XXV.  Mémoire  sur  une  classe  particulière  d'équations  réso- 
lubles algébriquement. 

XXVI.  Théorèmes  sur  les  fonctions  elliptiques. 

XXVII.  Démonstration  d'une  propriété  générale  d'une  certaine 
classe  de  fonctions  transcendantes. 

XXVIII.  Précis  d'une  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

XXIX.  Théorèmes  et  problèmes. 

Ces  derniers  Mémoires  étaient  tous  connus  ;  nous  ne  saurions 
trop  apprécier  les  notes  excellentes  dont  MM.  Sylow  et  Lie  les 
ont  enrichis  ;  elles  seront  d'un  précieux  secours  à  tous  ceux  qui 
auront  à  consulter  la  nouvelle  édition. 

Le  Tome  II  comprend  les  Œuvres  posthumes,  les  extraits  de 
Lettres  d'Abel  et  les  Notes  dont  nous  venons  de  parler.  Voici 
comment  s'expriment  à  ce  sujet  les  éditeurs  :  «  Tout  en  reconnais- 
sant le  grand  mérite  de  Holmboe,  comme  l'habile  maître  et  le 
fidèle  ami  d'Abel,  et  aussi  comme  le  zélé  éditeur  de  ses  Œuvres, 
nous  ne  pouvons  nous  empêcher  de  faire  observer  qu'à  notre  avis 
l'éditeur  n'a  pas  toujours  traité  les  manuscrits  laissés  par  Abel 
avec  toute  la  critique  désirable.  En  effet,  dans  le  second  Volume 
de  son  édition,  il  a  imprimé,  à  côté  de  plusieurs  Mémoires  pré- 
cieux, un  certain  nombre  de  travaux  de  jeunesse,  datant  d'une 
période  où  la  critique  d'Abel  ne  s'était  pas  encore  complètement 
développée.  Et  même  quand  Abel  parle  plus  tard  des  faux  résultats 
auxquels  conduit  un  raisonnement  peu  rigoureux,  il  nous  paraît 
évident  qu'il  pense,  entre  autres,  aux  erreurs  auxquelles  il  avait 
été  porté  lui-même  dans  ses  anciens  travaux,  depuis  longtemps 
rejelés  par  lui  ;  or  ce  sont  ceux-là  qu'a  admis  Holmboe,  après  la 
mort  de  l'auteur,  parmi  ses  Couvres  complètes.  Si  nous  avions  à 
faire  la  première  édition  des  Œuvres  d'Abel,  nous  aurions  re- 
noncé à  publier  plusieurs  travaux  imprimés  dans  le  second  Volume 
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de  rédition  de  Holmboe.  Cependant,  comme  ces  travaux  sont 
déjà  connus  du  public  et  souvent  cités,  nous  ne  nous  sommes  dé- 
cidés à  omettre  que  trois  des  travaux  publiés  par  Holmboe,  lesquels 
nous  semblent  n^avoir  plus  aucun  intérêt,  même  historique.  D'autre 
part,  nous  avons  cru  devoir  mettre  au  jour  plusieurs  parties  inédites 
des  manuscrits  d^Âbel,  dont  quelques-unes  présentent  un  grand 
intérêt.  » 

Une  bonne  partie  des  manuscrits  a  malheureusement  été  perdue, 
nous  Pavons  déjà  dit,  et  les  treize  premiers  Mémoires  du  Tome  II 
sont  réimprimés  uniquement  diaprés  la  première  édition.  Les  édi- 
teurs donnent  la  liste  complète  des  manuscrits  d'Âbel  qui  eiûstent 
encore.  Ils  ont  pu  aussi  publier  des  extraits  plus  complets  de  cer- 
taines Lettres  d^Abel.  Bien  des  points  intéressants  seraient  à  signaler 
dans  ce  second  volume,  dont  la  publication  et  Tarrangement  ont 
dû  coûter  beaucoup  de  peine  et  feront  honneur  aux  éditeurs. 
Mais  nous  croyons  en  avoir  assez  dit  pour  faire  comprendre  tout 
le  mérite  de  cette  édition  et  tout  ce  qu'on  y  trouvera  de  nouveau. 
Les  fragments  publiés  pour  la  première  fois  ont  presque  tous  une 
réelle  importance  ;  ils  sont  judicieusement  choisis,  et  ne  pourront 
qu'augmenter  Tadmiration  qu'éprouve  pour  Abel  tout  véritable 
géomètre.  Dans  ce  concours  pacifique,  auquel  prennent  part  au- 
jourd'hui toutes  les  nations,  et  dont  le  résultat  sera  d'élever  aux 
savants  un  monument  vraiment  durable  par  la  publication  de  leurs 
œuvres,  la  Norvège  a  tenu  dignement  sa  place.  En  exprimant  cette 
pensée,  nous  sommes  assuré  de  Passentiment  de  tous  ceux  qui 
regardent  une  haute  culture  intellectuelle  et  morale  comme  le 
premier  titre  d'une  nation.  G.  D. 


MELANGES. 

SUR  QUELQUES  SÉRIES  POUR  LE  DÉVELOPPEMENT  DES  FONCTIONS 

A  UNE  SEULE  VARIABLE  ; 

Par  m.  HALPHEN. 

Une  série  nouvelle  que  M.  Léauté  a  fait  connaître,  il  v  a  peu  de 
o  mps,  dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  r Académie  des 
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Sciences  (t.  XC,  p.  i4o4)  ^^  dans  le  Journal  de  Mathématiques 
pures  et  appliquées  (t.  VII,  p.  i85),  a  été  pour  moi  l'occasion  du 
présent  Mémoire.  En  cherchant  les  conditions  d'existence  de  la 
série  de  M.  Léauté,  j'ai  été  conduit  à  des  séries  plus  générales  qui 
ne  paraissent  pas,  il  est  vrai,  susceptibles  de  beaucoup  d'applica- 
tions, mais  qui  me  semblent  offrir  un  intérêt  théorique,  surtout  à 
cause  des  divers  points  de  vue  auxquels  on  peut  les  envisager.  Elles 
peuvent  être  définies,  en  efiet,  comme  fournissant  le  développe- 
ment d'une  fonction,  ou  bien  suivant  les  dérivées  d'une  autre 
fonction,  ou  bien  suivant  des  polynômes  successifs,  se  déduisant 
les  uns  des  autres  par  intégration.  De  tels  polynômes  forment  une 
classe  étendue  et  pleine  d'intérêt,  qui  a  été  signalée  à  l'attention 
par  M.  Appell,  dans  un  Mémoire  inséré  aux  Annales  de  l* École 
Normale  (2*  série,  t.  IX). 

1.  Considérons  une  suite  indéfinie  de  polynômes  entiers,  conte- 
nant une  variable  x^  dont  le  premier  soit  une  simple  constante, 
et  dont  chacun  soit  la  dérivée  du  suivant.  Soient  Po»  V^{x)^ 
Ps(a;),  ...  ces  polynômes  rangés  par  ordre  :  on  aura,  par  con- 
struction, 

(0  l'm-l(^)  =  — ^ — y 

et  P,„(;r)  est  du  degré  m. 

Soit,  d'autre  part, /(a:)  une  fonction  quelconque,  et,  désignant 
par  a  une  arbitraire,  envisageons  l'intégrale  définie 

(2)  \} „,{a)  =  {a  —  x)  I     P,n[tx-h{i^t)a]/("'-*-^^[ta-h(i  —  t)x]dl, 

Jo 

L'intégration  par  parties,  si  l'on  tient  compte  de(i),  donne 

U;n(a)  -  V„,^,{a)  =/(-)(a)P,„(^)  -/^'«H^)Pm(a). 


En  changeant  successivement  l'indice  m  en  m  —  i,  m —  2,  ..., 
j*ai  une  suite  de  relations  analogues,  dont  la  dernière  est 

Uo(a)=/(a)Po-/(.r)P,. 
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De  là  je  conclus  Texpressioa  suivante  de  Um{ct)  • 

/(a)Po+/(a)P,(^) 
(3)       L^(«)-i_^(^)p^_^,(^)p^(^) 

Cette  identité  est  la  source  de  diverses  séries,  suivant  les  condi- 
tions subsidiaires  par  lesquelles  on  achève  la  détermination  des 
polynômes  P.  On  observera,  en  passant,  le  cas  où  Ton  ferait 


P„,(.r)=<— '^^ 


m 


1.2..  ,m 


C'est  la  série  ordinaire  de  Taylor  que  l'on  obtient  avec  une  ex- 
pression du  reste  et  une  démonstration  qui  n'ont  rien  de  nou- 
veau. 

2.  Pour  déduire  de  la  formule  (3)  une  classe  de  séries  nouvelles, 
je  détermine  les  polynômes  P  par  la  condition  que  tous,  sauf  un 
.seul,  satisfassent  à  la  condition 

(4)  AP,,(a)  +  BP^(b)  -+-  CP,„(c)  -h. .  .-h  LP,„(/)  =0, 

où  A,  B,  C,  ...,  L,  a,  bj  c,  ...  /sont  des  constantes  données. 

Une  telle  condition  peut  toujours  être  satisfaite,  et  par  une  seule 
série  de  polynômes.  C'est  ce  que  je  vais  d'abord  montrer. 

En  premier  lieu,  si  la  somme  A -f- B-i- C -I-...+ L  n'est  pas 
nulle,  la  condition  (4)  ne  peut  être  satisfaite  par  le  polynôme  P©, 
qui  est  une  simple  constante.  Mais  elle  peut  l'être  par  tous  les 
polynômes  suivants,  qui  se  déduisent  chacun  du  précédent  par  une 
intégration  :  la  condition  (4)  servira  à  déterminer  chaque  fois  la 
constante  introduite  par  cette  intégration. 

En  second  lieu,  si  la  somme  A  +  B -{- C -H...-f- L  est  nulle, 


(*)  Cette  formule  ne  diffère  qu'en  apparence  de  celle  qu'a  donnée  M.  OarlMMX 
dans  son  Mémoire  Sur  les  développements  en  série  des  fondions  d*k 
variable.  {Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  3*  séria,  t«  H, 

Je  fais  allusion  ici  à  la  formule  7  (page  296)  du  Mémoire  que  je 
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pour  en  Giiîr  d'un  seul  coup,  supposons,  en  outre, 

A  -f-B  -hC  -h...-hL  =0, 
ka  H-B^  -hCc  -h...4-L/  =0, 
Aa*     -4-B^*     -f-Cc*      4-...-f.L/«     z=o, 


Aa*-i  -4-  B  6*-«  -h  Ce*-»  4. . . .  4.  L /*->  =  o, 

en  sorte  que  Texposant  k  soit  le  plus  petit  de  ceux,  parmi  les  en- 
tiers positifs  |ji,  pour  lesquels  la  quantité 

ne  soit  pas  nulle. 

D'après  ces  hypothèses,  la  relation  (4)  est  vérifiée  d'elle-même 
pour  les  indices  m  =  o,  i,  a,  ...,  (Ar —  i),  quels  que  soient  d'ail- 
leurs les  polynômes  P. 

Elle  est  impossible  pour  l'indice  m  =  A*.  On  peut  maintenant 
choisir  les  polynômes  de  telle  sorte  que  la  relation  (4)  soit  véri- 
fiée pour  tous  les  indices  supérieurs  à  k.  Mais  il  est  à  remarquer 
que,  de  cette  manière,  les  polynômes  d'indice  moindre  se  trouvent 
entièrement  déterminés. 

Effectivement,  la  suite  indéfinie  des  polynômes  P,  d'après  la 
condition  (i),  dépend  d'une  série  simple  de  constantes  arbitraires 
Ao,  A|,  A2,  ..',  et  1  on  a 


V,n{x)  =  Xo  ■— : -h  X, 


I  .  2  .  .  .  //t  I  .  2  .  .  .  (  m  —  1  ) 


j^m-1 


"^^«i.2...(m-2)"^-""^^'"-»'^"^^'~' 

Pour  l'indice  /n  =  Ar-f-i,  la  condition  (4)  donne  une  relation 
entre  X©  et  Xi;  pour  l'indice  A"-}-  2,  une  relation  entre  Xq,  Xi,  Xj,  ... 
et  ainsi  de  suite. 

J'achève  enfin  la  détermination  des  polynômes,  en  faisant,  pour 
rindice  Ar, 

APA(a)-hBP^(6)-i-CP;fc(c)-h...-hLP;fc(/)  =  l. 

Ce  résultat  est  obtenu  si  l'on  prend 

>  1.2.    ..A 
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En  résumé,  voici  comment  sont  choisis  les  polynômes  dont  il 
s'agit  : 

Soient  A,  B,  C,  ...,  L,  e^  a,  6,  c,  ...,  /  des  constantes  ;  envisa- 
geons les  quantités 

et  soit  Tk  la  première  de  ces  quantités  qui  ne  soit  pas  nulle  dans 
la  suite  T©,  T|,  Ta,  .... 

Il  existe  une  suite  indéfinie  de  polynômes  P,„(a:),  tels  que  l'on 
ait 

(5)  APA.(a)  -h  BP^(6)  -h  CP^c)  -h. . .-+-  LP^(/)  =  i, 
et,  pour  tous  les  indices  m  autres  que  Ar, 

(6)  AP,„(a)4-BP,„(6)^GP;„(c)H-...4-LP^(/)=o. 

Ces  polynômes  satisfont  d'ailleurs  à  la  condition  (i),  c'est-à- 
dire  que  chacun  d'eux  est  la  dérivée  du  suivant. 

Tels  sont  les  polynômes  que  je  choisis  pour  former  la  série  dont 
je  vais  m'occuper. 

On  a  aisément  une  expression  concise  de  ces  polynômes,  par  la 
formule 

i7;       v,nyœ)  -  ^   ^     ^^^  y^„,  a^^-^ITB^  -+-. .  .-h  Le'^Vç^o' 

3.  Revenons  à  la  formule  (3),  mettons  successivement  6,  Cj,..^l 
au  lieu  de  a,  formons  la  quantité 

(8)     -  R;„  =:AV„(a)  4-  BU;„(6)  h-  CU;„(c)  -+-. .  .-4-  LU;„(/), 

et  tenons  compte  des  relations  (5)  et  (6).  Le   résultat  est   ce- 
lui-ci : 

i  /'*'(^)  =      [A/(«)  +  B/(6)  +. . .+  L/(/)]P. 

)  +[A/'(«)4-B/'(6)+...-hL/'(0]P,(^) 


[A/('")(a)  +  B/(6)+...H-L/"")(/)]P„(*)  +  R,. 
.\insi.  at-er  les  polynômes  P  ci-dessus  définis  et  une  fonction 
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quelconque  fi^x) y  on  peut  former  une  série  dont  le  terme  général 
est 

et  qui  représente  la  dérivée  d* ordre  k  de  cette  fonction  /{x), 
sauf  un  reste  dont  l'équation  (8)  fournit  l'expression  par  une 
intégrale  définie. 

4.  Pour  commencer  l'étude  de  cette  série  (9),  j*en  fais  Tappli- 

cation  à  la  fonction 

f{x)^é^'. 

Le  lerme  général  sera 

La  série  indéfiniment  prolongée  donne  donc  pour  résultat, 

(Aéî>«  4-  Be^*  -f-. .  .-h  Le^')[Po  -+-  Pi(^);  -f-  P,(:r);*  +. . .]. 

Si  elle  converge,  on  voit,  d'après  (7),  qu'elle  représente  ^^é^^ 
ce  qui  est  bien /^*^(j:). 
Posons,  pour  abréger, 

(10)  î^(î)  =  AeC«  -4-  Be'^  H- ...  4-  Le^'. 

Soit  p  le  plus  petit  module  des  racines  de  l'équation  >.(^)  =  o, 
sauf  zéro.  La  série 

Po  +  Pi(^)ÏH-Pî(^)î*+... 

représente  ou  non  la  fonction  ^        suivant  que  le  module  de  Ç  est 

inférieur  ou  supérieur  à  p.  Donc  la  série  (9),  indéfiniment  pro- 
longée, s'applique  à  la  fonction  é*^  ou  ne  s'y  applique  pas,  sui- 
t^ant  que  Ç  est  inférieur  ou  supérieur  au  plus  petit  module  p  des 
r^acines,  autres  que  zéro,  de  l'équation  )s(!J)  =  o. 

Il  est  bien  digne  de  remarque  que  cette  condition  soit  indépen- 
dante de  X,  Ce  trait  essentiel  de  la  série  (9)  va  se  retrouver  pour 
tous  les  cas.  Déjà  nous  vovons  qu'il  subsiste  pour  les  fonctions 
composées  de  sommes  d'exponentielles.  Par  exemple,  aux  fonctions 
%i]i(â?|,  CCS 2^  la  séiie  (9)  s'applique  dans  le  cas  seulement  où  ^ 


468  PREMIÈRE  PARTIE. 

La  considération  de  la  fonction 

conduit  lout  naturellement  à  rechercher  Texpression  asymptotiqne 
des  polynômes  Vm{x)  pour  m  infiniment  grand,  au  moyen  de  k 
belle  méthode  que  M.  Darboux  a  développée  dans  son  Mémoire 
Sur  V approximation  des  fondions  de  grands  nombres  ('  ).  Le 
principe  de  cette  méthode,  pour  le  cas  actuel,  est  si  simple  que  je 
vais  le  rappeler. 

5.  Considérons  une  fraction  rationnelle  ^(Q  dont  les  infinis 
aient  tous  le  même  module  p.  Rangeons  les  fractions  simples,  dans 
lesquelles  <E>(2^)  se  décompose,  suivant  Tordre  décroissant  des  ex- 
posants de  leurs  dénominateurs,  et  soit  ainsi 


(/^-C)''       {u'-r,)p       (m'-î)/' 


Suivant  Thypothèse,  //,  u\  //',  ...,  r,  v\  ç",  ...  ont  un  même  mo- 
dule p. 

Prenons  la  dérivée  d'ordre  w,  et  faisons  Ç  =  o, 

1.2... m 


(il)  <  1.2... m  \uP^"^  //'/'-*-'«  w'/»^'»» 

(p—  \)p^..(p-\-m  —  2)/      N 


1.2... m 


/      N  .V  N'  V 

•( -h  -. 1 h.-  W 

\^'P-^rn-\  ^.'p-t-fn-l  ç''p-^m-i  r 


Si  nous  considérons  comme  formant  un  seul  terme  la  somme 
des  termes  de  la  première  ligne,  comme  un  autre  terme  la  somme 
des  termes  de  la  seconde  ligne,  et  ainsi  de  suite,  nous  avons  Ut 

(  '  )  Journal  tic  Afathématiqucs  pures  et  appliquées,  3*  série,  t.  IV, 


MÉLANGES.  469 

pour  m  infiniment  grand,  Jes  quantités  rangées  dans  Tordre  dé- 
croissant en  ce  qui  concerne  leurs  grandeurs.  Le  premier  terme 
est  la  partie  principale.  Il  pourrait,  bien  entendu,  se  présenter  des 
cas  d'exception  si  ce  premier  terme  était  nul. 

En  second  lieu,  considérons  une  fonction  ^(2^),  synectique  au- 
tour de  Torigine,  et  dont  les  points  singulieis  les  plus  proches  de 
Torigine  soient  des  pôles,  à  distance  p.  Il  existe  alors  une  frac- 
tion ^(2^),  dont  la  différence  à  ^(^)  est  synectique  dans  un  rayon  pi , 
plus  grand  que  p.  Dans  ce  rayon,  la  série  de  Maclaurin,  appliquée  à 
V^(2^)  —  ^(2^))  converge.  Donc,  en  désignant  par  e  une  quantité 

infiniment  petite  avec  —  >  on  a 
'  m 

lF(m)(Q)__cï»(m)(o)  _     e 

^     ^  1 .2. .  .m  Pj'* 

Ce  qui  vient  d'être  dit  pour  une  fonction  telle  que  ^ÇÇ)  peut 
être  appliqué  à  la  fonction  f{^)  qui  nous  occupe.  Le  rayon  p  est 
alors  le  module  minimum  des  racines,  autres  que  zéro,  de  la  fonc- 
tion X(  2^).  Les  quantités  {/,  e/',  ...  sont  ces  racines  ;  elles  sont  indé- 
pendantes de  X,  Quant  aux  numérateurs  des  fractions  simples,  ils 
sont  de  cette  forme  : 

M  =  a  éî-',  M'  =  a'  «-'*,  M'  =  a'  «-''',  . . . , 

N  =(b:r-hc)e''',     N'  =:(b'^4-c')tf''',     N'  =  ( b"^ -4- c') c»^', . . . , 
» 

où  a,  a',  ...,  c'',  ...  sont  des  constantes. 

Nous  avons  pour  définition  générale  des  polynômes  Pu, (4?)  l'ex- 
pression 

1 . 2 . . .  //r 

en  conséquence,  l'étude  qui  vient  d'être  faite  nous  apprend  com- 
ment se  comportent  ces  polynômes  pour  m  infiniment  grand.  Il 
nous  est  possible  de  répondre  aux  questions  posées. 

6.  Je  vais  considérer  une  série  S  composée  avec  les  polynômes 
Piii(a:)  et  des  coefficients  [Xq,  [jl,,  ...  indépendants  de  x  : 


470  PREMIÈRE  PARTIE. 

et  je  vais  faire  voir  d*abord  que  si,  pour  une  suite  continue  de 
valeurs  attribuées  à  x^  la  série  S  converge,  il  en  est  de  même 
dans  la  série  S, 

2  =  ixo  *  (o)  4-  [Xj  *'(o)  -+-  |x,  — ^  + . . .  -4-  |A«  ,   ^        '    -+-..., 

obtenue  en  remplaçant  la  fonction  ^{^)  par  la  fraction  ration- 
nelle 4>(l^),  et  réciproquement. 

En  premier  lieu,  cherchons  la  condition  pour  que  le  (m  + 1)^** 

terme  de  S  soit  infiniment  petit  avec  —  •  D'après  les  expressions 

de  M,  M',  ...  la  partie  principale  de  Pin(^)  est 

/?()P4-i)()P-h/yi  — i)  fae»^        a^e"'^        a'^g»''-^  "1 

1.2... m  L"'^'"  "^  "'''"^'"  ^  u'P-^'^  -^'"Y 

si  toutefois  le  facteur  entre  crochets  n'est  pas  nul.  Mais  u^  u%  i^,... 
sont  essentiellement  différents  entre  eux.  Ce  facteur  ne  peut  donc 
être  nul  pour  une  suite  continue  de  valeurs  attribuées  à  x.  On  a 
donc  bien  ainsi  la  partie  principale  de  Pm(^)-  Pour  que  (tmPm(^) 

soit  infiniment  petit  avec  —  dans  les  mêmes  conditions,  il  faut  et  il 

sufGt  qu'il  en  soit  de  même  quand  on  remplace  l?m{x)  par  un  seul 
des  termes  ci-dessus.  Désignant  toujours  par  p  le  module  commun 
à  £/,  u',  i/^  ...,  et  par  V;„  la  quantité 

_/?(/?-t-i)...(/?-l-m  -i)  [x^ 
1 . 2 ...  m  p*" 

j'ai  cette  condition  :  V;»  doit  être  infiniment  petit  avec  —  • 

Démontrons  maintenant  la  proposition.  A  cet  effet,  envisageons 
la  quantité 

[€j>(m)/Q\  -1 
Pm(x)-,    ,      ^°M> 
1.2...  /n  j 

que,  d'après  la  relation  (12),  nous  pouvons  écrire 
f  5v  i.a.  ..m /PiX*" 

^  ^  ''>(/>+.).. .(/>+m-,)*i,7;  • 

Comme  V;„  est  infiniment  petit  et  —  inférieur  à  l'unité,  on  •  li 


^7' 

:nle.  Donc  :  i"  si 

est  pas  infinimeat  petit 

le  m'''"'  terme 
séries  est  une 


le  terme  général  d'une  série  a] 
le  m'*""  lerme  d'une  dei 

avec  — i  il  en  est  de  même  pour  1' 

est  iniîniment  petit  avec  —  >  la  dîfTérence 

série  convergente.  La  proposition  est  donc 


7.  Pour  étudier  la  série  S,  il  suffît  donc  d'4 

En  tenant  compte  des  expressions  qu'af 
leurs  M,  M',...,  et  aussi  de  l'égalité  (ii), 
(m -(- 1)'*"*  terme  de  S  est  une  somme  de  <, 
limité,  ayant  la  forme  G{m)x''e"',  < 
G  (m)  sont  indépendantes  de  x. 

La  convergence,  devant  avoir  lieu  poui 
valeurs  attribuées  à  x,  exige  que  chacune  des  séries,  dont  le  terme 
général  est  tel  que  G(m),  converge  séparément.  Celte  condition  se 
réduit  d'ailleurs  à  celle  de  la  convergence  pour  la  série  dont  le 
lerme  général  est  v„.  Quand  cette  condition  est  remplie,  la  con- 
vergence a  lieu,  quel  que  soit  x. 

Voici  donc  la  conclusion  : 

Désignons  par  p  le  module  minimum  des  racines,  autres  que 
zéro,  de  l'équation 


liner  la  série  £. 

Ici  les  numéra< 

connatt  que  le 

liés,  en  nombre 

ictions  telles  que 

suite  continue  de 


("4) 


Ae"' 


f-Be*!-+-Ce'!+...= 


et  soit  une  série  composée  avec  les  polynômes  Pm(x),  définis 
ci-dessus,  et  des  coefficients  }Xe,  [Ai,...  indépendants  de  x,  comme 
il  suit  : 

S  =  ,.,P,+ [x,P.(x) +. . .+ [.„,P„(,r). . . . 

i"  Si  cette  série  est  convergente  pour  une  suite  continue  de 
valeurs  attribuées  à  x,  elle  est  convergente,  quel  que  soit  x  ; 

a'  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  cette  conver- 
gence est  que  la  série 

(j,  +  [1, a:  +  ;*(jr'  + .  .  .  -v-  ji^x" .  .  . 
aoit  convfrppiitp  dans  un  cercle  de  rayon  supérieur  à  -  • 
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8.  Après  celte  étude  sur  la  série  générale  S,  examinons  le  cas 
où  Ton  compose  cette  série  en  prenant 

II  ne  s^agit  plus  seulement  de  savoir  si  la  série  converge,  mais 
encore  si  elle  représente  f^^^{x),  A  cet  égard,  il  est  bon  d'obser- 
ver (*)  que  la  série  peut  très  bien  converger  sans  représenter  la 
fonction.  Désignons  par  X^  une  racine  quelconque  de  Téquation  (i4)f 
et  prenons  la  fonction  e^^.  Pour  cette  fonction  particulière,  tous 
les  coefRcients  de  la  série  sont  nuls.  Deux  fonctions  telles  que/(j:) 
et  f{oc)  -\-  é>^  donnent  ainsi  lieu  à  une  même  série,  qui,  si  elle  re- 
présente Tune  des  fonctions,  ne  peut  représenter  Tautre. 

La  question  posée  se  trouve  résolue  comme  il  suit  : 

Pour  que  la  série  (9)  s^appUque  à  une  fonction  f{x)  y  il  faut 
et  il  suffit  : 

i**  Qu'il  existe  une  constante  a  telle,  que  le  produit  a*/^*J(jr), 
pour  toute  valeur  finie  attribuée  à  x,  ne  devienne  pas  infini 
avec  m; 

a"  Que  la  constante  a  ait  un  module  supérieur  à  -• 

En  premier  lieu,  ces  conditions  sont  suffisantes;  c'est  ce  que 
montre  immédiatement  ]a  forme  (8)  du  reste  de  la  série,  combinée 
avec  l'expression  asymptotique  des  polynômes  P,n(j:).  Effective- 
ment, ces  conditions  remplies,  les  intégrales  Um(«)>  Um(i)?«-« 

sont  infiniment  petites  avec  — • 

^  m 

Pour  prouver  maintenant  que  les  conditions  dont  il  s'agit  sont 
aussi  nécessaires,  reprenons  la  série  S,  où  les  constantes  sont  choi- 
sies de  manière  qu'elle  converge.  Désignons  parF(j:)  la  somme 
de  la  série  ;  c'est,  d'après  la  proposition  du  n**7,  une  fonction  finie 
et  uniforme  dans  tout  le  plan.  J'ai,  tout  à  l'heure,  décomposé  cette 

série  en  la  somme  de  quelques  autres  x''e"^\  G(m),  et  en  une 

autre  dont  le  terme  général  est  donné  par  l'expression  (i3).  De 


(')  Cette  observation  est  imitée  de  celle  que  Cauchy  a  faite  autrefois  à  l'égard 
de  la  série  de  Maclaurin  et  de  la  fonction  e    '*. 
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cette  décomposition  résulte  que  la  série  peut  être  diflerentiée  par 
rapport  à  x,  J*«i  ainsi,  quels  que  soient  x  et  m, 

(i5)         F^'»)(^)  =  iA;„Po4-  iA;„-^iP,(j:)  -+-  !/.,„-+., P,(j:)  -h. .  . , 

comme  il  résulte  de  la  propriété  (i)  des  polynômes  P.  Multiplions 
les  deux  membres  de  cette  égalité  par  p*",  et  observons  que,  d'après 
les  hypothèses,  tous  les  termes  du  second  membre  sont  infiniment 

petits  avec  — ?  pour  conclure  que  le  produit  -^F<'"^(^)  a  pour 

limite  zéro,  quel  que  soit  x. 

Ainsi  la  fonction  F(x),  somme  d'une  série  telle  que  S,  satisfait 
nécessairement  aux  conditions  de  l'énoncé  précédent.  La  propo- 
sition est  ainsi  prouvée. 

9.  Par  cetle  voie,  on  retrouve  immédiatement  la  composition  des 
coefficients  de  la  série  par  rapport  à  la  fonction  F(  jr).  En  effet,  de 
l'égalité  (i  5)  et  de  la  définition  des  polynômes  P  (n®  2)  résulte 

Il  est  bien  naturel  de  se  demander  maintenant,  s'il  est  possible, 
ayant  défini  une  fonction  F(jr)  par  la  série  S,  de  caractériser  F  (a:) 
de  quelque  autre  manière.  Pour  le  faire,  envisageons  la  fonction 
suivante  : 

V(j:)=:fio-+-  [A,  — h  [A, ^-. . .-}- jA    : h.. ., 

I  1.2  1 ,2. .  ./n 

qui,  dans  le  cas  où  S  converge,  est  synectique  dans  tout  le  plan. 
L'ensemble  des  relations  telles  que  (i6)  conduit  à  cette  consé- 
quence 

(17)     AF(a  -H  a:)  -f-  BF(6  -+-  x)  -+-  CF(c  4-  x)  -+-...=  V^*^  {x). 

Ainsi  la  fonction  F(^)  peut  être  définie  comme  une  solution  de 
cette  équation.  Mais  encore  faut-il  savoir  quelle  solution  on  doit 
choisir  ;  c'est  ce  que  permet  de  décider  une  des  propriétés  trouvées 
tout  à  l'heure  : 

La  somme  de  la  série  S  est,  parmi  les  solutions  V{x)  de 

Btiii,  des  Sciences  mathém.^  i*  Série,  t.  V.  (Décembre  1881.)  32 
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^/  » 


r équation  (17),  l  unique  fonction  pour  laquelle  le  produit 
—  F^*"'  (  x)  soit  infiniment  petit  asrec  — 

10.  Quelques  observalions  me  semblent  utiles  au  sujet  des 
fonctions  jouissant  de  cette  propriété  :  (i"*f^"*\x)  reste  fini  pour  m 
infini,  quel  que  soit  x.  D'après  l'analyse  actuelle,  ou,  plus  simple- 
ment, par  la  série  de  Taylor,  on  voit  qu'une  telle  fonction  est  sy- 
nectique  dans  tout  le  plan.  En  second  lieu,  et  cette  remarque  me 
paraît  plus  importante,  on  est  assuré  qu'une  fonction  jouit  de  la 
propriété  en  question,  si  on  la  lui  reconnaît  pour  une  seule  valeur 
de  Xy  aux  environs  de  laquelle  la  fonction  est  synectique.  Effecti- 
vement, prenons  la  relation 

et  multiplions  les  deux  membres  par  a'".  Si  nous  supposons  que 
oi^f^'^^x)  reste  fini  pour  m  infini,  la  série  obtenue  converge  vers 
une  quantité  finie.  Donc  aL^f^'^^{x-\-h)  reste  fini  pour  m  infini, 
et  la  proposition  en  résulte.  Ainsi  la  fonction  e^*  ne  jouit  pas  de 
la  propriété  dont  il  s'agit.  Au  contraire,  les  fonctions 

e  v^  -4-  e~  v^-^ ,     CCS  \fx  y     \fx  sin  sfx , 

et  aussi  les  fonctions  de  Bcssel  en  jouissent  ;  de  plus,  pour  ces 
fonctions,  la  constante  a  est  infiniment  grande.  On  peut  donc  leur 
appliquer  la  série  proposée,  quelles  que  soient  les  constantes  A, 

De  la  manière  la  plus  générale,  on  obtient  de  telles  fonctions 
/"(j")  comme  il  suit  ; 

Soit  une  fonction  '\{x)  définie  parla  série  suivante,  convergente 
à  l'intérieur  d'un  cercle  concentrique  à  Torigine  et  de  rayon  a, 


ri  diver^-rnte  à  Texlérifuir  de  ce  cercle.  Posons 


X        .      .r*         .       x^ 


/(.r)-'i>,-h^,  -  -^•>2— -  -+-^3— — o  4-.... 
La  fonclion  f{x)  aura  la  propriélr  demandée  à  l'égard  de  k  €00* 
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stante  a.  Au  mo^'en  de  ^(x),  on  peut  définir /(;e)  par  une  inté- 
grale ;  on  a,  en  effet, 


/(."-)= 


=  /*<-=?■ 


l'intégrale  étant  prise  le  long  d'un  contour  fermé  embras- 
sant l'origine,  et  dont  tous  les  rayons  sont  inférieurs  à  t. 

Suivant  une  expression  employée  par  Abel,  i(  est  la  détermi- 
nante de/. 

On  peut  manifestement  se  senîr  de  cette  expression  àe  f{x) 
pour  démontrer  que  les  conditions  de  l'énoncé  du  n"  8  sont  suffi- 
santes et  se  dispenser  ainsi  de  recourir  à  la  forme  du  reste  donnée 
au  début  de  ce  travail. 

It.  De  l'égalité  (i5)  et  de  la  définition  (17),  je  conclus 

F(x-f-v)^P,V(/)  +  P,(^)V'(j)  +  P,(^)V(/)  +  .... 

C'est  un  développement  de  V{x),  suivant  les  dérivées  d'une  autre 
fonction  V(k),  ici  liée  à  F  parla  relation  (18).  L'idée  de  généra- 
liser de  tels  développements  est  bien  naturelle,  et  j'y  donnerai  suite 
un  peu  plus  loin.  Je  veux  d'abord  appliquer  la  théorie  qui  pré- 
cède au  cas  particulièrement  intéressant  de  la  série  imaginée  par 
M.  Léauté. 

12.  Si  l'on  réduit  à  deux  le  nombre  des  quantités  a,  b,.  .  .,  et 
qu'on  prenne  A-|-B  =  o,  on  obtient,  comme  cas  particulier,  la 
série  de  M.  Léauté.  Ainsi  cette  série  procède  suivant  des  polynômes 
P,  définis  par  l'expression 


Cette  expression  suggère  immédiatement  l'idée  d'un  rapproche- 
ment avec  \ei  polynômes  de  Bernoulti  (').  qui  sont  définis  par 
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Tune  ou  Tautre  des  deux  égalités  suivantes  : 

Efiectiveroent,  si,  en  employant  la  notation  usuelle  des  nombres 
de  Bernoulli,  on  pose 

on  trouve  très  aîsément  les  deux  relations  suivantes  : 

La  fonction  X(s)  a  ici  pour  racines  les  quantités  de  la  forme r> 

où  n  est  un  entier  quelconque.  La  racine  zéro  réservée,  on  en 

12  lie 

trouve  deux  avant  le  module  minimum.  Ces  racines  sont  dz r» 

a  —  o 

et  Ton  a 

air 


a  —  b 


En  conséquence  du  théorème  général,  on  a  donc  cette  propo- 
sition : 

Si  le  produit  a'"/^'"^(^),  pour  m  infiniment  grand,  reste 
finiy  la  fonction  f[x)  est  développable  sui^'ant  la  série  de 
M.  Léautéy  savoir  : 

-+-P,(.r)[/'(a)-/(^)]4-..., 
pourvu  que  r intervalle  (a  —  b)  soit  inférieur  à  aTca. 

13.   Celte  série  ayant,  d'après  son  inventeur,  une  grande  utilîlé 
pour  les  applications  mécaniques,   et  pouvant  dans  beaucoilp:-4b 
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cas,  même  sans  converger,  fournir,  par  un  nombre  limîlé  de  lerme5, 
une  approximation  convenable,  il  sera  bon  de  donner  au  reste  de 
la  série  une  forme  pratique.  C'est  ce  que  je  pourrai  faire  aisément 
ici,  au  rao^en  de  l'expression  de  ce  reste,  savoir  : 

B,=  U.,(6)-U.(o). 

Au  point  de  vue  où  je  me  place  maintenant,  on  devra  essentielle- 
ment supposer  x  réel  et  compris  entre  les  deux  constantes  b,  a. 
Les  polynômes  de  rang  impair  ont,  dans  l'intervalle  de  b  à  a,  les 

seules  racines  b,  j  a.  Les  polynômes  de  rang  pair  ont,  dans 

cet  intervalle,  deux  racines  qui  varient  avec  le  rang.  A  cause  de 
ces  circonstances,  on  obtient  la  forme  la  plus  simple  du  reste  en 
s'arrétant,  dans  la  série,  à  un  terme  de  rang  pair.  Je  prendrai  pour 
dernier  terme  celui  qui  a  le  rang  a  m.  Le  reste  sera  donc 

R,._,=  U„_,((,)-U,„_,(o). 

Il  nous  faut  évaluer  les  deux  intégrales  U.  Prenons  d'abord  la 
seconde 

Vt„..Aa)  =  {a-x)  j    P,„.,llx+{i-t)a]f<''"'[ta  +  {i-l)s]dt; 

supposons  b<C,a  et  x  compris  entre  6  et •  Partageons  le 

champ  d'intégration  en  faisant  varier  d'abord  t  depuis  zéro  jusqu'à 
-;  alors  (jr-i-  (i  —  t)a  varie  de  a  jusqu'à  ' y  en  même 


partie  de  l'intégrale,  dans  le  champ  de  laquelle  le  facteur  Pjni_i  ne 
change  pas  de  signe,  est 

/™(!)[-P.,.(^)+P,.(«)], 

OÙ  s  est  intermédiaire  entre  x  el  x  -\ • 

Faisons  varier  ensuite  t  depuis  —, —  iiisiiii'ii  l'unité  ;  ulors 

■^       a(a~.n-'      ' 
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Iy 


/x  -h  (i  —  i)a  varie  de à  jr,  tandis  que  ta-^-  (i  —  i)x  varie 

de  X  -î à  a.  Celte  partie  de  Tintégrale  est 

où  ç'  est  intermédiaire  entre  x  H et  a. 

2 

PVenons  maintenant  l'intégrale 

dans  le  champ  de  l'intégration ,  /x-h(i  —  t)b  varie  depuis  6  jus- 
qu'à x;  en  sorte  que  Pjim-i  ne  change  pas  de  signe,  et  l'on  a,  pour 
cette  inlégrafe, 

OÙ  ^  est  intermédiaire  entre  x  et  6. 
Le  reste  a  donc  la  forme  suivante  : 

+/'*"' (5')  [p.™  (^)  -P„„(X)], 

où   ;",  i,   Ç'   sont   respectivement   dans    les    intervalles    (6,  x). 

/               a  —b\        [          a  —  b      \ 
(  X,  X  H j  et  (  xH y  aj. 

Si  X  est  entre et  a,  on  aura  l'expression  du  reste  en  échan- 
geant ici  a  et  6  et  changeant  le  signe. 
On  a  d'ailleurs 

P..(a)  =  P.„(6)  =  (-.)"-^(V^)B.„_., 

P..  (i:t_*)  =  (_ ,).  (±zi^;  (.  _     •    )  B_.. 

\       2        /  I.2...(2/7l)\  2*'"    */ 

L'expression  asymptotique  des  polynômes  P^  pour  m  infinimeol 
grand  pourra  être  utilisée  pour  fournir  une  expression  approdi^ 
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de  ce  reste.  Cette  expression  asymptotique  se  déduit  immédiate- 
ment de  l'analyse  ci-dessus.  On  peut  aussi  la  tirer  du  développe- 
ment des  polynômes  P  en  série  trigonométrique,  développement 
qui  est  une  conséquence  de  celui  des  polynômes  de  Bernoulli. 
Voici  ce  développement,  qui  est  valable  quand  x  est  compris 
entre  b  et  a, 


I>,«_.(X)Z=(- 


[X  —  b 
sinai: r 


b        .    ,    X  —  b 
—  b  a  —  b 

X  ——  b 

sin  2,1X1: 7 

a  —  b 


(afx) 


(i/i-i) 


,  ,  V  .       4  I    COS2  7C  — 

/a— _^Y'»-*  I  a 

V     ir     /  L         2*'* 


X  —  b  ,    X — b 

ces  4^ 


P.„(x)  =  (-,)-'2|-:^-:i)       I -r^  + 7i^+- 


ces  2  {Air 


X —  b 
a  —  b 


(21X) 


tn 


Le  premier  terme  de  chacun  de  ces  développements  fournit  une 
expression  asymptotique. 

14.  On  ne  manquera  pas  d'observer  que^  si  x  est  égal  à  a  ou 
à  6,  la  série  vient  coïncider  avec  un  développement  déjà  connu, 
celui  qui  conduit  à  la  série  des  différences,  de  Maclaurin  (*). 
Effectivement,  si  l'on  fait  x=6,  a  —  b  =  h,  et  qu'on  tienne 
compte  des  relations 

/(m)(a)-/('»)(6)  =  A/('")(6), 
on  ob lient 


¥{b)  =  f, 


/(.)  d.  -  !i  ^m  -.  M!  ,f  (,)  _  _A|L  V'  (6). . 


{*)  fMv  PÊT  exemple,  Touvrage  déjà  cilc  de  M.  Schlômilch,  p.  229. 


i -.^    ■. 
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On  a  une  autre  série,  tout  à  fait  analogue,  en  prenant  x  = 

lo.  J'arrive  maintenant  aux  séries  plus  générales  dont  j'ai  dit 
quelques  mots  précédemment  (n**  11).  C'est  encore  de  la  for- 
mule (3),  placée  au  début  de  ce  Mémoire,  que  je  vais  les  tirer. 
Pour  ce  but,  la  somme  limitée,  telle  que  AUm(a)  -h  BUmC^)  "+"•••» 
va  être  remplacée  par  une  intégrale  définie.  Je  multiplie  donc  les 
deux  membres  de  Téquation  (3)  par  une  fonction  arbitraire  delà 
quantité  a,  considérée  comme  variable,  et  j'intègre  entre  deux 
limites  constantes.  Je  détermine  les  polynômes  P  de  manière  à 
faire  évanouir  tous  les  termes,  sauf  un  seul,  dans  la  première 
partie  du  second  membre,  et  j'obtiens  la  conclusion  que  voici  : 

Soient  by  c  des  constantes,  ^(z)  une  /onction  quelconque,  et 
considérons  les  quantités  T^  ainsi  définies  : 

Soit  Tk  Ici  première  de  ces  quantités  qui  ne  soit  pas  nulle  dans 
la  suite  To,  Tj ,  To, ....  Prenons  les  polynômes  P,  dont  UexpreS" 
sion  générale  est 

I         rd""  r^e^' 


Ç  e^'-^{z)dz 


La  série,  dont  le  terme  général  est 

(19)  P,„(^)  f  ^{z)f'-^(z)dz, 

^b 

représente  /^^{x),  sauf  un  reste  dont  V expression,  quand  on 
s\trréte  au  {m  -\-  i)'^'»*'  terme  est  la  suivante  : 

(Qo)  R^~  r  %{z)dz  f  dt{x-z)P,„[tx-h(i-t)z]/'^^^^[ts-h{i-i)^]* 
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16.  On  peut  aussi  remplacer  rintégration  entre  deux  limites 
par  rintégration  le  long  d\in  contour,  et  obtenir  de  la  sorte  les 
résultats  les  plus  variés.  Pour  chaque  cas,  l'étude  des  conditions 

sous  lesquelles  le  reste  R,»  est  infiniment  petit  avec  —  présentera 

des  circonstances  diverses.  Mais  laissons  tout  d'abord  de  côté 
cette  étude,  et  supposons  que  nous  soyons  effectivement  dans  un 
cas  où  ce  reste  ait  zéro  pour  limite.  Admettons,  pour  simplifier^ 
que  le  nombre  k  soit  zéro.  De  la  série,  si  elle  peut  être  différen- 
tiée,  on  tirera  comme  au  n°  11, 

/(^-h7)=:PoV(j)-+-Pi(a:)V'(7)  +  P«(^)V'Cr)-  +  P/n(^)V('»Hj).... 

De  là  cette  conséquence  :  Pour  développer  f[x  -^ y)  suivant 
les  dérivées  successives  d^une  fonction  quelconque  V(^),  on 
déterminera  une  fonction  ^z)  par  la  condition 

fHz)f{z^y)dz  =  \{y), 

r intégrale  étant  prise  entre  des  limites  constantes.  Les  coeffi- 
cients, des  dérivées  de  V(jk)  seront  les  mêmes  que  ceux  des  puis- 
sances correspondantes  de  IJ  dans  le  développement  de  la  fonc- 
tion 


f^{z)e^'-dz 

Les  coefficients  sont,  comme  Ton  voit,  des  polynômes  dont 
chacun  est  la  dérivée  du  suivant.  On  peut  prendre  la  question 
d'un  autre  point  de  vue,  en  se  donnant  ces  polynômes.  La  manière 
la  plus  générale  de  les  définir  est  la  suivante  :  Pm{^)  est  le 
(m-j-iy*"*"  coefficient  dans  le  développement  de  e^cp(s)  suivant 
les  puissances  croissantes  de  Ç.  Pour  trouver  le  développement 
demandé,  on  devra  donc  déterminer  la  fonction  O(^)  par  la  con- 
dition 

et  c'est  alors  le  développement  ci-dessus  qui  satisfera  à  la  ques- 
tion. 
Enfin,    une    dernière   observation  générale.    Si   Ton   suppose, 
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comme  plus  haut, 


X  x^  .T** 


V(x)=:  |Ao4-  ^x h  Pi h.  .  .4-^1 


1.2  '  "*  1.2. .  ,m 


et  qu'on  envisage  la  série 

formée  avec  une  suite  donnée  de  polvnômes  P,  la  somme  de  cette 
série  fournit  une  fonction /(x),  solution  de  l'équation 


Ç  ^{z)f{Z'^x)dzr=iV{x). 


17.  L'examen  des  conditions  sous  lesquelles  s'applique  la  série 
si  générale  dont  je  viens  de  parler  ne  saurait  être  fait  avec  préci- 
sion. Il  faudra  se  restreindre  à  des  cas  particuliers.  L'élément 
essentiel  de  la  question  réside  dans  la  nature  des  points  singuliers, 

les  plus  proches  de  l'origine,  que  possède  la  fonction  -tjy^'  ^ 

fonction  )w(2^),  analogue  à  celle  qui  a  été  envisagée  plus  haut,  est 

«      • 

ICI 

(2i)  5l(;)=  f  e^''^{z)dz. 

^b 

En  premier  lieu,  la  définition  (i8)  des  polynômes  Pot(j^)  suppose 
implicitement  la  fonction  )w(JJ)  syneclique  autour  de  l'origine.  De 
cette  seule  hypothèse  résulte  cette  conséquence  tout  à  fait  géné- 
rale :  la  série  définie  au  /i°  15  s^ applique  aux  fonctions  f{x) 
qui  jouissent  de  la  propriété  déjà  mentionnée  y  savoir:  il  existe 
une  constante  a,  laissant  fini  le  produit  «'"/^'"^(x),  pour  m 
infini,  A  une  telle  fonction  la  série  s^ applique  pourvu  que  le 
rayon  maximum  du  cercle,  ayant  son  centre  à  V origine  et  à 

V intérieur  duquel  la  fonction  r— T\  est  synectique,  soit  supé- 

rieur  à  r inverse  du  module  de  la  constante  cl. 

En  effet,  soit  p  ce  rayon.  Le  produit  P;„(x)p^  est  infiniment 

petit  avec  —,  dès  que  p»  est  inférieur  à  p.  Donc,  d'après  l'hypo- 
thèse,  ^m{^)f'^^(y)  est  infiniment  petit  avec  —  >  quels  que  soicDl 
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X  et  j'.  Donc  le  reste  R^  est  infiniment  petit.  C'est  ce  qu'il  fallait 
prouver. 

18.  Les  conditions  précédentes,  suffisantes  dans  tous  les  cas, 
sont  aussi  nécessaires  toutes  les  fois  que  le  rayon  p  existe.  C'est  ce 
qu'il  est  aisé  de  prouver  au  moyen  d'une  analyse  semblable  à 
celle  que  j'ai  employée  précédemment  (n®  6).  Les  séries  corres- 
pondantes ne  s'appliquent  donc  qu'à  des  catégories  très  restreintes 
de  fonctions,  et  perdent  par  là  beaucoup  de  leur  intérêt,  au  point 
de  vue  de  l'analyse  pure.  Mais  il  en  est  tout  autrement  quand  le 
rayon  p  est  infini,  c'est  à  dire  quand  la  fonction  X(Q,  synectique 
dans  tout  le  plan,  n'a,  en  outre,  aucun  zéro.  Un  exemple  de  ce  cas 
s'est  offert  à  moi  comme  déjà  connu  :  celui  où  la  fonction  )w(2^)  est 
e*'^'.  C'est  la  série  de  M.  Hermite  (*).  Mais  cette  série  présente  ce 
caractère  très  différent,  qu'elle  s'applique  aussi  à  des  fonctions 
discontinues,  à  la  manière  de  la  série  de  Fourier.  Cette  circon- 
stance, qui  tient  à  la  détermination  des  coefficients  par  le  moyen 
de  la  fonction  seule  et  non  plus  de  ses  dérivées,  m'a  conduit  à 
envisager  spécialement  les  cas  de  la  série  générale  où  un  pareil 
fait  peut  être  mis  en  évidence. 

D'après  la  forme  (19)  du  terme  général  de  la  série,  supposons 
la  fonction  0(>3)  choisie  de  telle  sorte  qu'elle  s'évanouisse,  ainsi 
que  toutes  ses  dérivées,  aux  deux  limites  6,  c  de  l'intégration. 
Cela  fait,  le  terme  général  prend  cette  nouvelle  forme 

(22)  (_,)/«p^(^)  C  ec-)(c)/(5)^^, 

et  se  calcule  au  moyen  de  la  fonction  /  seule,  non  plus  de  ses 
dérivées.  Il  est  naturel  de  donner  aussi  une  forme  analogue  au 
reste  Rot(2o),  en  faisant  disparaître  la  dérivée  de  la  fonction/. 
Dans  cette  transformation,  il  arrive  que  R,„  se  présente  comme 
la  différence  de  deux  expressions  dont  l'une  est  /(^),  l'autre  la 
somme  de  la  série  sous  forme  d'intégrale  double.  Je  me  contente 
de  donner  ici  le  résultat  de  la  transformation  et  de  le  vérifier  a 
posteriori. 


(*)  Compte*  remdut  dêt  wéatucêê  ih  t' Académie  des  Sciences,  t.  LVIH. 
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Je  prends  pour  point  de  départ  Tintégrale  double  suivante  : 

(23)    '    {-irSn.^ffdydzf{z)^^'"^'){y)V^{x^y-^z), 
à  Tintérieur  de  Taire  limitée  par  les  conditions 

et  je  suppose  d'ailleurs  x  compris  entre  b  et  c. 

Commençons  l'intégration  par  la  variable  y.  Il  faudra  séparer 
l'intégrale  en  deux  parties.  Dans  la  première,  les  limites  de  / 
seront  6,  z^  et  celles  de  -3,  6  et  x;  dans  la  seconde,  les  limites 
seront  c,  z  pourj^:  et  or,  c  pour  z.  La  première  de  ces  quadratures 
donne  le  résultat  que  voici  : 

\J  ^im^^)^y)P^(J:^y-z)dy 

dbP,(x)e'(^)H=Poe(;j). 

C'est  ce  qu'on  voit,  d'une  part,  à  cause  de  la  propriété  fondamen- 
tale (i)  des  polynômes  P,  et,  d'autre  part,  à  cause  de  l'hypothèse 
que  la  fonction  8(5)  et  ses  dérivées  s'évanouissent  à  la  limite  6. 

En  intégrant  la  même  différentielle  entre  les  limites  c,  z,  on 
aura  ce  même  résultat.  Les  deux  quadratures  par  rapport  à  2  se 
réunissent  donc  en  une  seule  :  on  doit  multiplier  la  somme  (24) 
par/(z)dz,  et  intégrer  de  6  à  c.  Par  conséquent, 

Jb  ^b 

+p,(^)  r  ^\z)f{z)dz^.., 

^b 

+  (-irp,„(x)  r  ^^-^\z)f^z)dz. 

19.  Ainsi  se  trouve  exprimée  par  une  intégrale  définie  la  somme 
des  (  77?  4-1)  premiers  termes  de  la  série.  Dans  chaque  cas,  on 
pourra  faire  usage  de  cette  expression  pour  reconnaître  la  limite 
de  celte  somme.  J'ai  opéré  cette  vérification  pour  le  cas  où  l'on 
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prend  6,  c  égaux  à  — oo  et  +  oo  ,  avec  8(z)  =  e"*'.  En  faisant 
connaître  cette  série,  M.  Hermite  a  donné  aussi  l'expression 
asymptotique  des  polynômes  correspondants.  Du  même  coup,  on 
a  l'expression  asymptotique  de  Of'"^(z).  Rien  n'est  plus  aisé  alors 
que  d'obtenir  la  limite  de  l'intégrale  (  23),  qui  s'offre,  comme  pour 

la  série  de  rourier,  sous  la  forme  — — ^-^ ^• 

2 

Les  polynômes  P,  dans  ce  cas,  forment  une  suite  de  Sturm. 
Aussi  pourrait-on  faire  encore  la  démonstration  au  moyen  de  la 
méthode  donnée  par  M.  Darboux  tout  spécialement  pour  les  séries 
procédant  suivant  de  tels  polynômes  [Mémoire  sur  V approxi- 
mation* . .,  déjà  cité). 

Je  me  borne  toutefois  à  ces  indications,  croyant  de  tels  détours 
inutiles.  Le  sujet  porte  en  lui-même  un  caractère  d'évidence 
remarquable,  comme  je  vais  le  montrer. 

20.  Pour  préciser,  je  prends  6,  c  égaux  à  —  oo  et  -f-  oo  ,  et  je 
choisis  la  fonction  0(z)  suivante 


(a5)  ®^^^=/ 


g-a«  "cosstoe/o), 


où  a  est  une  constante   et  n  un  entier,  tous  deux  positifs.  A  la 
place  de  cette  définition,  on  peut  mettre  cette  autre  équivalente  : 


w=/ 


^iz)=  I        e-«-'"-'^'*^cu. 


Je  considère  maintenant  la  fonction  particulière 

et  je  prends  l'intégrale 

/-h  • 

dont  le  calcul  est  aisé  : 

dz  I        </we~«'-"-^'-^^-'-) 


dz   /         r/(oe-"*'*Vosc(Ç  — co), 
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D'après  le  théorème  de  Fourier,  ceci  donne 

Je  considère  le  développement,  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  !^,  de  la  fonction  suivante, 

27C 

OÙ,  comme  Ton  voit,  les  coefBcients  sont  des  polynômes  entiers 
en  x^  appartenant  à  la  classe  générale  dont  il  est  question  dans 
ce  Mémoire. 

Ce  développement,  à  cause  de  la  nature   de  la  fonction,  est 
valable  pour  toutes  les  valeurs  de  JJ.  J'y  change  ÎJ  en  i  J^,  et  j'ai 


m  =  •  m 


(27)         e<^-=  y  iT.{i:,)'"e-<"P„(x)z=  y  P„{x)K„, 


m  =0  m  =  0 


développement  encore  valable  quel  que  soit  IJ. 

Observons  maintenant  que  la  fonction  0(>s)  et  toutes  ses  déri* 
vées  s'évanouissent  pour  z  croissant  à  l'infini  par  des  valeurs 
réelles;  et  concluons,  au  lieu  de  (a6),  la  forme  suivante  pour  Am 


A^,  =  (  — !)'«  f       Oî'«)(;;)e''^-^;;. 


Je  peux  donc  remplacer  l'égalité  (27)  par  celle-ci  : 


m  =  00 
m  =  0 


m  =  00 


d'où  je  tire  aisément 


ftt  ~  «e 


(28)     cos;(x  — 0=  y  (— O'^P/ziC-^)  r     e('«)(5)cosî(5  — 0^^  ^ 


m  =0 


Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  le  point  important  :  ce  développa' 
ment  est  valable  quel  que  soit  Ç.  On  pourra  donc  l'étendre  à  tout^ 
les  valeurs  de  Ç  jusqu'à  l'infini.  En  outre,  il  est  aisé  de  voir  que  ï 
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convergence  de  la  série  est  uniforme  par  rapport  à  la  variable  J^. 
Il  est  donc  permis  de  l'intégrer,  et  cela  jusqu'à  une  limite  infinie. 

C'est  ce  que  je  fais,  après  avoir,  au  préalable,  multiplié  les  deux 
membres  par/(/)rf^,  et  intégré  de  —  oo  à  +  oo  .  La  fonction /(^) 
est  d'ailleurs  arbitraire. 

Le  premier  membre  devient 

di:  /        t/^/(Ocos;(^  — 0  =  2iç/(j:), 

si  la  fonction  /  a  été  choisie  parmi  celles  auxquelles  s'applique  le 
théorème  de  Fourier. 

Le  terme  général  du  second  membre  devient 

(-irPmC^)    /  rfC    /  dt/(t)  e('»)(c)C0sC(5-0</-, 

*/_  ao  *^— •  «^  _  oc 

ou,  si  l'on  renverse  l'ordre  des  intégrations  et  qu'on  tienne  compte 
de  (29), 

21.  D'après  le  mode  de  démonstration,  la  série  obtenue  est 
prouvée  pour  les  seules  valeurs  réelles  de  la  variable,  et  à  l'égard 
de  toute  fonction  susceptible  d'être  représentée  par  l'intégrale 
double  de  Fourier.  Mais  cette  intégrale  double  ne  s'applique  qu'à 
des  fonctions  restant  finies  pour  x  =  ±00  ,  et  il  est  certain  qu'ici 
les  conditions  sont  plus  larges,  puisque  le  développement  s'ap- 
plique effectivement  aux  polynômes  entiers,  à  la  fonction  e^, .... 
A  cet  égard,  on  démontrera  aisément  que  la  seule  condition 
consiste  en  ce  que  les  produits  /{z)^'^{z)  puissent  être  in- 
tégrés jusqu'à  ±  QO  .  On  pourra  donc  résumer  ainsi  le  résultat 
acquis  : 

Une  fonction  f(^x\  développable  en  série  trigonométrique 
dans  tout  intervalle  fini,  pourra  être  représentée,  pour  toutes 
les  valeurs  réelles  de  la  variable,  en  une  série  procédant  sui- 
vant  les  polynômes   Po,   Pi(.r),    l^2(-^)>«»-*  dont  V expression 
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BULLETIN  DE  LA  Société  Mathématique  de  France  (<). 

Tome  VIII;  1879-80. 
Laguerre.  —  Sur  la  fonction  exponentielle,  (i  1-18). 

Si  Ton  considère  TcxpressioD 

V  =  Fe«*4-  F,e*'-f- . . .  -f-  F„.,tf'', 

o\ï  a,b,Cy.  ,.y  l  désignent  des  constantes  quelconques  et  F,  F,, ... ,  F^,^,  des  poly- 
nômes de  degrés  «,  p,  y,  . . .,  ^,  on  peut  disposer  des  coefficients  de  ces  polynômes 
de  façon  que,  en  développant  V  suivant  les  puissances  entières  ascendantes  de  Xy 
le  développement  commence  par  un  terme  en  j:i*+*»-*,  où  ji  =  a  -h  p  -4-  ...-+-  X.  La 
détermination  de  ces  polynômes  a  fait  Tobjet  d'une  Note  de  M.  Hermite  dans  le 
Journal  de  Borchardt  (t.  88);  depuis,  M.  Laguerre  a  rattaché  cette  recherche  à 
une  équation  différentielle  linéaire  d'ordre  m.  Dans  cette  Communication,  il  traite 
directement  du  cas  où  m  =  3. 


(•)  Voir  Bulletin,  IV„  71. 


G  SECONDK  PARTIE. 

Halphen.  —  Sur  certains  cas  singuliers  du  déplacement  d'un 
corps  solide.  (18-20). 

Si  par  quatre  points  a,  bj  c,  d  d'une  droite  G  passent  quatre  surfaces  a,  ^,  7, 8 
dont  les  quatre  normales  en  ces  quatre  points  appartiennent  à  un  même  hyper- 
boloTde,  et  qu'on  assujettisse  a,  b,c,d  à  rester  respectivement  sur  a,  ^,  7,  8,  le 
déplacement  de  G  est  généralement  impossible  ou  ambigu. 

Si  par  cinq  points  a,  by  c,  dy  e  d'un  corps  solide  passent  cinq  surfaces  a,  p,  7, 6,  f 
dont  les  normales  en  ces  points  soient  rencontrées  par  deux  mêmes  droites,  et 
qu'on  assujettisse  a,  6,  c,  dy  e  k  rester  respectivement  sur  a,  p,  y,  8,  c,  le  dépla- 
cement du  solide  est  généralement  impossible  ou  ambigu. 

Laguerre,  —  Sur  la  réduction  en  fractions  continues  d'une  fonc- 
tion qui  satisfait  à  une  équation  linéaire  du  premier  ordre  à 
coefficients  rationnels.  (21-27). 

Soit 

une  telle  équation  où  U,  V,  W  sont  des  polynômes  entiers  en  Xy  et  supposons  que 
z  soit  développable  suivant  les  puissances  décroissantes  de  j:;  soit  /,  le  poly- 
nôme de  degré  /i,  dénominateur  de  la  réduite  de  rang  /i,  en  sorte  que  le  déve- 
loppement de 

suivant  les  puissances  décroissantes  de  x^y  commence  par  un  terme  en  ^■»  La 
recherche  des  polynômes  9^»/^  dépend  d'une  équation  linéaire  du  second  ordre 


dont  les  solutions  sont 

V 


et  où  l'on  a  fait 

\V.=:V-^\V-\V^, 

en  représentant  par  K,  et  par  0„  des   polynômes  dont  le  dernier  satisfait  à 
l'équation 

A  ^  +/.9-V-\V(9'„/-.-/„ç.)  =  A.e„ 

A^  étant  un  coefficient  indépendant  de  x.  Si  Ton  pose  maintenant 

A. 


n 

on  a 


.Ai+I  Xm-i/ii"^"  1  «-I  Jh-\     ~  "? 

^^  //l  ~    ^H  /«  —  *^«  /l«+ 1  > 

^v?;-^./;     (V;  Q„)r.  -♦^„r-M 


REVUE  DES  PUBLICATIONS, 
en  faisant 


"-+.-+- Û,H-V 


^«+1 


X 


et  en  représentant  par  Û^  un  polynôme  entier  dont  le  degré  est  iudépendant 
de  riy  dont  la  forme  est  donnée  par  la  troisième  relation  et  que  Ton  détermine 
complètement  en  exprimant  que,  pour  une  valeur  convenable  de  P.,  l'expression 

satisfait  à  Téquation  différentielle 

L'auteur  applique  ces  formules  au  développement  de  la  fonction 

puis,  dans  une  Communication  postérieure,  à  celui  de  la  fonction 

dans  ce  dernier  cas,  on  a 

W=x»-i,    V  =  — 20),    U  =  o. 

6,  est  une  constante  que  l'auteur  prend  égale  à  —  i.  On  trouve  ensuite 

P,=  (/i-+-i)'-< 
Û,  =  0)— (/i-f- i)J?. 

) 

X  "T"  1/ 

appartient  au  type  de  l'équation  hypergéométrique,  en  sorte  que  la  forme  de  /, 
s'obtient  aisément.  Enfin  M.  Laguerre  relie  cette  question  au  développement  sui- 
vant les  puissances  de  x^ —  i  de  la  fonction  {x-\-  s)",  ce  qui  le  conduit  à  diverses 
formules  intéressantes. 

Lebon  {E,),  —  Sur  Tarête  de  rebroussement  d'une  développable. 

(27-30). 

Halphen,  —   Observations  sur  la   théorie   des   caractéristiques. 

(31-34). 

Critique  de  diverses  propositions  contenues  dans  le  Kalkul  der  abzàhlenden 
Géométrie  de  M.  Schubert. 

Laguerre,  —  Remarques  sur  les  équations  différentielles  linéaires 
du  second  ordre.  (35-36). 

Laguerre,  —  Sur  la  fonction  ( J   •  (36-5'yî). 

Cette  dernière  Communication  a  été  analysée  ci-dessus. 
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Holst  {E,),  —  Sur  rappllcalion  d'un  principe  de  la  théorie  des 
fonctions  à  des  recherches  purement  géométriques.  (52-59). 

Pour  vérifier  que  le  produit  de  certaines  fonctions  algébriques 

reste  toujours  constant,  il  suffit  de  démontrer  qu'il  ne  peut  jamais  devenir  nul 
(ou,  ce  qui  revient  au  même,  qu'il  ne  peut  jamais  devenir  infini). 

Applications,  —  I.  Soient  x  Taire  d'un  triangle  donné,  V  Taire  du  triangle 
polaire  réciproque  par  rapport  à  une  ellipse  aa,  36;  soient  enfin  t,,  t,,  t,  les  aires 
des  trois  triangles  formés  par  le  centre  O  de  Tellipse  et  deux  des  sommets 
de  T  :  on  a 


T  = 


4     -f ,  T,  T 


II.  Soient  données  deux  courbes  planes  9,  <{'•  Appelons 
Pk^^  le  produit  des  normales  communes  aux  deux  courbes,  chaque  normale 

étant  comptée  entre  les  deux  pieds  sur  les  deux  courbes; 
PTf4>  le  produit  des  tangentes  communes  aux  deux  courbes,  chaque  tangente 

étant  comptée  entre  les  deux  points  de  contact; 
PNf  at^  le  produit  des  normales  communes  à  la  courbe  9  et  aux  asymptotes  de 

la  courbe  9  ; 
PN^'A^r  le  produit  analogue,  en  changeant  les  deux  courbes. 

On  a 

ctc 

Schubert,  —  Réponse  aux  observations  de  M.  Halphen  sur  la 
théorie  des  caractéristiques.  (60-61). 

Schubert,  —  Note  sur  l'évaluation  du  nombre  des  coniques 
faisant  partie  d'un  système  et  satisfaisant  à  une  condition 
simple.  (61). 


'[/«'<'«] 


Halphen,  —  Sur  une  formule  d'analyse.  (62-64). 

„,(i)/..,„,_^i,.(/)i/_^] 

■""-"i-.Wi)lW" 


.      .  -t- 

I    2 


-^-•"""?.v:::T"^'^i^^'"a)[^] 


Romilly  (JV,  de).  —  Note  sur  certaines  équations  diflTérentielles 
obtenues  par  Téliminalion  de  deux  fonctions  arbitraires.  (64-72). 

Etant  donnée  une  fonction  explicite  z  de  deux  fonctions  arbitraires  F,,  F,  qui 
sont  elles-mêmes  fonctions  de  fonctions  données  9,  et  9,  de  x  et  de^',  on  peut 
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se  proposer  d'éliminer  les  fonctions  arbitraires  et  de  trouver  une  relation  entre 
la  fonction  explicite  z  de  F,  et  Fj,  les  fonctions  ?,  et  9,  et  leurs  différentielles. 
—  Problème  inverse. 

Caron,  —  Sur  l'épure  des  vingt-sept  droites  d'une  surface  du 
troisième  degré,  dans  le  cas  où  ces  droites  sont  réelles.  (73-^4  )• 

Laquière.  —  Rectification  d*une  formule  de  probabilité.  (76-79). 

Une  droite  /  est  divisée  en  m  segments  :  quelle  est  la  probabilité  pour  que  n 
d'entre  eux  soient  d'une  longueur  plus  grande  qu'une  longueur  donnée  a? 

Laquière.  —  Note  sur  un  problème  de  probabilité.  (79-81). 

La  probabilité  que  le  centre  O  d'une  courbe  fermée  tombe  dans  l'intérieur  du 
triangle  rectiligne  ABC,  dont  les  trois  sommets  sont  pris  au  hasard  dans  Tinté- 
rieur  de  la  surface  limitée  par  la  courbe,  est  égale  à  7. 

Ilaag.  —  Note  sur  une  classe  d'équations  diiférentielles.  (80-81). 

Sur  l'équation  différentielle 
A,  ,,,y  P  étant  des  constantes. 


Laquière.  —  Solutions  régulières  du   problème   d'Euler  sur  la 
marche  du  cavalier.  (82-102). 

Léauté.  —  Note  sur  le  calcul  approché,  par  la  méthode  de  Pon- 
celet,  des  radicaux  de  la  forme  \Jx^ — y^,  (106-109). 

Poncelet  a  développé  sa  méthode  d'approximation  pour  les  radicaux  de  la 

forme  ^x^->ry^\  les  formules  relatives  aux  radicaux  de  la  forme  v/^'  —  y"* 
se  déduisent  de  celles  de  Poncelet  par  le  changement  des  lignes  trigonomé- 
triques  en  lignes  hyperboliques. 

Laisant,  —  Remarques  sur  les  fonctions  i^  et  ( —  i}^.  (109-1 1 1). 
Humbert.  —  Sur  Téquation  hypergéomé trique,  (i  12-120). 

Soit  l'équation 

AX-4-Gy-f-F=  o, 
ou 

A  =  Aic'-+-Ba7H-C,    G  =  D;r-f-  E, 

qui  se  ramène  aisément  à  l'équation  hypergéométrique;  elle  admet  comme  solu- 
tion un  polynôme  de  degré  n  si  l'équation  du  second  degré 

Aw(/i  —  i)-hD/iH-F  =  o 

^dmet  une  solution  entière  positive  /i,  l'autre  racine  n'étant  pas  en  même  temps 
<^ntière  et  inférieure  à  /i  —  i  . 


lo  SECONDE  PARTIE. 

Si  K  esl  une  fonction  de  x  satisfaisant  à  la  relation 


K' 

ce  polynôme  sera 

i>  — 
K 


K=Â' 


t\  =  ri>«KA«-s 


formule  qui  équivaut  à  une  formule  bien  connue  de  Jacobi.  Cette  formule  ne 
donne  rien  lorsque  KA*-'  est  une  constante;  dans  ce  cas,  la  solution  la  plus 
générale  de  l'équation  est  donnée  par  la  formule 

P_A-D       "^^^^tl, 

a  et  p  étant  des  constantes  arbitraires;  on  arrive  à  d'autres  expressions  des  so- 
lutions de  l'équation  différentielle  lorsqu'elle  est  satisfaite  en  remplaçant/ par 
un  polynôme,  en  faisant  des  substitutions  appartenant  au  type 

a  et  6  étant  les  racines  de  l'équation  A  =  o. 

Polignac  {de).  —  Formules  et  considérations  diverses  se  rap- 
portant à  la  théorie  des  ramifications.  (120-124)* 

Humbert.  —  Sur  le  développement  d'une  fonction  suivant  les 
puissances  croissantes  d'un  polynôme.  (124-128). 

Posant 

^     '  '       )\{X)         Aj?'-t    Bj7-rC 

.'auteur  traite  du  développement  de  la  fonction 

r     \{x)dx 
J  kCx)~(x-z) 

suivant  les  puissances  croissantes  de  à{z). 

Le  Paige  (C).  —  Note  sur  les  déterminants  bordés,  (i  28-1 32)- 

Soit  A  le  discriminant  de  la  forme  quadratique  à  n  variables 

soit  A,  le  déterminant  symétrlcjuc  obtenu  en  bordant  A  de  /?  rangées  et  Ac  p^^' 
lonncs  composées  chacune  de  n  éléments  X,,  T»^,  . .  -,  \.  ja,,  |ji,,  • ...  !A«>"*^' 
p  r.éros:  soit  encore 


REVUE  DES  PUBLICATIONS. 

la  forme  adjointe  de/;  soit  enfin 


1 1 


I) 


2 
1 


!^4 


dV{\) 


2 


on  aura 


3*»  A,  A*»-  •  -  \). 


Laquière,  —  Solutions   régulières   du  problème  d'Euler  sur  la 
marche  du  cavalier.  (i32-i58). 

Rodet  {L,).  —  Le  souan-pan  des  Chinois  et  la  banque  des  argen- 
tiers, (i  58-1 68). 

Lucas  {E.),  —  Sur  les  nouvelles  formules  de  MM.  Seidel  et  Stern 
concernant  les  nombres  de  BernouUi.  (169-172). 

Ces  formules  sont  les  suivantes  : 

B/»(B -+-!)*=  (— i)'^"B"(Bh-i)'', 
a^B'CaB  -f- 1)"—  B''(B  -m)"-)-  (—  1)1»+"  [2"  B"  (2B  4-  i)'—  B"(B  4-  \)p]  =  o, 

où,  les  opérations  effectuées,  les  exposants  doivent  être  remplacés  par  des  indices. 

Lucas  {L\).  —  Théorèmes  généraux  sur  Fimpossibilité  des  équa- 
tions cubiques  indéterminées.  (173-182). 

M.  Lucas  démontre  trois  propositions  dues  à  M.  Sylvester  sur  l'impossibilité 
de  décomposer  en  cubes  de  nombres  rationnels  certaines  classes  de  nombres 
entiers  et  donne  en  outre  diverses  propositions  se  rapportant  au  même  sujet. 

Pour  que  l'équation 

\'  ~  V*  ^.  A  Z' 

soit  vérifiée  par  des  valeurs  entières  de  X,  Y,  Z,  A,  il  faut  et  il  suffit  que  A  ap- 
partienne à  la  forme  xy  (x  -{-y),   préalablement  débarrassée  des  facteurs  cu- 
biques qu  elle  peut  contenir. 
Si  Xy  y  y  z  vérifient  l'équation 

x*—Zxy^'\y*=ZKZ\ 

on  peut  décomposer  le  nombre  A  en  deux  cubes  ou  résoudre  l'équation 

X'-hY»:^  AZ», 

et  cela  par  des  formules  qui  expriment  X,  Y,  Z  par  des  fonctions  homogènes 
du  troisième  degré  en  ar,  y  y  z. 

Un  nombre  positif  quelconque  entier  ou  fractionnaire  est,  d'une  infinité  de 
manières,  le  produit  ou  le  quotient  de  deux  nombres  formés  de  la  somme  de  deux 
«*ubc»  positifs. 


12  SECONDE  PARTIE. 

Ilunibert,  —  Sur  la  réduction  en  fractions  continues  d*une  classe 
de  fonctions.  (182- 18-). 

II  s'agit  en  particulier  des  fondions  de  la  forme 
l'auteur  donne  la  réduite  générale. 

Lucas  {E.).  —  Sur  l'extension  du  théorème  de  Descartes.  (18^-191). 

Démonstration  élémentaire  d'un  théorème  dû  à  M.  Laguerre. 

Humbert,  —  Sur  une  généralisation  de  la   théorie  des  fractions 
continues.  (191 -196). 

Soit 

A  {x)  =  (x  —  X,  )  (x  —  Xj)  . . .  (j;  —  x^)y 

et  soit  G  {x)  un  polynôme  de  degré  n  —  i;  K  {x)  étant  une  fonction  définie  par 
l'égalité 

K'{x)  _  0{x) 
K(;r)   "~  A(j;)* 
posons 


_      r'^Kiz)  _dz_  ,.  . 


X|_, 

ea  supposant  que  ces  intégrales  aient  un  sens,  et  considérons  l'expression 

où  P,,  . . .,  P„  sont  des  polynômes  entiers  en  Xy  de  degré  m  et  tels  que  la  fonc- 
tion précédente,  développée  suivant  les  puissances  descendantes  de  jt,  commence 

par  un  terme  en     .^^^,^  ;  le  polynôme  P^  a   toutes  ses  racines  réelles  et  cora' 

x^ 

prises  entre  x^_^  et  x,,  en  supposant  les  quantités  Xi  réelles  et  rangées  par  ordre 
de  grandeur. 

Laguerre.  —  Sur  la  Géométrie  de  direction.  (196-208). 

Propositions  de  Géométrie  concernant  des  directions  et  des  cycles,  droites  ou 
cercles  parcourus  dans  un  sens  déterminé. 

Kantor   (S,),    —   Sur  les   transformations  linéaires  successives 
dans  le  même  espace  à  /'dimensions.  (208-218). 
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COMPTES    RENDUS    hebdomadaires   des   séances    de    i/ Académie    des 
Sciences  (';. 


Tome  XCI;   1880  (suite). 


]N"  H-,  4  octobre. 


TempeL  —  Observations  de  la  comète  Faye,  faites  à  l'Observatoire 
de  Florcnce-Arcetri.  (OyS). 

Crqfts  (7.).  —  Sur  quelques  questions  thermomé triques.  (574). 


N°  1S-,  H  octobre. 

West.  —  Sur  les  équations  algébriques.  (5g8). 

Bigourdan,  —  Ephémérides  de  la  planète  b  1880.  (609). 

Bigourdan.  —  Observations  de  la  comète  d  1880,  découverte  le 
29  septembre  par  M.  Hartwig  à  Strasbourg,  faites  à  l'Observa- 
toire de  Paris.  (6ïo). 

Pujet.  —  Sur  la  fonction  résolvante  de  Téquation  x"^  H-  ;;j:  4-  y  =  o. 

(61.). 

De  l'équation 

x^—  kxy  —y-=.o 
on  déduit 

{nix^-^—  ky)  dx  —  {kx  -^  i)  dy  =  o, 

et,  en  posant 

mx^-*  —  ky  =  Zj 

on  obtient  par  élimination 

-5  -h  ( I  —  m)  ky 

Dans  celle  dernière  équation,  le  coefficient  de  z  est  nul;  elle  fournit  ainsi  une 
relation  de  la  forme 

5'  9  (  c  )  —  m'"y'"~*  —  (  I  —  m  )••  *  k^y*^. 
(»)  \o\T  Bulletin,  IV„  ulh. 
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L'équation  difTérentielle  devient  alors 

m  dt  k^  dr 


m 


en  introduisant  la  variable  /  =  -^  et  en  posant 

kv 

^{z)  =  k^  'v— «  +  (0, 

où  '^{t)  désigne  une  fonction  entière  de  la  variable  tj  à  coefficients  numériques 
et  du  degré  m  —  a.  Les  conséquences  sont  évidentes. 

Dillner(^G.)»  —  Sur  une  classe  très  étendue  d*équations  différen- 
tielles linéaires,  à  coefficients  rationnels,  dont  la  solution  dépend 
de  la  quadrature  d*un  produit  algébrique  irrationnel.  (616). 

Généralisation  intéressante  de  résultats  indiqués  par  M.  Brioschi  dans  sa  Com- 
munication du  9  août. 

Lipschitz.  — Principes  d'un  calcul  algébrique  qui  contient  comme 
espèces  particulières  le  calcul  des  quantités  imaginaires  et  des 
quaternions.  (619). 

Les  règles  du  calcul  des  imaginaires  et  du  calcul  des  quaternions  découlent  d^ 
ce  fait  algébrique  que  le  produit  de  deux  sommes  de  deux  carrés  ou  de  quatre 
carrés  s'exprime  également  par  une  somme  de  deux  ou  de  quatre  carrét.  L» 
méthode  donnée  par  M.  Hermite  et  par  M.  Cayley  pour  transformer  la  aomoie' 
de  n  carrés  en  elle-même  conduit  M.  Lipschitz  à  la  découverte  des  règles  d'un 
nouveau  genre  de  calcul  algébrique,  où  le  calcul  usuel  des  quantités  imaginaires 
et  le  calcul  des  quaternions  sont  contenus  comme  les  deux  premiers  cas.  Cette 
généralisation  est  distincte  de  l'extension  donnée  par  Hamilton  du  calcul  des 
quaternions.  M.  Lipschitz  se  réserve  de  comparer  ses  recherches  à  celles  de 
M.  Frobenius,  publiées  dans  le  Tome  84  du  Journal  de  Borchardt. 

David.  —  Sur  la  partition  des  nombres.  (621). 

Cros  (C).  —  Sur  les  actions  mécaniques  de  la  lumière;  considé- 
rations théoriques  pouvant  servir  à  interpréter  les  expériences 
réalisées  par  M.  G.  Bell.  (622). 


rs°  16-,  18  octobre. 

Mouchez.  —  Longitude  de  la  côte  du  Brésil.  (635). 

Breguet  (^.).  —  Sur  les  expériences  photophoniques  du  profes- 
seur Graham  Bell  et  de  M.  Sumner  Taînter.  (ôSa). 
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lliollon  {L.).  —  Etudes  spectroscopiques  faites  sur  le  Soleil,  à 
rObservatoire  de  Paris.  (656). 

Lipschitz,  —  Principes  d'un  calcul  algébrique  qui  contient  comme 
espèces  particulières  le  calcul  des  quantités  imaginaires  et  des 
quaternions.  (660). 

TVest(E.).  —  Sur  les  équations  algébriques.  (664). 

^"17^  26  oclobrc. 

AppelL  —  Sur  les  équations  difTérenti elles  linéaires.  (684)' 

Analogies  entre  ces  équations  et  les  équations  algébriques.  Les  quantités  ana- 
logues aux  fonctions  symétriques  des  racines  sont  des  fonctions  algébriques  en- 
tières des  éléments  d'un  système  fondamental  d'intégrales  et  de  leurs  dérivées^ 
qui  se  reproduisent  à  un  facteur  constant  prés  quand  on  remplace  ces  éléments 
par  les  éléments  d'un  autre  système  fondamental.  On  peut  constituer  une  théorie 
de  la  transformation  des  équations  difTérenticiles  linéaires  analogue  à  celle  de  la 
transformation  des  équations  algébriques.  Enfin  l'étude  des  équations  différen- 
tielles linéaires  entre  les  intégrales  desquelles  il  existe  une  relation  algébrique  à 
coefficients  constants  permet,  dans  le  cas  du  second  ordre,  de  ramener  l'intégra- 
tion à  des  quadratures  abélîennes. 

Dillner  ( G.).  —  Sur  la  classe  des  équations  difTérentielles  linéaires 
de  divers  ordres,  à  coerfîcients  rationnels,  dont  la  solution  dépend 
de  la  quadrature  d'un  produit  algébrique  qui  ne  contient  d'autre 
irrationnalité  que  la  racine  carrée  d*un  polynôme  entier  ou  ra- 
tionnel. (687). 

Draper,  —  Photograpliie  de  la  nébuleuse  d'Orion. 

N**  18;  2  BOYembrc. 

Callandreau  (O.).  —  Eléments  de  l'orbite  de  la  nouvelle  planète 
(22),  découverte  par  M.  Coggîa.  (717)- 

West  {E.),  —  Sur  la  résolution  des  équations  algébriques  ;  examen 
de  la  méthode  de  Lagrangc.  (718). 

J)illner.  —  Sur  les  équations  différentielles  linéaires,  à  coefficients 
rationnels,  dont  la  solution  dépend  de  la  quadrature  d*une  fonc- 
tion rationnelle  de  la  variable  indépendante  et  d'un  produit  al- 
gébrique irrationnel .  (721). 


i6  SECONDE  PARTIE. 

Picard  (£*.).  —  Sur  une  propriété  des  fonctions  uniformes  d*une 
variable,  liées  par  une  relation  algébrique.  (7a3). 

Soient  r/,  v  deux  fonctions  uniformes  d'une  variable  z  liées  par  la  rclalion 
algébrique  de  degré  m 

(l)  V{U,V)r-.o. 

Si  la  courbe  représentée  par  cette  équation  est  unicursale,  on  voit  aisément 
que  Uy  V  peuvent  s'exprimer  de  la  façon  suivante  : 

"  =  ?.[»(«)], 

9j  et  cp,  étant  des  fonctions  rationnelles  et  R{z)  une  fonction  uniforme  de  z. 
Dans  le  cas  général,  on  supposera  que  Téquation  (i)  ait  un  terme  en  %f  et  que 

ç 

le  rapport  —ait  m  valeurs  finies  et  distinctes  pour  u  =  oc .  Considérant  alors  une 
intégrale  abélienne  de  première  espèce,  relative  à  Téquation  (i), 

on  reconnaît  d'abord,  par  Texamen  de  ce  qui  se  passe  dans  le  voisinage  soit  d'an 
pôle  de  la  fonction  u,  soit  d'une  valeur  Zg  qui  fait  acquérir  à  u  une  valeur  cri- 
tique relativement  à  Téquation  (i),  que  l'expression 

est  une  fonction  entière  G{z);  on  en  conclut 


r"Au,v)du_ 


Cr^{z)  étant  aussi  une  fonction  entière.  Or  une  telle  relation  entre  les  fonction* 
uniformes  a  et  G,  est  impossible  si  l'espèce  p  de  la  courbe  (i)  est  supérieure  i  »• 
Si  l'on  a  /?  =  I,  on  aura 

F  et  F,  étant  des  fonctions  doublement  périodiques  aux  mêmes   périodes,  ^*' 

G,  (z)  une  fonction  entière. 

Graham  Bell.  —  Sur  Tapplication  du  photophone  à  Tétude  d^^ 
bruits  qui  ont  lieu  à  la  surface  solaire.  (726). 

NM9-,  8  BOTenbrf. 

ff^est  {£')'  —  Sur  les  équations  algébriques;  examendes  proposî^ 
lions  d'Abc).  (75g). 
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N»  20^  15  lofenbre. 

Brioschi,  — Sur  quelques  équations  différentielles  linéaires.  (807). 

Si  Ton  considère  Téquation  linéaire  du  troisième  ordre 

(  -h[(4  —  p)^A'sn'w  -+-  (4  —  p)A-'snMcnttdne/  —  p]^, 

où  les  constantes  p,  X,  a^  p,  u)  sont  liées  par  les  équations 

l  3V— (p  — i)Û-Ha  —  (p4-2) — - —  =0, 

I  -.1  V  -  (p  -+-  a)  >.Q  -  pQ,  _  p  -  (p  _  i)  ^—  -  o, 

en  supposant 

I  ->-  X* 
li=A"*sn*w :t — »     Û|  —  A''sna)cnoi  dnci), 


on  aura,  en  faisant  successivement  p  =  4»  P  =  '»  deux  équations  différentielles 
du  troisième  ordre,  dont  Tune  a  été  étudiée  par  M.  Picard,  l'autre  par  M.  Her- 
mite  (séance  du  5  avril).  Une  intégrale  particulière  de  cette  équation  différen- 
tielle linéaire  du  troisième  ordre  est  égale  au  produit  de  deux  intégrales  particu- 
lières de  deux  équations  de  Lamé  dont  pour  Tune  /i  =  o,  pour  l'autre  /i  =  i,  et  les 
valeurs  des  constantes  X,  u  de  ces  équations  sont  données  par  les  relations  (a). 

Lecornu.  —  Sur  Téquilibre  des  surfaces  flexibles  et  inextensibles. 

•(809). 

Le  travail  de  M.  Lecornu,  dont  cette  Note  contient  les  résultats  principaux,  a 
été  analysé  dans  la  première  Partie  du  Dulletin. 

N""  21  ;  22  aoTenbre. 

Mouchez.  —  Observations  méridiennes  des  petites  planètes,  faites 
à  rObservatoire  deGreenwicli  (transmises par T Astronome  Royal, 
M.  Airy)  et  à  TObservatoire  de  Paris  pendant  le  troisième  tri- 
mestre de  Tannée  1880.  (833). 

J^oincaré.  —  Sur  la  réduction  simultanée  d'une  forme  quadratique 
et  d*une  forme  linéaire.  (844)' 

L'auteur  a,  dans  un  Mémoire  précédent  (séance  du  14  juin),  étudié  les  ques- 
tions relatives  à  la  réduction  et  à  Téquivalcnce  des  formes  cubiques  ternaires  : 
parmi  ces  formes,  celles  qui  sont  décomposables  en  un  facteur  linéaire  et  un 
facteur  quadratique  conduisent  à  étudier  la  réduction  d'un  système  composé 
d'une  forme  linéaire  et  d'une  forme  quadratique. 

ffult,  des  Sciences  math.,  a'  Série,  t.  V.  (Janvier  1881.) 
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Il  peut  arriver  que  celle  rédiiclion  se  ramène  à  celle  d'une  forme  définie,  que 
Ton  oblienne  un  nombre  fini  de  syslèmes  réduils,  ou  enfin  que  la  rêduclion  se 
ramène  à  celle  d'une  forme  quadralique  indéfinie  :  c'esl  le  cas  le  plus  inléres- 
sant,  le  seul  où  il  y  ait  des  subslitulions 'semblables. 

Af .  Poincaré  s'occupe  en  particulier  des  transformations  binaires,  à  coefficients 
entiers,  qui  reproduisent  un  système  composé  d'une  forme  linéaire  et  d'une 
forme  quadratique. 

Gaillot  (^.).  —  Sur  les  Tables  du  mouvenictit  de  Saturne  de  Le 
Verrier.  (847)- 

Laguerre,  —  Sur  une  propriété  des  polynômes  X„  de  Legendrc. 

(849). 

» 

Klant  donné  un  polynôme  entier  F(j7),  ordonné  comme  il  suit, 

F(x)  =  AX^H-BX^H-C.\  +  ..., 

A,  B,  . . .  étant  des  constantes  et  les  entiers  m,  />,  9,  ...  allant  en  croissant,  \t 
nombre  des  racines  positives  de  l'équation  F(^)  =  o,  qui  sont  égales  ou  supé- 
rieures à  l'unité,  est  au  plus  égal  au  nombre  des  variations  que  présentent  les 
termes  de  la  suite 

/V,    U,    v',     •  •  .  • 

Angot  (^.).  —  Tables  nouvelles  pour  calculer  les  hauteurs  an 
moyen  des  observations  barométriques. 


N^"  22  ;  29  BOfenbre. 

Floqiiet  {G.).  —  Sur  les  équations  diilérenlielles  linéaires  à  coef- 
iiciciits  périodiques. 

Si  les  coefficients  d'une  équation  difl'érentielle  linéaire  sont  simplement  pério- 
diques, les  éléments  d'un  système  fondamental  d'intégrales  se  partagent  en 
groupes,  tels  que 

F,(.r)  =  e^'9,,(j7), 

F,  ix)  r-.  e^'  [  o,,  (x)  -h  X ?„(a^)], 


V\{x)  =  e''[o^,{x)-^x^'^^{œ)-^..,-hx''-'^'^{x)l 

où  les  »  désignent  des  fonctions  de  la  période  w  des  coefficients. 
Si  l'expression 

/{x)  ^  e^*[^,{x)  -{-  x^,{x)  -\-. .  .-\-  x'^  ^^{x)] 

est  une  intégrale  de  l'équation  difi'érentielle,  les  4^  désignant  des  fonctions  de  p^ 
riode  w,  il  en  sera  de  même  des  v  premières  dérivées  de  cette  intégrale,  prise* 
en  considérant  c?'  cl  les  <j/(j')  comme  des  constantes. 
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N»  23;  6  déceabre. 

Tisserand  [F,).  —  Sur  le  développement  d'une  lonction  quel- 
conque du  rayon  vecteur  dans  le  mouvement  elliptique.  (897). 

En   désigaant  par  a,   e,   Ç,  r  le   demi-grand   axe,   rexcentricité,    l'anoraalic 
moyenne  et  le  rayon  vecteur  dans  Torbitc  elliptique  d'une  planète,  on  a 

/• 

-  —  A-  -h  A,  ces  w  -f- . . .  H-  A„  CCS  /i  w  -h . . . , 
a 

où  les  coefficients  A  sont  des  fondions  de  e  qui  s'expriment  simplement  à  l'aide 
des  transcendantes  de  Bessel;  M.  Tisserand  montre  que,  dans  le  développement 
correspondant, 

/(/•)  =  B, -f-  B,  cosî^  -}-. ..-+-  B^cos/i^, 

le  coefficient  B^  est  donné  par  la  formule 

quand  on  aura  effectué  le  développement  de  l'expression 

a(a  — /i)"+P  •(w4- /i)'*-' (a -H /n- 2/>) 

suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  u,  on  devra  y  remplacer  li'  par 
a* — '\\  i en  désignant  par — '\  la  valeur  a  laquelle  se  réduit  — "^  .  quand 
on  y  fait  r  =  a. 

Bigourdan,  —  Observations   de   la  comète  d  1880   (Hartwîg), 
faites  à  TObservatoire  de  Paris.  (917). 

Schulhofel  Bossert.  —  Sur  la  comète  Hartwig  [d  1880)  et  sur  la 
comète  Swift  (e  1880).  (918). 

Laussedat.  —  Sur  la  méthode  employée  par  d'Aubuisson,  en  1810. 
pour  la  mesure  des  bases  géodésiques.  (922). 

Angot  (^.).  —  Sur  le  calcul  des  hauteurs  au  moyen  des  observa- 
lions  barométriques.  (924)- 

Andrc  [Ch,).  —  Sur  la  distribution  des  températures  dans  les 
couches  inférieures  de  l'atmosphère.  (927). 

Mercadier  (E.).  —  Sur  la  radiophar 
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N»  24;   13  déceibre. 

Gj  Idén.  —  Sur  roibîte  que  parcourt  un  point  matctrîel  attiré  par 
un  spliéroïde.  (957). 

Dans  \v  cas  qui  intéresse  TAstronomie,  la  force  d'attraction  est  eii primée,  avec 
une  approximation  suffisante,  par  la  formule 


) 


_  r^  _  3jjL« 
jx         r* 
on 

lx*  =  -(2C-A-B); 

en  représentant  par  A,  B,  C  les  moments  d'inertie  du  sphéroïde,  M.  Gyidén  exa- 
mine le  cas  où  l'orbite  est  située  dans  le  plan  de  Téquateur  et  où  elle  est 
fermée. 

Schulhof  Cl  Bossert,  —  Comète  Swift  (e  1880).  (965). 

Darboux  {G.).  —  Sur  le  contact  des  coniques  et  des  surfaces. 
(969)- 

l*ar  chaque  point  d'une  cyclide  passent  dix  cercles;  ce  nombre  de  dix  séries 
de  sections  circulaires  est  un  maximum  et  n'est  atteint  que  pour  les  cyclides; 
pour  le  démontrer,  M.  Darboux  a  étudié  le  contact  d'une  conique  et  d*uae  sur- 
face et  examiné  particulièrement  le  cas  où  cette  conique  est  un  cercle. 

Si,  dans  une  surface  (S),  on  considère  toutes  les  sections  planes  passant  par 
une  même  droite  tangente  en  un  point  simple  O,  le  lieu  des  coniques  oscula- 
Irices  de  ces  sections  à  leur  point  de  contact  commun  avec  la  tangente  est  une 
surface  du  second  degré  ayant  un  contact  du  second  ordre  avec  la  surface  (S). 

Ktant  donnée  une  surface  quelconque  (Q)  à  neuf  paramètres,  on  peut  en  gé- 
néral disposer  de  ces  paramètres  de  telle  manière  que  la  surface  soit  osculatrice 
en  O  à  la  surface  (S),  et  de  telle  manière  que  les  trois  tangentes  au  point  triple 
de  la  courbe  de  section  des  deux  surfaces  en  O  soient  confondues  suivant  une 
tangente  quelconque  (T)  donnée  à  l'avance.  Dans  le  cas  où  la  surface  (Q)  est  du 
second  degré,  la  tangente  (T)  ne  peut  pas  être  prise  arbitrairement;  elle  ne  peut 
avoir  que  trois  positions,  et  alors  il  y  a  une  infinité  de  surfaces  du  second  degré 
correspondantes  à  chacune  de  ces  directions.  La  théorie  du  contact  d'une  sur- 
face du  second  degré  avec  une  surface  quelconque  conduit  donc  à  un  système  de 
lignes  analogues  aux  lignes  de  courbure  et  définies  par  une  équation  différen- 

dy 
tielle  du  premier  ordre  et  du  troisième  degré  en  -^  •  Trois  surfaces  particulières 

du  second  degré  peuvent  être  considérées  comme  ayant  le  contact  le  plus  intime 
possible  avec  la  surface  proposée. 

Les  plans  qui  coupent  la  surface  (S)  suivant  des  sections  planes  surosculées 
en  O  par  une  conique  enveloppent  un  cône  de  neuvième  classe  admettant  le 
plan  tangent  en  O  pour  plan  tangent  sextuple. 

Kn  dehors  des  surfaces  du  second  ordre,  il  n'y  a  que  la  surface  de  Sleiner  et 
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ses  variétés  et  la  surface  réglée  du  troisième  ordre  qui  admettent  une  infinité  de 
coniques  passant  par  chaque  point  de  la  surface. 

II  y  a  en  général  vingt-sept  coniques  qui  coupent  la  surface  (S)  en  sept  points 
confondus  au  point  O. 

Les  plans  qui  coupent  la  surface  (S)  suivant  des  sections  surosculées  en  O  par 
un  cercle  enveloppent  un  cône  de  cinquième  classe  admettant  le  plan  tangent 
pour  plan  tangent  quadruple. 

Le  lieu  des  pAlcs  des  inversions  qui  transforment  la  surface  (S)  en  une 
autre  (S')  pouvant  avoir  au  point  O'y  inverse  de  O,  un  contact  du  troisième 
ordre  avec  une  surface  du  second  ordre  est  une  courbe  du  sixième  ordre  qui  est 
rinversc,  par  rapport  à  O,  d'une  cubique  gauche. 

Par  chaque  point  simple  de  la  surface  (S),  il  passe  en  général  dix  cercles  cou- 
pant la  surface  en  cinq  points  confondus.  En  d'autres  termes,  il  y  a  dix  sections 
dont  les  coniques  osculatrices  sont  des  cercles. 

S'il  y  a  plus  de  dix  cercles,  le  point  est  nécessairement  un  ombilic. 

Une  surface  ne  peut  admettre  plus  de  dix  cercles  passant  en  chaque  point  sans 
se  réduire  à  une  sphère. 

Les  seules  surfaces  qui  admettent  dix  séries  de  sections  circulaires  sont  les 
cyclides. 

Af^pell.  —  Sur  une  classe  d'équations  diflëreutîelles  linéaires. 

(97^)- 

Considérons  une  équation  différentielle  linéaire 

d' z  d'*-*  z 

5— -^- ?.  (-2^»^)  5pr. -^-- • --^  ?-(^»r)  5  =  o, 

dans  laquelle  9^  9s,  .  •  •»  9m *^^"^  ^^^  fonctions  rationnelles  de  j?  et  ^,  ^  étant  la 
fonction  algébrique  de  x  définie  par  l'équation 

V{Xyy)=zo, 

représentant  une  courbe  d'ordre  m,  de  genre/?  cl  contenant  un  terme  en  y".  Les 
coefficients  9  possèdent  deux  sortes  de  points  singuliers  :  i**  les  points  liy  r^,^  de 
la  courbe  F  =  o,  où  certaines  des  fonctions  9  deviennent  infinies;  2*>  les  points 
critiques  de  la  fonction  algébrique  ^^  de  x,  que  l'on  suppose  distincts  des  points 
^,  T^,  Supposant  aussi  que  ces  derniers  points  et  le  point  oo  soient  des  pôles  ou 
des  points  ordinaires  de  la  fonction  intégrale,  M.  Appell  montre  qu'il  existe  une 
fonction  intégrale  ^{x^y)  qui  se  reproduit,  multipliée  par  un  fucteur  constant, 
toutes  les  fois  que  le  point  {x^y)  décrit  un  cycle  simple.  Le  nombre  de  ces  mul- 
tiplicateurs distincts  est  2/7. 

Soient  a'(x,y)  (1  =  i,  a,  ...,/?)  les  /?  intégrales  abéliennes  normales  de  pre- 
mière espèce;  considérons  les  cycles  qui  donnent  les  2p  périodes  normales,  à  sa- 
voir, pour  l'intégrale  wO,  les  périodes 

w«j''  =  o,         <o'/'  =  o,  ...,     wi*'-»'=  arv/— I,     ...,     wi},_i  =  o, 

faf  =  a  a.„     w'^"  =  2  3t,„     . . . ,     o)'/J.        =  a  3t„,  . . . ,     w^j,      =  a  a,^ ; 

à  ces  cycles  répondront,  pour  la  fonction  intégrale  ^(Xyy)j  ip  multiplicateurs 
}!„  ji„  ...,  jx^,  le  facteur  jxj  correspondant  au  cycle  qui  donne  w|^''.  Soit  ^{x) 
la  fon(*tion  H  de/*  variahlc>*  formée  a\c«'  les  nombres  x,it,  et  ronsidérons  la  fonc- 
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tion 

où  X^  et  gi  sont  des  constantes.  Si  le  point  (x^y)  décrit  un  cycle  donnant  pour 
les  intégrales  abéliennes  une  période  à  indice  impair  ae  —  r,  la  fonction  T(j7,^) 

se  reproduit,  multipliée  par  e*^i*v^  ;  on  détermine  les  p  constantes  \  de  façon 
que  cette  intégrale  soit  égale  à 

- —     (e  =  i,2,  ...,/?); 
on  détermine  de  même  les  constantes  gi  de  façon  que 


soit  égale  à 


—      (1  =  1,  2,  ...,/?). 


Dés  lors,  la  fonction  ^{x,y)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

+(^'^)  =  7(^77)' 

R(j7,^)  ét^nt  une  fonction  rationnelle  de  Xyy, 

Collet  (/.).  —  Sur  rintégration  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre. 

Les  diverses  méthodes  pour  l'intégration  de  ces  équations  se  ramènent  à  l'in- 
tégration d'une  équation  de  la  forme 

(i)  dz  —  p,dx,  —  p^dx^  — , . ,  —  p^dx^=  o, 

où  les  valeurs  àe PxyPi,  •••»/?«  sont  fournies  par  n  équations  distinctes  . 

/i  =  o»    /«  =  o»     •  •  •  »    /«  =  o, 

dont  les  premiers  membres  sont  astreints  à  satisfaire  à  — ^ conditions  de  la 

forme 

-<^*'^'='i"[|(s-"t)-t(i'--g)]- 


1=1 


Lorsque  la  fonction  z  n'entre  pas  dans  ces  équations,  le  premier  membre  de  l'é- 
quation (i)  est  une  différentielle  exacte;  lorsqu'elle  entre,  il  existe  toujours  un 
facteur  d'intégration. 

Mittag-Leffler,  —  Sur  les  équations  difFércntielles  linéaires  du 
second  ordre.  (978). 

Soient  U,  V  d'une  part,  m,  v  de  l'autre,  des  intégrales  linéairement  indépen- 
dantes des  équations 


-w 


y  -\   py    \~  qy  ~  o. 
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Soit  7(x,  ^)  une  fonclion  rationnelle  de  If  dont  les  coefficients  soient  des 
fonctions  uniformes  de  x;  si  Ton  suppose 


on  peut  obtenir  P  et  Q  sous  forme  de  fonctions  symétriques  par  rapport  à  — 

et  —  >  et  par  suite  sous  forme  de  fonctions  rationnelles  de  — i —  et  de ou 

«  s^       u  V  u 

.    V'{x)       .    I  Vix)       I      ¥'{x)  .  ^,    V    . 

YCx)  2  V(x)  "^2^  F(x)  "^  ^'  ®"  posant  uv  =  F{x);  les  coefficicnis, 

dans  ces  expressions  rationnelles,  sont  des  fonctions  uniformes  de  x.  Si  main- 
tenant Ton  suppose  que,  dans  (p(^,  Ç),  les  coefficients  des  diverses  puissances 
de  ^  soient  des  fonctions  doublement  périodiques  de  Xj  et  que  p  et  q  soient 

V(x) 
aussi  des  fonctions  doublement  périodiques,  telles  que  le  quotient     j-  -  soit  lui- 
même  doublement  périodique,  il  en  sera  de  même  des  coefficients  P,  Q  de  Té- 

V      U' 

quation  z'-hPz'-hQz  =  o,  et  des  deux  expressions  de-^etyron  conclut  un 

système  d'intégrales  qui,  en  général,  ne  sont  pas  uniformes.  En  supposant 
9(x,  0  =  (>>^>  on  retombe  au  cas  traité  par  M.  Hermite. 


N»  25;  20  déeeibre. 

DiscouBs  prononcés  aux  funérailles  de  M.  Chasles  par  MM.  Ber- 
trand, Bouquet,  Laussedat,  Dumas  et  Rolland. 

N^  26;  27  décembre. 

Hermite.  —  Sur  la  série  de  Fourîer  et  autres  représentations  ana- 
lytiques des  fonctions  d'une  variable  réelle.  (ioi8). 

M.  Hermite,  après  quelques  mots  sur  les  travaux  de  M.  Liouville,  de  Sturm, 
de  M.  Lipschitz,  de  M.  P.  du  Bois-Heymond,  fait  l'éloge  du  Livre  de  M.  Ulysse 
Dini,  Série  di  Fourier  e  altre  rappresentazioni  analitiche  délie  funzioni  di 
una  variabile  reale. 

Cornu   (^.)-  —  Sur  la  vitesse    de  propagation   de  la  lumière. 

(1019). 

CruLs,  —  Détermination  de  la  durée  de  la  rotation  de  la  planète 
Jupiter.  (1049). 

Schulhqf  cl  Bossert.  —  Sur  la  comète  Hartwig  [d  1880).  (loji). 

Tacchini,  —  Observations  solaires,  faites  h  TObservatoire  Royal  du 
Collège  Romain,  pendant  le  troisième  trimestre  de  1880.  (io53^. 
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laccliini.  —  Observations  de  la  comète  Swift  (e  1880),  faites  à 
l'Observatoire  Royal  du  Collège  Komain.  (io54)- 

Moutard,  — Sur  le  contact  des  coniques  et  des  surfaces.  (iu55). 

Réclamation  de  priorité  au  sujet  de  ceux  des  théorèmes  de  M.  Darboax,  coni' 
muniqués  dans  la  séance  du  i3  décembre,  qui  concernent  les  coniques  quel- 
conques osculatrires  à  une  surface  en  un  point  donné.  M.  Moutard  indique  aussi 
la  méthode  géométrique  dont  il  s'est  servi  pour  étudier  cette  question;  il  em- 
ploie, pour  étudier  les  éléments  différentiels  [d'une  surface  algébrique  (S) 
d'ordre  m,  en  un  point  A,  une  surface  dérivée  (A),  à  savoir  :  le  lieu  du  point 
qu'on  obtient  en  portant  sur  chaque  transversale  issue  du  point  A  le  rayon  vec- 
teur dont  l'inverse  est  égal  à  la  moyenne  arithmétique  des  inverses  des  rayoos 
vecteurs  limités  à  tous  les  points  d'intersection  restants,  sauf  un  seul,  de  la 
transversale  et  de  la  surface  (S). 

Cette  surface  (A)  est  d'ordre  a  m  —  3;  elle  renferme  comme  droites  multiples 
d'ordre  m  —  3  les  deux  osculatrices  de  (S)  en  A;  le  complément  de  son  inter- 
section avec  le  plan  tangent  est  une  cubique  (F)  située  sur  la  polaire  du  troi- 
sième ordre  de  A  par  rapport  à  (S);  l'orientation  des  plans  tangents  à  (A)  aoi 
divers  points  de  (F),  la  direction  des  droites  osculatrices  à  (A)  en  ces  mêmes 
points,  la  position  des  droites  qui  surosculent  (A)  en  un  point  de  (F),  ne  dé- 
pendent respectivement  que  des  polaires  du  quatrième,  du  cinquième,  da 
sixième  ordre  de  A  par  rapport  à  (S). 

Toute  conique  (C)  ayant  avec  une  surface  algébrique  (S)  d'ordre  m  un  con- 
tact du  second  ordre  au  point  A  est  associée  à  une  droite  (D)  située  dans  soa 
plan,  de  telle  manière  que,  sur  toute  transversale  menée  dans  ce  plan  par  le 
point  A)  la  somme  de  l'inverse  du  rayon  vecteur  limité  à(C)etde(/n  —  2)  fois 
l'inverse  de  celui  qui  est  limité  à  (D)  est  égale  à  la  somme  des  inverses  des 
rayons  vecteurs  limités  à  (S).  Le  contact  de  (C)  et  de  (S)  monte  au  troisième 
ordre  quand  la  droite  (D)  rencontre  en  un  point  I  la  courbe  (F)  et,  en  général, 
à  Tordre  /i  -i-  3  lorsque  (D)  a  en  I  un  contact  de  l'ordre  n  avec  (A). 

Picard  {£.).  — Sur  une  propriété  des  fonctions  uniformes  d^une 
variable,  et  sur  une  classe  d'équations  différentielles  linéaires. 
(io58). 

Considérant  les  équations  différentielles  de  la  forme 

F  étant  un  polynôme,  Fauteur  cherche  dans  quel  cas  elles  admettent  des  inté- 
grales uniformes.  Il  résulte  tout  d'abord  d'une  Communication  précédemment 
analysée  que  le  nombre  p  relatif  à  la  relation  algébrique  (i)  est  égal  à  o  ou  à  1 
et  que  l'on  devra  avoir 

9  et  9,  désignant  dans  le  premier  cas  des  fonctions  rationnelles,  dan»  le  secoad 
des  fonctions  doublement  périodiques  à  mêmes  périodes,  et  R  désignant  dans  Ut 
premier  cas  une  fonction  uniforme,  dans  le  second  une  fonction  entière;fl»«S 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  -iS 

ilêduit 


( 


dny_  !!/•?,(«)  y'(R)g?R 

dz)  -  '    i?'(H)r 


Si  /?  =  0,  cette  équation  ne  pourra  admettre  d'intégrale  uniforme  que  si  l'ex- 
pression /«p,  (R)  9'  (  R)£^R  est  rationnelle  ;  on  est  ramené  alors  à  chercher  si  l'on 

peut  déterminer  la  constante  d'intégration  de  façon  que  le  quotient    ^'  ^,^ —  se 

réduise  à  un  polynôme  de  degré  au  plus  égal  à  4* 

Sx  p=tf  il  faut  que  le  même  quotient  se  réduise  à  une  constante  ;  on  aura  alors 
9'(R)  =  A*cp''(R),  A  étant  une  constante,  et  R(^)  aura  la  formelinéaire  A«  +  B. 
Toutes  les  intégrales  de  l'équation  (i)  ne  sont  pas  d'ailleurs  uniformes  dans  ce  cas. 


ZBITSCHRIFT  fUr  Mathematik  und  Physik  (*). 

Tome  XXIV;  1879. 

Béez.  —  Sur  la  mesure,  d'après  Riemann,  de  la  courbure  des 
multiplicités  d'ordre  supérieur.  (1-17,  65-82). 

Le  travail  de  M.  Béez  se  rapporte  à  la  seconde  Partie  de  la  Commentatio 
mathematica,  qua  respondere  tentatur  quœstioni  ab  iilustrissima  Accuiemia 
Parisiensi propositœy  publiée  dans  les  Œuvres  complètes  de  Riemann  (p.  870). 
Cette  seconde  Partie,  d'un  caractère  purement  analytique,  est  intitulée  De  trtms- 
Jormatione  expressionUlui bi^dSidsf  in  formam  datant  Zf/ai^da!*cLc*.  C'est  là 
qu'on  peut  trouver  la  base  de  la  théorie  de  la  mesure  de  la  courbure  attribuée  à 
Riemann  et  comme  la  conclusion  de  son  Habilitationsschrift  «  Ueber  die  Hypo- 
theien,  welche  der  Géométrie  zu  Grande  liegen,»  Toutefois  l'interprétation  géo- 
métrique donnée  par  Riemann  des  beaux  résultats  analytiques  obtenus  par  lui 
parait  à  M.  Béez  entièrement  accessoire  et  sujette  à  revision  ;  c'est  cette  revision 
qu'il  entreprend,  et  il  arrive  à  la  conclusion  suivante  :  //  est  impossible  d'étendre 
la  théorie  ordinaire  de  la  courbure  aux  sur/aces  d'un  espace  plan  de  plus  de 
trois  dimensions. 

^ochheim  {Ad,),  —  Sur  les  surfaces  polaires  des  surfaces  réglées 
du  troisième  ordre.  (i8-3i). 

Équations  des  surfaces  polaires  du  second  et  du  premier  ordre,  surfaces  dia- 
métrales, surface  de  Hesse,  points  paraboliques,  tangentes  d'inflexion,  etc. 

Matthiessen  (L,).  —  Formes  générales,  de  Clebsch  et  Aronhold, 
pour  les  racines  des  équations  du  second,  du  troisième  et  du 
quatrième  degré.  (Sa-Sp). 

Chwolson  (O,),  —  Sur  le  problème  de  l'induction  magnétique  de 
deux  sphères.  (4o-53). 


(*)  Xoir  Suiietin,  U^,  i5i. 
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Kantor  (S.),  —  Recherches  géométriques.  (54-57)- 

Niemoller,   —    Sur  une   application    des   fonctions    sphériques. 

(57-60). 

M  Étant  donnée  la  fonction 

^  -^       y     y'     y* 

trouver  la  fonction  /{x)  telle  que  Ton  ait 


J-,     y  - 


^  =--  9 (y)'  » 


Schmidt  {A,),  —  Sur  la  surface  de  Tonde  dans  un  milieu  isotrope 
non  homogène.  (60-62). 

Schoenjlies  {A.),   —  Remarque  sur  le  Mémoire  Ueber  ein  spe- 
cielles  Uyperboloid (6'i-63 ). 

Voir  Zeitschrift,  \XIII,  26(),  et  BuUetiiit  H„  i5^. 

Rodenberg  (C).  —  Sur  un  problème  de  maximum.  (63-66). 

«  Diviser  un  nombre  donné  en  parties  égales  dont  le  produit  soit  maximum.» 

Thomae  (»/.).  —  Exemple  d'une  fonction  discontinue  une  infiaité 
de  fois.  {6/^.). 

Schlegel{  F.).  —  Sur  les  nouvelles  méthodes  géométriques  et  leur 
liaison  avec  la  Science  de  r étendue  AeGvd^ssmd^nn.  (82-95). 

1.  Le  Punktcalcul  de  Gauss-Siebeck.  —  2.  Les  coordonnées  baryccn triques  de 
Môbius,  le  rapport  anharmonique  de  Cbasles,  les  coordonnées  trilinéaires  de 
Schendel.  —  3.  La  Géométrie  non  euclidienne.  —  4.  Sur  la  représentation  de* 
imaginaires  de  BjOrling.  —  5.  Sur  les  quaternions  de  Hamilton. 

Giïnther  (5.).  —  Sur  la  représentation  explicite  des  déterminants 
réguliers  de  coefficients  binomiaux.  (pô-ioS). 

M.  GUnther  désigne  ainsi  un  déterminant  d'ordre  7?  dont  la  i"*"*  ligne  est  com- 
posée des  éléments 

(";)•  (::) (";)• 

OÙ  /n  et  n  sont  des  entiers  quelconques  positifs  et  où  Ton  suppose  qae  les 
nombres  n  vont  en  croissant  avec  leur  indice. 

Hagen  (X).  —  Sur  la  théorie  des  trois  figures  ellipsoïdales  d'équi- 
libre d'une  masse  fluide  homogène  tournant  librement.  (io4" 

ii5). 

L'auteur  suit  une  mélliodc  donnée  par  ^L  A.  Giesen,  dans  \cZ€itscliri/t{l»\\h 
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p.  i),  pour  traiter  les  problèmes  d'Hydrodynamique  relatifs  à  des  ellipsoïdes  de 
petites  excentricités  et  qui  consiste  à  négliger  les  puissances  des  excentricités 
supérieures  à  a. 

De  celte  façon,  il  parvient  simplement,  lorsque  la  vitesse  de  rotation  est  très 
petite,  aux  trois  figures  ellipsoïdales  connues  pour  l'équilibre  d'une  masse  fluide 
homogène  animée  d'un  mouvement  de  rotation,  ainsi  qu'aux  figures  limites. 

Rëllner  (F,).  —Génération  d'une  surface  du  second  ordre  au  moyen 
de  deux  faisceaux  de  sphères  projectifs.  (i  16-119). 

Schur  (/'.).  —  Démonstration  synthétique  de  Tidentité  d'une 
Tripelcurçe  9ÎWQC  la  courbe  engendrée  par  un  faisceau  de  coniques 
et  un  faisceau  projeclif  de  droites,  (i  19-123). 

Schlegel  (F.).  —  Généralisation  d'un  paradoxe  géométrique. 
(ia3-ia8). 

Étant  donné  un  carré,  on  le  décompose,  par  une  parallèle  à  l'un  des  côtés,  en 
deux  rectangles  dont  les  surfaces  soient  entre  elles  comme  les  entiers  a,  6  (a  <  6); 
prenons  pour  unité  la  (a  +  6)>«n«  partie  du  cùté.  On  décompose  le  petit  rectangle 
en  deux  triangles  rectangles  et  le  grand  en  deux  trapèzes  égaux  dont  les  bases 
soient  a,  6  :  le  rectangle  dont  les  côtés  sont  6  et  a  +  a6  ne  diffère  de  la  somme 
des  quatre  figures  ainsi  formées,  si  les  nombres  sont  convenablement  choisis,  que 
par  un  petit  parallélogramme  allongé.  L'auteur  se  propose  de  déterminer  les 
nombres  a,  b  de  façon  que  l'aire  de  ce  parallélogramme  soit  égale  à  i. 

^eisenheimer  (L,), —  Recherches  sur  le  mouvement  d'un  système 
mobile  qui  reste  semblable  à  lui-même.  (128-1 58). 

Le  résultat  principal  de  ces  recherches  est  l'établissement  d'une  formule  et 
d'une  construction  pour  le  centre  de  courbure  de  l'enveloppe  d'une  courbe  plane 
mobile  dans  son  plan,  qui,  dans  le  cas  où  la  similitude  se  réduit  à  l'égalité,  re- 
viennent à  la  formule  et  à  la  construction  de  Savary. 

Veiler,  —  L'involution  sur  une  courbe  gauche  du  troisième  ordre. 
(159-167). 

Étant  donnée  une  telle  courbe,  un  faisceau  de  plans  en  involution  passant  par 
une  sécante  détermine  sur  elle  une  involution.  Soient  a,  a'  les  tangentes  en  deux 
points  correspondants  ;  on  considère  la  congrucncc  linéaire  dont  les  droites  a,  a' 
sont  les  directrices;  l'ensemble  de  toutes  ces  congrucnces  constitue  un  complexe 
du  troisième  ordre  qu'étudie  M.  Weilcr. 

Zech  {P')'  —  Passage  d'un  faisceau  étroit  de  rayons  par  un  prisme 
(168-179). 

£nneper  (A.),  —  Sur  les  lignes  de  courbure  d'une  surface  algé- 
brique. (180-187). 

Cette  surface  a  été  définie  par  M.  Laguerre  {Journal  de  Mathématiques, 
3«  série,  t.  If,  p.  l'iô-iaO;  Bulletin,  a»  série,  t.  L  !!•  Partie,  p.  329),  et  M.  La- 
Ruerre  en  a  déterminé  géométriquement  nre.   M.   Knnepcr 
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établit  qu'elle  peut  être  regardée  comme  Teuveloppe  de  la  surface  du  second 
ordre 

h  -: 4-  z* — -ï- r-  —  I  =  O, 

s-ha       s-\-b  (*4-«)(*-+- p) 

OÙ  s  est  un  paramétre  yariable;  il  montre  en  outre  comment  Téquation  différen- 
tielle du  second  degré  des  lignes  de  courbure  se  décompose  aisément  en  deox 
équations  du  premier  degré  qui  s'intégrent  sans  difficulté. 

Pilgrim  (L.).  —  Sur  le  nombre  de  parties  dans  lesquelles  on  peut 
décomposer  une  figure  de  k  dimensions  au  moyen  de  n  figures 
de  A:  —  i  dimensions.  (iSS-iga). 

Résultats  généraux  analogues  à  ces  propositions  particulières  :  un  plan  est  dé- 
composé par  six  droites  en  seize  parties,  dont  dix  sont  finies;  un  espace  est  dé- 
composé  par  dix  plans  en  cent  trente  parties,  dont  quatre-vingt-quatre  sont  fi- 
nies, etc. 

Wittwer  (C).  —  Sur  la  dépendance  entre  la  chaleur  spécifique 
des  corps  et  leur  température.  (i83-2o5). 

Rachmaninoff,  —  Le  principe  du  plus  petit  travail  des  forces 
perdues  comme  principe  général  de  la  Mécanique.  (206-aao). 

Il  s'agit  du  principe  de  Gauss  {Princip  des  kleinsten  Zwanges),  lequel  pe»t 
être  regardé  comme  un  principe  du  plus  petit  travail  des  forces  perdues.  M.  Rach- 
maninoflf  l'énonce  sous  la  forme  suivante  :  «  Dans  le  mouvement  d'un  système 
de  points  matériels,  le  travail  que  produiraient  les  forces  perdues  par  le  mou- 
vement libre  du  même  système  est  un  minimum;  l'accroissement  infiniment 
petit  de  ce  travail  est  positif  pour  tout  déplacement  qui,  combiné  avec  le  dépli- 
cement  réel,  produirait  un  déplacement  possible.  » 

L'auteur  montre  en  outre  la  connexion  de  ce  principe  avec  les  principes  géné- 
raux de  la  Mécanique. 

Thieme  {H,).  —  Sur  la  définition  des  figures  géométriques  par 
la  construction  de  leur  système  polaire.  (221 -238,  276-284 )• 

Les  recherches  de  M.  Cremona  et  de  M.  Frahm  ont  montré  qu'un  réseau  de 
courbes  planes  d'ordre  n  >  a  ou  de  surfaces  d'ordre  n  >  a  ne  pouvait  pas,  en 
général,  être  regardé  comme  le  réseau  des  premières  courbes  ou  surfaces  polaire^ 
pour  une  courbe  ou  une  surface  d'ordre  n  +  i  ;  il  y  a  donc  lieu  de  chercher  à  con- 
struire les  figures  générales  (à  1,  a,  3  dimensions)  qui  constituent  les  systèmes 
des  premières  polaires  des  figures  de  même  dimension  et  d'ordre  immédiatement 
supérieur.  S'occupant  spécialement  du  cas  des  surfaces,  M.  Thieme  montre  com- 
ment la  solution  de  ce  problème  peut  conduire  à  la  définition  purement  géomé- 
trique d'une  surface  d'ordre  n  + 1,  en  partant  de  la  surface  d'ordre  n;  il  établit 
ainsi,  indépendamment  de  toute  considération  algébrique,  qu'une  surface  d'ordre 

,  j.,        .    ,           ^    .     1          (/i -f- a)(/i -4- 3)(/i-}- '1)  .  ,  ,. 

/i  -h  I  est  déterminée  en  général  par  i^ i  points  et  qu  elle 

est  rencontrée  par  une  droite,  au  plus  en  n  -f- 1  iioiuts. 
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Giesen  {A,).  —  Oscillations  d'une  masse  fluide  homogène  sous 
l'influence  de  la  tension  superficielle.  (a3o-238). 

Graetz  (L,).  — Quelques  théorèmes  sur  les  mouvements  de  tour- 
noiement dans  les  liquides  visqueux.  (a39-!244)- 

L*auteur  montre  que,  si  dans  un  liquide  visqueux  incompressible  on  a 

Ai:  =  0,     ày=  o,     Ap  =  o, 

•rc,  /,  p  désignant  les  composantes  de  la  vitesse  de  rotation  au  point  {x,yf  z)  et  le 
symbole  A  désignant  l'opération 

^1       _^       ^ 
dx*       ày*       dz* 

les  propositions  de  M.  Helmholtz  sur  le  mouvement  de  tournoiement  {Wirbel- 
bewegung)  dans  un  liquide  parfait  subsistent  pour  un  liquide  visqueux. 

Gûnther  (S,).  —  Une  relation  entre  les  puissances  et  les  détermi- 
nants. (245-a56). 

Démonstration   d'une  proposition   communiquée  à  M.  GUnther  par  M.  Bro- 
card. 
Le  déterminant  du  septième  ordre 


I     I     1     1  I  o  o 

o     I      t     1  I  I  o 

0  o      f      I  I  t  I 

1  VI  3  ^  o  o  o 
o  1  2  3  4  <>  o 
001a 
0001 


340 
a    3    4 

est  égal  à  p';  le  déterminant  Asm+D  d'une  structure  analogue,  est  égal  à  (/n  +  a)*". 

lVeiler(A.),  — Démonstration  simple  du  théorème  de  Desargues. 
(248-250). 

Kûttner  {W.).  —  Sur  la  théorie  des  nombres  de  Bernoulli.  (25o- 
252). 

Démonstration  de  la  relation 


i  =  »n  — a 


B.==(-.r'[^-^  2  (-0-^^^^ 


2/1  -f- 1 


f=o 


où  les  S  sont  déterminés  par  la  relation 

1-4- a  S*,, -t-  3SA,3-i-...-+-/?SA,|i—  Sa^.i.p    {k 
avec  So.p  —  I . 


=  o»  «»  2,  ...), 
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Heymann  (  W,).  —  Remarques  sur  Téquatlon  difi<érentielle 

(aSa-aSS). 

L'auteur  transforme  cette  équation  en  une  équation  difTérentielle  linéaire  eo 
substituant  les  coordonnées  tangenticlics  aux  coordonnées  ponctuelles  et  exa- 
mine divers  cas  d'intégrabilité. 

Holzmuller.   —    Démonstration    géométrique   élémentaire  d'un 
théorème  de  Mécanique.  (255-256). 

Enneper  {A,).  —  Coordonnées  isométriques  sur  la  surface  delà 
sphère.  (256). 

Si  Ton  pose 

X  =  sn  2<  dn  p,    y  z=  dn  u  sn  p,    ^  =  en  u  en  i', 


on  aura 


x^'\-y^-^  3'=  I, 

dx  dx       dy  ây       dz  dz  _ 
Ou  di>       Ou  âv       du  ôs^  ~    ' 

(£)'-(£)'-(£)"=(l)'-(l;)*fë)"=-'-"-— •• 

qui  montrent  bien  que  les  coordonnées  u,  v  constituent  sur  la  sphère  un  système 
isométrique;  si  maintenant  UyV  sont  des  fonctions  quelconques  de/7,7,  on  ^^^ 
connaît  aisément  que,  pour  que  ces  dernières  coordonnées  soient  isométrique^) 
il  faut  que  l'on  ait 

du dv       du àv 

dp  dq       dq        ^  àp^ 

en  sorte  que  Uj  v  doivent  satisfaire  à  l'équation  aux  dérivées  partielles 

d'^iv      d'^w  _ 

Mehmke  (/?.).  —  Géométrie  du  cercle  dans  le  plan.  (237-269). 

Ln  réseau  de  cercles  est  l'ensemble  des  cercles  orthogonaux  à  un  cercle  don^^ 
dit  cercle  polaire  du  réseau^  lequel  est  lui-même  le  réseau  polaire  de  ce  cerc^ 
un  faisceau  de  cercles  est  l'ensemble  des  cercles  orthogonaux  à  deux  cerc^ 
donnés;  les  réseaux  polaires  de  tous  les  cercles  d'un  faisceau  ont  en  comm 
un  faisceau  de  cercles,  iX'il  faisceau  polaire  du  premier.  Un  faisceau  est  dit  no» 
mal  à  un  réseau  quand  il  en  contient  le  cercle  polaire.  Il  n'y  a  qu'un  seul  fai 
ceau  qui  contienne  un  cercle  donné  et  soit  normal  à  un  réseau  donné,  lorsque  ^ 
cercle  et  le  réseau  ne  sont  pas  polaires.  Le  cercle  d'intersection  de  ce  faisceau 
du  réseau  est  lu  projection  normale  du  cercle  donné  sur  le  réseau  donné.  La  pi 
jeclion  normale  d'un  cercle  sur  un  faisceau  est  le  cercle  du  faisceau  tel  que 
faisceau  (jui  le  joint  au  cercle  donné  rencontre  le  faisceau  polaire  du  faiscc*** 
donné:   l'angle  de  deux   réseaux  est  l'angle   de    leurs   cercles  polaires;  l'aDp^'' 
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d'un  cercle  et  d'un  réseau  est  Tangle  du  cercle  et  de  sa  projection  normale 
sur  le  réseau;  de  même  pour  l'angle  d'un  cercle  et  d'un  faisceau,  etc....  Ces 
diverses  définitions  laissent  apercevoir  la  possibilité  d'une  Géométrie  dont  le 
cercle  est  l'élément  et  dont  M.  Mchmke  développe  diverses  propositions,  en  fai- 
sant ressortir  l'analogie  des  résultats  qu'il  obtient  avec  la  Géométrie  non  eucli- 
dienne. 

Niemoller  {F.).  —  Déformation  d'une  plaque  plane  circulaire  infi- 
niment mince  sous  Tinfluence  de  la  chaleur,  quand  la  tempé- 
rature des  différents  points  de  la  plaque  est  une  fonction  con- 
tinue de  leur  distance  au  centre  de  la  plaque.  (270-275). 

Hagen  (y.).  —  Sur  l'application  du  pendule  à  la  représentation 
graphique  des  courbes  de  Lissajous.  (285-3o3). 

Mattliiessen  (L,),  —  Equations  différentielles  de  la  dioptrique  des 
lentilles  à  disposition  continue  ;  application  à  la  dioptrique  du 
cristallin.  (3o4-3i5). 

Frenzel  (C).  —  Représentation  des  fonctions  analytiques  uni- 
formes par  des  produits  infinis  ou  des  séries  de  fractions 
simples.  (3 1 6-343). 

L'auteur,  en  suivant  la  voie  ouverte  par  Cauchy  pour  la  décomposition  d'une 
fonction  uniforme  en  facteurs,  s'efforce  de  parvenir  à  la  démonstration  de  la 
proposition  donnée  par  M.  Weierstrass  dans  son  Mémoire  sur  les  fonctions  uni- 
formes relativement  à  leur  décomposition  en  fdiClenrs primaires;  il  donne  ensuite 
des  applications  aux  fonctions  circulaires  et  elliptiques;  malheureusement,  si 
l'analyse  de  M.  Frenzel  est  simple,  on  est  obligé  de  reconnaître  qu'elle  manque 
de  rigueur.  La  critique  de  son  travail  a  d'ailleurs  été  faite  dans  le  Volume  sui- 
vant du  ZeiUchri/t  par  M.  Herz,  qui  a  mis  en  évidence  les  points  défectueux. 

Schwering{K,). —  Nouveau  problème  élémentaire  touchant  la  con- 
dition qu'une  certaine  suite  d'opérations  soit  limitée.  (343). 

Ceisenheimer  (L,).  —  Construction  de  figures  en  affinité  au  mo)^en 
de  systèmes  qui  se  meuvent  en  restant  semblables  à  eux-mêmes. 
(344-38o). 

«Deux  systèmes  sont  en  affinité  quand  ils  sont  homographiqucs  et  que  les  élé- 
ments à  l'infini  se  correspondent.  » 

Le  mouvement  d'un  système  mobile  toujours  semblable  à  lui-même  est  connu 
quand  on  connaît  à  chaque  instant  la  position  de  deux  de  ses  points.  Un  tel 
mouvement  sera  donc  connu  quand  on  connaîtra  deux  trajectoires  et  la  façon 
dont  se  correspondent  sur  ces  trajectoires  les  points  qui  à  chaque  instant  peuvent 
être  regardés  comme  les  positions  de  deux  points  du  système  mobile.  M.  Bur- 
mester  a  montré  que,  lorsque  les  points  ainsi  correspondants  formaient  deux 
suites  en  affinité,  il  en  est  de  même  de  deux  suites  décrites  par  deux  points  quel- 
conques  du  système.  Cette  proposition  et  ses  conséqttence»  aoot  étndiées  en  dé- 
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Uil  par  M.  Geisenheîmer,  qui  en  déduit  divers  résultats  intéressants  relatifs  à  la 
courbure  de  deux  courbes  en  affinité. 

Hauck  (G.),  —  Sur  la  coDcordance  ou  la  discordance  de  la  colli- 
néation  dans  l'espace.  (SSi-Sgo). 

L'auteur  revient  sur  une  proposition  qu'il  a  établie  dans  le  ZeiUchri/t  (t.  XXI, 
p.  407)  :  «  Dans  deux  espaces  collinéaires,  deux  triédres  correspondants  offrent  ton- 
jours  ou  la  même  disposition  ou  des  dispositions  inverses.  »  La  collin^ation,  sui- 
vant les  cas,  est  dite  concordante  ou  discordante;  son  caractère  est  déterminé 
par  le  signe  du  déterminant  de  la  substitution  qui  exprime  analytiquement  ia 
collinéation.  ^ 

Borscli  {A.),  —  Sur  un  système  d'équations  lié  au  système  d'équa- 
tions d'une  substitution  orthogonale.  (Sgi-Sgp). 

Recherche  du  maximum  du  déterminant 

1      J7q|       X,^       .  .  .       X^ff 

I     X^^      X,j     . . .     ar,^ 


OÙ  les  /i(/i  +  1)  variables  x^^  sont  liées  par  les  /t  +  1  relations 

xjj=i     (i  =  o,  I,  2,  ...,  rt). 


1 

i=I 

Bbklen  (O.).  —  Sur  la  surface  de  l'onde  dans  les  cristaux  biaxes. 
(4oo-4o5). 

Schivering  (K,).    —  Nouvelle    représentation   géométrique   des 
lignes  géodésiques  sur  l'ellipsoïde  de  révolution  (405-407). 

Horst  (Ed,),  —  Sur  la  division  d'un  angle  en  un  nombre  quel- 
conque de  parties  égales.  (407-4^8). 

Tome  XXV;  1880. 

Graetz  (L.).  —  Sur  les  mouvements  de  tournoiement  dans  les 
fluides  compressibles,  (i-io). 

L'auteur  étudie  ces  mouvements  dans  les  fluides  compressibles,  où  il  n*j  a  pas 
de  frottement,  en  supposant  que  les  composantes  de  la  vitesse  d'une  molécule 
quelconque  et  les  variations  de  la  densité  soient  très  faibles;  les  mouvements  de 
tournoiement,  en  chaque  point,  sont  alors  indépendants  du  temps.  M.  Graett 
montre  que  les  composantes  de  la  vitesse  m,  p,  w  en  un  point  quelconque 
{XfX,  z)  sont  complètement  déterminées  si  l'on  se  donne  les  composanles'Ç.i^Çde 
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la    vitesse  angulaii*c  de  rotation   en    tous   les  points  :   u,  Vf  n*,  -r-»  -r-*  -- 

ot     ai      Ot 

à  répoque  t  —  o  pour  tous  les  points  -t->  -r-»  -.-  pour  tous  les  éléments  de  la 
surface  limite. 

Kiittner  (W^.).  —  Sur  la  Statistique  mathématique,  (i  1-24). 

Schsvering  (A'.).  —  Sur  une  déformation  particulière  des  sections 
coniques.  (25-4o). 

Si  l'on  coupe  un  cône  du  second  degré  par  un  plan  et  qu'on  développe  le  cône 
sur  un  plan,  la  transformée  de  la  conique  sera  une  certaine  courbe  dont  on  a 
aisément  l'équation,  d'où  cette  question  :  «  La  déformation  peut-elle  être  telle  que 
la  transformée  de  la  conique  soit  algébrique?  »  M.  Scliwering  détermine  effec- 
tivement les  courbes  algébriques  qui  doivent  être  les  transformées  si  ce  genre 
de  déformation  est  possible,  puis  arrive  à  ce  résultat  singulier,  que  l'identifica- 
tion est  impossible  pour  des  valeurs  réelles. 

Enneper  {A,),  —  Sur  un  problème  de  la  théorie  des  maxima  et 
minima.  (4i-43). 

Thomae  (L.),  —  Convergence  des  séries  B.  (4-^-44 )• 

Démonstration  géométrique  pour/?  —  2. 

Soit  la  série  ZZe-^j  où  /=  ax*-h  ibxy-^  cy^,  la  sommation  étant  étendue  & 
toutes  les  valeurs  x  =  x,  -4-  m^y^Xt  -+-  /i,  et  w,  n  prenant  toutes  les  valeurs  en- 
tières. Ces  formules  correspondent  à  une  décomposition  du  plan  en  carrés  dont 
la  surface  est  i.  Considérons  l'ellipse 

Désignons,  pour  N  —  i,  sa  surface,  et  son  périmètre  par  F  et  L;  on  reconnaît  sans 
difficulté  que  le  nombre  de  sommets  du  réseau  de  carrés  qui  tombe  entre 
les  deux  ellipses  qui  correspondent  aux  valeurs  N  et  N  -f- 1  est  inférieur  à 
F(2N -f- 1) -i- LN  ;  les  termes  correspondants  de  la  série  ont  donc  une  somme 
moindre  que 

[(2N-t-i)F-hNL]c->''. 

Or  la  série  dont  cette  expression  est  le  terme  général  converge  visiblement. 

-^y^iemôller  (F.),  —  Sur  les  oscillations  d'une  corde  dont  la  tension 
est  une  fonction  continue  du  temps.  (44-48). 

"Schlomilch  (O.).  —  Sur  la  généralisation  du  théorème  de  Taylor. 

(48-53). 

Il  s'agit  de  la  formule 
Bull,  det  Sciencef  mat  hem,  3*  Série.  ^  A  •  3 
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ou 

^t^"*    =^(w).9(;-{-mg)-(m),o[;4-(/n-i)o]-f-  ... 

Supposant  la  foDcUon  9  synectique  à  l'intérieur  d'un  contour  comprenant  les 
poinls  î[  -r  A,  I[,  î[  -t-  6,  . ..,  J[  -h  /iS,  M.  SchlOmiIch  donne  la  forme  du  reste, 

*-"  2iT.J  (z-;)(5-;-«)...(5-C-/i5)5-(;-+-A)' 

et  en  déduit  diverses  conditions  sous  lesquelles  la  série  est  convergente. 

WaUenhofen  {A.  i\).  —  Sur  une  mesure  directe  du  travail  d'in- 
duclion  et  sur  une  délerminaùon  qui  s  en  déduit  pour  Féquivalenl 
mécanique  de  la  chaleur.  (53-5.^). 

Kantor  (S,).  —  Recherches  géométriques  (54-59). 

Borsch  (A.).  —  Ellipse  d'aire  minimum  inscrite  à  un  triangle 
donné;  ellipsoïde  de  volume  minimum  inscrit  à  un  tétraèdre. 

(•>ç)-64). 

Niemoller  (F.).  —  Formules  pour  le  calcul  numérique  de  l'in- 
légrale  générale  de  Téquation  différentielle  de  Bessel.  ((ï.j-ji  ). 

L'auteur  donne  pour  l'intégrale  J^  de  Téquation  de  Resscl 

(in        I   rfJ        ,/        e»  \ 

la  formule 

uîi  a  a  élé  mis  à  la  place  de t.  et  où 


•À 

',!(a-  -I),       «1(2-- .-i), 


H    -    •^•'^^-      ,  ^>-^3c    -7),  __  io!(a-^-  ;).. 


les  quantités  (a),,  (a-i-i)^,  ...  désignant  des  coefficients  binomiaux.  Os  f«>^ 
mules  conviennent  pnur  le  calcul  numérique  lors4]ue  X  est  grand,  pour  des  r^ 

leurs  de  £  inférieures  à  -  •   l/intégrale  O,  /  a  =  -  1  est  donnée  par  la  formule 

sin(  »X       ^  )    . 

ro^(   iA         y)     ,^ 
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Ni  Vr  i-t  B,  SMH  4^  qve  deriemient  A  et  B  pour  %  rz  ^  f  ri  tph  il      *$/t^'^»t'^,, , , , 

SniiB  \L  NiemôUer  montre  comment  le  calcul  de*  mlk^rA*^  p^/fir  c  ^    -  «; 

'j 

AU.  ''akni  <ic9  intégrales  précédentes. 


.}fatthie.fsen  <  £.».  —  Sur  les  figures  elHpsoï<lal4^«»  ^Ï4u^^i\i\^rt^  Ar,% 
^tateilite»  de  la  Terre  et  de  Jupiter.  (-2-8fi;. 

Jyf*hiimiinn  (  .J.).  —  Sur  les  aires  de  surface  et  lc«  arr;*  dr;  courl^^ 
«iécrits  par  une  droite  dans  le  mouvement  d*un  hshihtu*  Aolid#», 

ieruTiC),  —  Sur  la  dépendance  entre  certain»  éUunc.uin  d'tmt* 
ciiorbe  gauche  et  les  éléments  correspondants  de  «a  proji'ction, 

'g^r.  —  Sur  ia  construclion  d'une  surface  du  second  ordre  qui 
passe  par  neuf  points.  (98-100). 

^^'«r.  —  Conâtmction  d*une  courbe  du  troisième  ordre  nu  moyen 
♦ie  ses  points  conjugués.  (ioo-io3). 

rrÂl&milch  (O.).  —  Quelques  remarques  sur  la  valeur  inverse  de 
La  fonction  F.  (  io3-io6). 

L*  déitnition  <pii  sert  de  base  à  la  théorie  donnée  pur  i'»ik\\%%  il<'«  roiirlion^  I  , 
•«^  rahini?!"  av»T:  lit  inrmale 


M? 


—  e  -     ^  "  ^  c  ' 


****   '*  t^nti  WT%  tém  avec  -»  donne 

n 


1               I  I 

r  ;  I     -  C-  —  *•  *? 

«  I  I 


dédaic  aiséflKmt  le  résultat  obtenu  par  M.  Wrltif.irw*,,  n  «rt^nii   Im  pii««i 
<ni  diï^cMppcnKnt 


ç  ««e  forme  intéressante  de*  cniinii  iiMiU  |\,  a  in^iir 
/— tv*e       /**     e" 
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O  résultat  sr  dôdiiit  de  la  formule  due  à  Cauchy^ 

o     sic<o. 


(r(|x) 


^"    c'^-'e-'*     siOo. 


pi  —  1  et  la  parlic  réelle  de  a  élant  des  quantités  positives.  On  en  déduit 

r(i-hp)  ~  21:  J_^{l-^izy^f^'' 
Schroc/rr  {E.).  —  Détermina lîon  de  la  valeur,  pour  n  infini,  de 
rinlégrale    /    (f/),^  rf//.  (106-1 1-). 

Suivant  les  habitudes  dn  Zeitichri/tj  le  symbole  (u),  désigne  le  coefGcicDt 
binomial 


wî 


^"^"  /lî(M-/l)! 

M.  Srlirodcr  parvient  à  la  formule  approchée,  pour/i  très  grand, 

"       /i  (log/ï)^ 

Schlomilch  (O,).  —  Remarque  sur  la  Communication  précédente. 

(ii:-««9)- 

M.  Srhlômilrh  donne  le  résultat  suivant, 

/     ( m)„  ,  du  —  ^ —  ( 7' j?  H !  -{-  . . .  ) 


ou 


Conseil  tins  {/L-O.),  —  Le  cercle  cubique,  (i  19-1?.  i). 

ConsentiiiS  {R, -(),),  —  Sur  la  détermination  de  la  position  oblique 
de  deux  faisceaux  de  ra>ons  projectifs  dans  le  plan.  (i2'i-iii4). 

Hnrz  (yV.V  —  Sur  la  représentation  des  fonctions  analytiques  uni- 
formes. (1 25-10.8). 

Krey  (//.).  —  Sur  la  résolution,  par  M.  Hermite,  deTéquation  du 
cinquième  degré.  (  129-146). 

K\position  détaillée  de  la  méthode  de  M.  Hermite  et  des  propositions  d'Algèbre 
qu'elle  suppose. 

ISiemoller  (F.),  —  Déformation,  sous  l'action  du  magnétisme  1er- 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  3; 

reslre,  d'un  fil  conducteur  élastique  traversé  par  un  courant 
(i47-i55). 

Mertens  (/^.).  —  Deux  problèmes  de  contact.  (148-170). 

Solution  analytique  de  ces  problèmes  :  «  Ktant  donnée  une  surface  du  second 
ordre  F  et  trois  plans  a,  b^  c,  trouver  un  pian  qui  coupe  F  suivant  une  conique 
tangente  aux  sections  déterminées  par  les  trois  plans  a,  b^  c.  Déterminer  trois 
plans  ajf=o,  i'jp=o,  cv,  =  0  tels  que  chacune  des  sections  qu'ils  déterminent 
dans  la  surface  F  soit  tangente  aux  deux  autres  et  aussi  à  deux  des  sections  dé- 
terminées par  les  trois  plans  donnés  a,  =  o,  6^  =  o,  c^  —  o.  » 

Lehmann  {E.).  —  Sur  l'action  de  deu\  sphères  en  repos,  ou  ani- 
mées d'un  mouvement  de  rotation,  en  admettant  la  loi  de  Weber. 
(i  71-195,  244-262). 

Sckrëder  (E,).  —  Sur  les  propriétés  des  coefficients  binomiaux 
relativement  à  la  résolution  de  l'équation  trinôme.  (196-207). 

Communication  relative  à  un  travail  de  M.  von  Mangoldt  sur  le  développe- 
ment en  série  de  la  racine  de  Téquation 

iV  —  ^  (1  4-  w)9z=  o, 
qui  s'annule  pour^  =  o. 

Boklen  (O.).  —  Sur  la  surface  de  l'onde  dans  les  cristaux  biaxes. 
(207-213). 

Geisenheimer  (L,),  —  Relation  entre  les  rayons  de  courbure  de 
deux  courbes  collinéaires.  (2 14-21 5). 

Le  rapport  entre  les  rayons  de  courbure  en  deux  points  correspondants  de 
deux  courbes  projectives  est  égal  au  cube  du  rapport  des  segments  des  tangentes 
prolongées  jusqu'à  Taxe  de  collinéation,  multiplié  par  le  rapport  anliarmonique 
de  la  collinéation,  constant  |)our  lous  les  plaints  des  deux  courbes. 

Grae/e  (E,).   —   Quelques   notes  sur  l'hexagramme  de  Pascal. 

(2l5-2l6). 

-flelm  (G.).  —  Essais  sur  l'exposition  géométrique  de  la  Méca- 
nique. (217-233). 

Schivering  {K,).  —  Sur  une  classe  de  courbes  dont  les  arcs  s'expri- 
ment par  des  intégrales  elliptiques  ou  hvperelliptiques  de  pre- 
mière espèce.  (234-243). 

M.  Kiepert  {Journal  de  Borcliardty  I.  79,  p.  ?io\)  a  fait  connaître  une  suite  de 
«sorbes  dont  les  arcs  s'expriment  au  moyen  d'intégrales  elliptiques  de  première 
espèce.  iM.  Schwering,  reprenant  par  une  inélliode  personnelle  1rs  oxrniple* 
traités  par  M.  Kiepcri.  donne  «irs  n'suilals  pins     t^ncnuix. 
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Vielor  (A.).  —   Le  couple  de   cercles  polaires   d'une  cycloïde. 

(263-271). 

L'auteur  montre  comment  toute  courbe  engendrée  par  un  point  invariable- 
ment lié  à  un  cercle  qui  roule  sur  un  autre  cercle  est  susceptible  d'un  double 
mode  de  génération. 

P/annstiel  (A,).  —  Sur  une  méthode  pour  déterminer  la  mesure 
absolue  de  la  composante  horizontale  du  magnétisme  terrestre 
par  la  simple  observation  d'oscillations.  (271-279). 

Krbber,  —  Sur  les  centres  de  similitude  des  sphères  d'un  faisceau 
de  sphères  tangentes  à  trois  sphères  données.  (  279-280). 

Goebel  (J.'B.).  —  Sur  quelques  propriétés  du  cvlindroïde.  (281- 

299)- 

Geùenheimer  (L.).  —  Relation  entre  les  rayons  de  courbure  de 
deux  courbes  réciproques,  collinéaires  ou  inverses.  (3oo-3i5). 

L'un  des  principaux  théorèmes  démontrés  dans  ce  travail  a  été  donné  plus 
haut;  en  voici  un  autre  du  même  genre  : 

Le  produit  des  rayons  de  courbure  en  deux  points  correspondants  de  deux 
courbes  en  involution  réciproque  est  inversement  proportionnel  au  cube  du  pro- 
duit des  distances  des  tangentes  au  centre  de  i'involulion. 

Graetz  (L,).  —  Sur  le  mouvement  d'un  fluide  dans  un  tube.  (3i6- 
334,  373-404). 

Schlëmilch  {O.),  —  Sur  une  transformation  de  la  fonction  F.  (335- 
342). 

Communication  relative  à  la  fonction 

''(-)-('-7)'('+?)*("-^fr" 

et  à  son   logarithme;  rauteur  donne   diverses   formules   pour  le  calcul   de  ce 
logarithme. 

Braiin  {W.),  —  Formule  de  correction  pour  le  décrément  loga- 
rithmique. (342-345). 

Bëklen  (O.).  —  Sur  la  surface  de  Tonde  dans  les  cristaux  biaxes. 
(  346-351). 

ScMomiIch  (O.),  —  Sur  le  quotient  de  deux  fonctions  F.  (35l- 

3.")1A). 


•• 
1  ^ 
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l/auteur  établit  Ja  formule 

où 

at,  --    - 1       X,  --   — -  »      ^i  ~-   r, 1       •  •  •  • 


«'       -^        i-j«         •*       3oT 


À 


fVitliver  (W.-C).  —  Fondements  de  la  Chimie  malliéniati(|ue. 
(353.374). 

Stier  (AT.).  —  Sur  les  figures  ellipsoïdales  d'équilibre  et  la  vitesse 
de  rotation  d'une  masse  homogène  fluide  d'énergie  donnée. 
(405-409). 

Schënemann  (P-)-  —  Le  Kreuzpendel  et  le  Pende Ikre  11  z,  appa- 
reils pour  la  représentation  graphique  des  courbes  d'oscilla- 
tion. (4io-4i4)* 

Schur  {F.),  —  Sur  les  tangentes  communes  à  deux  surfaces  du 
second  degré  avant  un  quadrilatère  gauche  commun.  {c\\^'\\W). 

Schlomilch  (O.).  —  Note  sur  certaines  fractions  décimales  pério- 
diques. (4i6). 
Soient  T  un  diviseur  de  lo*"^'  et 

10*-{-  I 

^     —^     q, i 

les  k  chiffres  du  nombre  entier  T  —  i  sont  les  k  premiers  chiffres  de  la  périoilc 
de  la  fraction  décimale  équivalente  à  ^  »  les  k  derniers  étant  leurs  romplénicnts 

à  9.   Exemple  :  T  —  7,    N  =  i'|3,  T  —  i  rr  6,  -y-  —  o,oo(k)93 


*9* 


MONTHLY  NOTICES  of  the  Roval  Astronomical  Society  ok  Londo.n  ('). 

Tome  XL;  novembre  1879  à  juin  1880. 

Pearson  (•/•).  —  Noie  sur  la  mise  en  place  d'une  lunette  écpia 
toriale.  (1-^). 


(')  Voir  BuiUiin,  1II„  3o3. 


-  ^lAiJi   :   . . 


4o  SECONDli  PARTIK. 

1 /auteur  suppose  les  cercles  d'ascension  droite  et  de  déclinaison  rigoureose- 
nient  placés  sur  Tinslrument  ;  on  le  tourne  alors  sur  lui-même  jusqu'à  ce  que  la 
visée  sur  une  étoile  connue  donne  sa  déclinaison  exacte  et  Tangle  horaire  qui 
convient  à  Theurc  de  l'observation. 

Herschel  (Major  /.).  —  Note  sur  la  différence  de  Tintensité  de  la 
pesanteur  à  Revel  et  à  Saint-Pétersbourg  et  sur  les  observations 
de  longueur  du  pendule  faites  en  d'autres  stations  par  Griscliow. 

(a-5). 

Nfiison  {E.).  —  3iote  sur  le  demi-diamètre  de  la  Lune.  (S-^). 

Suivant  M.  Neison,  le  demi-diamètre  de  la  Lune,  mesuré  dans  un  instrument 
méridien  de  A  pouces  anglais  d'ouverture,  est  égal  à 

i5'33',37-+-4',io(i-ho',70A). 

Dans  une  lunette  de  i3  pouces,  comme  celle  du  professeur  Pritchard,  à  Oxford, 
le  demi-diamètre  doit  alors  être  de 

i5'33',78, 

et,  en  y  ajoutant  0^,30  pour  l'irradiation  photographique,  on  arrive  à 

i5'3i',o8, 

nombre  identique  à  celui  qu'a  déduit  M.  Pritchard  de  la  mesure  des  photographies 
faites  sous  sa  direction. 

Wilding  (/{.).  —  Comparaison  du  coefficient  adopté  par  Ilansen 
pour  la  latitude  de  la  Lune  avec  le  coefGcient  employé  par  Plana 
et  par  quelques  autres  astronomes.  (8-10). 

Les  coefficients  de  Hansen  s'accordent  d'une  manière  très  remarquable  avec 
ceux  de  Plana,  de  Delaunay,  de  Damoiseau  et  de  Pontécoulant. 

^4dams  [J.-C).  —  Note  sur  Tellipticité  de  Mars  et  sou  effet  sur 
le  mouvement  de  ses  satellites.  (io-i3). 

M.  Adams  a  calculé  quel  doit  être  le  mouvement  des  nœuds  et  l'inclinaison  des 
orbites  des  satellites  de  Mars  dans  l'hypothèse  de  différentes  ellipticités  de  la 
planète  : 

Satellite  L 

Mouvement  annuel  du  nœud  dû  à  l'action  solaire,  0^,06. 
En  supposant  l'ellipticité  de 

I  I  I 

118       176       jaS 

le  mouvement  du  nœud  dû  à  cctlc  cllipticité  sera 

33*.     18".  j.     11%  3, 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  4i 

correspondant  à  des  inclinaisons  du  plan  fixe  sur  l'équateur  égales  à 

I7^    3I^    50". 

Satellite  II. 

Mouvement  annuel  du  nœud  dû  à  l'action  solaire,  o%24* 
En  supposant  Tellipticité  de 

I  i  I 

m*     7^'    7S' 

le  mouvement  du  nœud  dû  à  cette  ellipticité  sera 

i3%4,    7%  3,    4%  5. 
correspondant  à  des  inclinaisons  du  plan  fixe  sur  Téquateur  égales  à 

37',    5o',     i'iq'. 

L'inclinaison  des  satellites  de  Mars  sur  le  plan  de  l'équateur  de  la  planète 
restera  donc  toujours  très  faible. 

Harhness,  —  Sur  la  constitution  physique  de  Mars.  (i3). 

Les  dessins  qui  ont  servi  à  M.  Harkness  pour  la  construction  de  la  Carte  de 
Mars,  dont  les  Monthly  Notices  donnent  un  fac-similé,  ont  été  obtenus,  en  1877, 
avec  Téquatorial  de  a6  pouces  de  Washington.  La  Carte  ressemble  à  celle  publiée 
par  M.  Kaiser  dans  le  Tome  III  des  Leiden  Observations, 

Draper  {J.-C.).  —  Note  sur  une  photographie  du  spectre  solaire 
montrant  les  lignes  noires  de  Toxygène.  (14-17). 

Cailler  (G.).  —  Note  sur  le  travail  d'un  miroir  en  verre  ai^enté  de 
37  pouces  de  diamètre,  destiné  à  M.  Gonimon.  (17-20). 

La  première  Partie  du  travail  a  été  faite  à  l'aide  d'une  machine  analogue  à 
celles  de  lord  Rosse  ou  de  Lasscll  ;  les  corrections  ont  été  obtenues  à  la  main. 

Bowden  (-^.). —  Description  d'un  micromètre  enregistreur,  (ai- 

23). 

L'enregistrement  est  obtenu  en  poussant  des  chevilles  placées  dans  des  ou- 
vertures qui  correspondent  aux  divisions  du  tambour  ordinaire  des  micromètres. 

Jaindsay  (lord).  —  Observations  du  spectre  de  la  comète  d  de 
1879  (comète  Palisa).  (^3). 

Le  spectre  obtenu  par  MM.  R.  Copeland  et  J.-G.  Lohsc  se  composait  des  trois 

bandes  ordinaires,  ayant  pour  longueurs  d'onde  : 

mmin, 
Bande  I .7 3 1 , 3 

Bande  II '»'i>7 

Bande  111 |63,5 
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Copeland  {R.)  et  Lohse  (J.^G.).  —  Observations  de  la  comète  d 
de  1 879  (comète  de  Palisa),  faites  à  Dun-Echt  du  26  août  au  20  oc- 
tobre 1879.  (24-25). 

Stone  [E.'JJ).  —  Note  sur  la  probabilité  d'une  liaison  passée 
entre  quatre  étoiles  éloignées  du  ciel  austral.  (26-3o). 

Les  quatre  étoiles  étudiées  par  M.  Stonc 

NouTement  propre    lIoaTemenl  proprt 

en  H.  en  i. 

*  m 

!^  du  Toucan h-  0,280  —  i,i3 

e  Eridan -•-  0,366  —  0,76 

(i,  du  Réticule h-  0,194  — o,65 

([3  du  Réticule -4-0,190  — o,65 

sont  remarquables  par  la  grandeur  inusitée  de  leurs  mouvements  propres.  Eb 
comparant  leur  position  relative  telle  qu'elle  résulte  des  obseryations  faites 
depuis  Lacaillc,  l'auteur  démontre  : 

i**  Que  les  étoiles  considérées  ont  un  mouvement  propre  plus  grand  que  celui 
de  la  moyenne  des  étoiles  ; 

a**  Que  ces  étoiles  ont  un  mouvement  propre  commun  de  plus  de  i"; 

3*  Que  ces  quatre  étoiles  ont  entre  elles  un  mouvement  relatif  beaucoup  plu^ 
faible  que  leur  mouvement  commun. 

Ces  faits  paraissent  à  M.  Stone  prouver  que  ces  astres,  quoique  très  éloignée 
ont  été  en  relation  physique  à  leur  origine. 

Ellery  (R.^J.^L.).  —  Observation  de  la  conjonction  de  Mars  e^ 
de  Saturne,  faite  à  Melbourne  le  3o  juin  1879.  (3o-32). 

TVinneche  {A.),  —  Observation  de  Téclipse  solaire  du  18  juillet 
1879,  faite  à  l'Observatoire  de  T Université  de  Strasbourg.  (33- 
35). 

Schuster  (^.).  —  Reclierclies  sur  la  polarisation  de  la  couronne 
solaire.  (35-57). 

Le  D'  Schuster  examine  successivement  les  problèmes  suivants  : 

i"  Quantité  de  lumière  renvoyée  dans  une  direction  donnée  par  une  particule 
de  matière  située  au  voisinage  d'une  sphère  lumineuse. 

3<*  Cas  d'une  sphère  lumineuse  surmontée  d'une  atmosphère  de  particules  dis- 
persantes. 

L'intensité  de  la  polarisation  radiale  augmente  avec  la  distance  au  Soleil  si 
les  particules  dispersantes  sont  distribuées  suivant  la  raison  inverse  d'une  puis- 
sance quelconque  de  leur  distance  au  Soleil. 

y  Quantité  de  lumière  polarisée  dispersée  dans  les  diverses  directions  par  une 
atmosphère  de  particules  enveloppant  un  point  lumineux. 

'i"  Quantité  de  lumière  polarisée  envoyée  dans  les  diverses  direction*  par  une 
iitmosphère  de  particules  en  partie  lumineuses  par  elles-mêmes. 

5"  Cas  de  la  couronne  solaire. 
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11  a  été  fait  un  trop  petit  nombre  de  déterminations  de  l'intensité  de  la  pola- 
risation de  la  couronne  pour  que  les  résultats  numériques  de  M.  le  D'  Schuster 
puissent  être  utilement  comparés  à  la  réalité;  mais,  les  lois  auxquelles  il  arrive 
étant  très  différentes  suivant  le  mode  de  distribution  de  la  matière  circumso- 
laire,  la  question  de  la  polarisation  de  la  couronne  devra  être  étudiée  avec  soin. 

Stone  [E.'J,),  —  Comparaison  entre  les  ascensions  droites  et  les 
distances  polaires  des  étoiles  du  Naulical  Almanac  et  celles  du 
Catalogue  général    du   Cap   de  Bonne -Espérance  pour   1880. 

(57-70). 

Les  corrections  en  ascension  droite  sont  très  faibles. 

Les^  corrections  en  déclinaison  sont  plus  considérables  et  offrent  une  marche 
systématique»  suivant  l'ascension  droite  des  étoiles  ou  suivant  les  saisons  dans 
lesquelles  elles  sont  observées.  Les  Tables  de  réfraction  de  Bessel  ne  corrigent 
donc  pas  suffisamment  les  observations  de  l'influence  delà  température  de  l'air, 
ou  plutôt  de  Finfluence  de  l'élat  hygrométrique  de  Tair.  La  correction  passe  de 
—  o',a{  pour  les  étoiles  de  o**  à  6^  d'ascension  droite,  observées  pendant  la  saison 
sèche,  à-^o'',39  pour  les  étoiles  comprises  entre  \i^  et  18**  d'ascension  droite, 
observées  au  méridien  pendant  la  saison  humide. 

Martli  (-^.).  —  Ephéuiéride  pour  les  satellites  d'Uranus  en  1880. 

(70.71). 

Tacchini  [P.)  et  Millose\^ich,  —  Observations  de  la  comète  de 
Palisa  et  de  la  comète  de  Hartwig,  faites  à  Téquatorial  du  Col- 
lège Romain  en  septembre  et  octobre  1880.  (72-74). 

Neison  {£.).  —  Sur  la  correction  d'équation  personnelle  exigée 
par  les  observations  de  la  Lune,  faites  au  cercle  des  passages  de 
rObservatoirc  de  Greenwich.  (75-80). 

La  grandeur  des  corrections  a  brusquement  changé  en  1870  par  l'adjonction 
d'observateurs  nouveaux  aux  observateurs  anciens. 

JYetvcomb  (S.).  —  Note  sur  la  correction  de  la  longitude  moyenne 
de  la  Lune  dans  les  Tables  de  Hansen.  (81-82). 

JLjrtn  (  W*-T,\  —  Sur  un  changement  récent  dans  Terreur 
moyenne  de  longitude  de  la  Lune,  d'après  les  Tables  de  Hansen. 

(8a-85). 

^owning  [ji.-M.-W,),  —  Note  sur  les  distances  polaires  du 
Seven  Yeav  Catalogue  de  Greenwich  pour  1860.  (85-86). 

-^oble  (capitaine  Tf^J).  —  Note  sur  deux  dessins  de  Jupiter,  faits 
dans  les  nuits  du  4  ^^  du  18  octobre  1879.  (8()-87). 
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Copeland  [R-)  et  Lohse  [J,'G.).  —  Note  sur  le  spectre  de  la  tache 
rouge  de  Jupiter.  (87-88). 

D'après  les  observations  faites  à  Dun-Echt,  la  tache  rouge  produit  dans  le 
spectre  une  bande  sombre  qui  s'étend  du  rouge  à  F,  mais  laisse  voir  les  lignes 
du  spectre  de  la  planète. 

Hall  {M,).  —  La  nébuleuse  des  Pléiades.  (89). 

Remarques  sur  les  descriptions  de  cette  nébuleuse  par  Besscl,  Schonfeld, 
Tempel  et  Schiaparelli. 

Tf^ebb  [T.'W.].  —  Découverte  d'une  nébuleuse  gazeuse  dans  le 
Cygne.  (90-91). 

La  nébulosité  a  4'  de  diamètre  ;  sa  position  est  identique  à  celle  de  l'étoile  4ooi 
de  la  zone  4- 4  !•  d'Argelander. 

Knott  (G.).  —  Note  sur  la  nébuleuse  gazeuse  du  Cygne.  (91). 

Son  spectre  est  formé  d'une  seule  ligne  lumineuse  très  brillante. 

Lindsay  (lord)  et  Lohse  [J, -G.).  —  Note  sur  les  nébuleuses  du 
Cygne.  (91-92). 
Le  spectre  est  formé  de  trois  lignes  ayant  pour  longueurs  d'onde 

5oo,i,    49^»7t    4^^f^* 

Winnecke,  —  Note  sur  la  nébuleuse  du  Cygne.  (92-93). 

La  nébuleuse  est  elliptique  avec  un  grand  axe  de  b'y']. 

Common  [A,-A,),  —  Note  sur  Mimas  et  Hypérîon.  (93-95). 

Les  deux  satellites  de  Saturne  ont  été  observés  en  octobre  et  novembre  1879, 
avec  un  télescope  de  36  pouces  anglais  d'ouverture. 

Common  [A. -A,).  —  Observations  des  satellites  de  Mars  en 
septembre,  octobre  et  novembre  1879.  (95-99). 

Burnham  [S.-W.).  —  Observations  de  nouvelles  étoiles  doubles, 
faites  à  l'Observatoire  de  Dearbom  (Chicago).  (99-192). 

Copeland  (  /î.)  et  Lohse  [J.-G.),  —  Observations  du  satellite  exté- 
rieur de  Mars,  faites  à  Dun-Echt  en  novembre  1879.  (102- 
io3). 

Lohse  [J,'G.)  et  Knott  (G.).  —  Observations  de  Tétoile  rouge 
découverte  dans  le  Petit  Chien  par  M.  Baxendell.  (io3-io4)- 
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La  position  est,  pour  18-79,0, 

JR 7»'3/|'"  '|.V,  67 

e -f-  8«39'39%6 

Bosanquet  { li.-H.-M.)  et  Sajce  [A,^H,\  —  L'Aslroiioinie  baby- 
lonienne. (  ioj-ia3). 

Le  Mémoire  de  ces  deux  savants  est  consacré  à  l'étude  de  divers  fragments  de 
zodiaque  et  de  planisphères  publiés  par  le  Brilish  Muséum  (  Western  Asiatic 
Inscriptions)  ;  malgré  son  grand  intérêt,  il  ne  saurait  être  analysé  ici. 

Denning  [W,-F.).  —  Notes  sur  les  averses  météoriques.  (i24" 
i3i). 

Les  averses  météoriques  nouvelles  sur  lesquelles  M.  Denning  voudrait  attirer 
l'attention  des  observateurs  sont  les  suivantes  : 

o  e 

I.  Juillet  3o-aoùt  i 35  -+-53 

I I.  Juillet  !î7-3o 341  —  1 3 

IlL  Août  21-25 291  -h  Go 

IV'.  Octobre  i^-'ïo 3i  -1-9 

V.   Aoùt8-ii 4î  -+-2.) 

Corder  (H.).  —  Averses  météoriques  observées  de  1870  à  1879. 
(i3i-i33). 

Corder  (H.),  —  Liste  des  points  radiants  des  météores  observés 
de  1876  à  1879  à  Writtle  (Essex).  (i34-i38). 

Perry  (le  Révérend  S.-J.).  —  Les  météoi*es  de  novembre.  (iSp- 

i4o). 

Les  observations  d'étoiles  filantes  faites  en  novembre  à  Stonyhurst  ont  donné 
les  résultats  suivants  : 

Météores. 

Novembre  i3 67 

•  li «44 

-  i5 98 

Elle/y  [R.-L.'J,].  —  Occultation  de  64  du  Verseau,  observée  à 
l'Observatoire  de  Melbourne  le  i4  septembre  1879.  (140-142). 

D'après  M.  Ellery,  qui  observait  avec  un  équatorial  de  8  pouces,  les  phéno- 
mènes ont  été  les  suivants  :  le  premier  contact  de  l'étoile  et  du  disque  de  la 
planète  s'est  produit  à  io''5'"  19*  (temps  moyen  de  Melbourne)  ;  l'étoile  est  restée 
visible  dans  cette  même  position  pendant  environ  deux  minutes  ;  peu  à  peu  elle 
s'est  projetée  sur  le  disque  de  la  planète  et  semblait  vue  comme  à  travers  un 
brouillard;  enfin,  à  io*'7"43',8,  elle  disparaissait  complètement,  après  s'être 
éteinte  en  denx  secondes. 

Des  phénomènes  semblables  ont  été  observés  au  grand  télescope  par  M.  Turner. 
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Perry  (6.1/.).  —  Occultations  d'étoiles  observées  à  Stonyhurstcn 
octobre  et  novembre  1879.  (i43). 

Perry  {S.-J.),  —  Observations  des  satellites  de  Jupiter,  faites  en 
1879  à  Stonyhurst.  (i44-*48). 

^ùy  [G.'B.).  —  Occultations  d'étoiles  par  la  Lune  et  phénomènes 
des  satellites  de  Jupiter,  observés  à  Greenwîch  en  1879.  (i49* 

1D2). 

Pratt  {H.),  —  Sur  la  période  de  rotation  de  Jupiter.  (i53-i57). 

L'auteur,  en  discutant  ses  observalions  de  1879  par  une  méthode  analogue  i 
relie  qui  a  été  employée  en  i835  par  M.  Airy  {Mémoires  de  la  Société AttrùW- 
mique  de  Londres,  t.  IX),  trouve  que  la  tache  rouge  donne  une  rotation  de 
9*'55"33%9i.  Ce  nombre  est  presque  identique  à  celui  que  Schroeter  avait  déter 
miné  en  1786,  et  un  peu  plus  petit  que  celui  publié  par  M.  J.-F.-J.  Schmidt 
en  1866. 

Backfiouse  (  T.-Tr.).  —  Observalions  du  passage  de  la  tache  rouge 
de  Jupiter  par  le  méridien  central  de  la  planète  |>endant  les  mois 
d*aout  à  décembre  1879.  (i57). 

^iry  (G.-B.).  —  Surface  moyenne  des  taches  solaires  en  1878  et 
1879,  d'après  les  photographies  faites  à  TObservatoire  de  Greenr 
wich.  (i58-i59). 

De  la  comparaison  de  ces  résultats  avec  ceux  des  années  précédentes,  il  résult 
que  le  minimum  des  taches  solaires  et  des  facules  s'est  produit  à  la  fln  de  1878 
ou  dans  les  premiers  mois  de  1879. 

Surfaces  ino;enne« 

Annô.'s.  (If  s  ombres    de^  taches  entière»     des  farules 

1878 5  25  8^ 

1879 10  /,',  i63 

Martli  {^J')'  —  ^i^ote  sur  les  observations  et  la  mesure  de  Téclatde 

Mars,  qui  peuvent  être  faites  en  février  ou  mars   1880.  (iSp- 

161). 

l/cclat  df  Mars  a  été  comparé,  en  1801,  par  Olhcrs,  à  celui  de  ot  du  Taureau 
cl  de  a  d'Orion  ;  le  célèbre  astronome  de  Brème  a  trouvé  un  éclat  intermédiaire. 
Ce  sont  CCS  mêmes  observations  que  M.  .Marlh  voudrait  voir  reprendre. 

^iry  [G.'B.].  —  Observations  du  satellite  extérieur  de  Mars, 
(aites  à  Greeiiwich  le  isi  novembre  1879.  (161 -162). 

Downing  [.4 ,-M,-  JV,). —  Note  sur  le  Catalogue  étalon  d'ascensioBt 
droites  de  Greenwich.  (169,-1 65). 
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Les  difTérences  entre  les  positions  des  étoiles  telles  qu'elles  sont  données  dans 
l'Introduction  du  Greemvich  Nine-Vear  Catalogue  et  dans  les  Catalogues  de 
Newcomb  {Washington  Observations  for  1870),  de  Gyldén  {Monthly  Notices 
for  1875)  et  d'A.uwers  {Publication  der  Astronomischen  Gesellschaftj  n"  i4), 
peuvent  être  réduites  à  des  quantités  inférieures  à  o%oa,  si  Ton  corrige  le  Cata- 
logue de  Newcomb  de  la  quantité  constante  —  o%oo9,  celui  de  Gyldén  de 
—  o%oi6  et  celui  d'Auwers  de  —  o',o26. 

I^s  différences  entre  ces  divers  Catalogues  tiennent  donc  à  une  différence  dans 
la  position  adoptée  pour  les  équinoxes. 

Dunkin  (E.).  —  Sur  l'iniluence  de  Terreur  personnelle  sur  les 
erreurs  des  Tables  lunaires,  (i 65- 167). 

Ce  sont  des  remarques  sur  le  travail  de  M.  Ncison  sur  le  môme  sujet  et  une 
défense  de  Tancien  travail  de  l'auteur. 

Pi'itchard  [C).  —  jNole  sur  la  mesure  des  photographies  lunaires, 
en  réponse  aux  observations  critiques  de  M.  Neison.  (167-169). 

Réponse  aux  critiques  de  M.  Neison,  publiées  à  la  page  5  du  présent  Volume 
des  Monthly  Notices.  Le  procédé  de  mesure  est  celui  de  Bessel,  avec  quelques 
légères  modifications. 

Burion  [C.^E,).  —  Changement  dans  Téclat  relatif  des  satellites 
de  Jupiter.  (169). 

Todd   {C).  —  Observations  des   phénomènes  des  satellites  de 
Jupiter,  faites,  en  1878,  à  TObservaloire  d'Adélaïde.  (170-176). 

Rapport  annuel  du  Conseil  delà  Société  Astronomique.  (177- 
268). 

Nous  relevons  dans  ce  Rapport  les  données  suivantes  : 

Le  nombre  des  membres  de  la  Société  est  de  635,  sensiblement  le  même  que 
celui  de  Tannée  précédente.  Les  recettes  de  la  Société,  cotisations  ou  rentes, 
ont  été  de  67  gôi''. 

Le  Tome  XL!  des  Mémoires  de  la  Société,  contenant  les  observations  faites 
pendant  les  éclipses,  est  en  distribution. 

Parmi  les  membres  perdus  par  la  Société  et  auxquels  une  Notice  nécrologique 
est  consacrée,  nous  citerons  : 

Key  {Henry-Cooper)  (18 19- 1879). 

Maclear  {Thomcu)  (1794-1879).  —  Après  avoir  été  médecin  et  avoir  construit 
chcx  lui  un  petit  observatoire,  il  fut,  en  i833,  nommé  directeur  de  TObservatoire 
flu  Cap  de  Bonne-Espérance;  il  a  occupé  ce  poste  jusqu'en  1870.  Maclear  a 
vérifié  le  méridien  de  Lacaillc  (18)0-1847)1  déterminé  la  parallaxe  de  a  du  Cen- 
taure, observé  un  grand  nombre  de  comètes  et  poursuivi  sans  relâche  une  série 
d'observations  méridiennes  qui  sont  la  base  du  Catalogue  du  Cap,  que  M.  Stone 
s'occQpe  aujourd'hui  de  publier. 

Lamoni  {Jean  de)  (1805-1879).  —  Entré  à  l'Observatoire  de  Munich  en  i8a8, 
afee  k  titre  cl'aMÎtlant,  il  devint  directeur  de  rétablisspmpnt  en  i83r),  et  il  y  est 
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mort  en  août  1879.  Lainont  laisse  un  très  grand  nombre  de  Mémoires  spéciaux 
et  3{ooo  observations  d'étoiles  rassemblées  dans  dix  Catalogues. 

Dans  la  série  des  Rapports  sur  les  travaux  des  Observatoires  anglais  ou  étrangers, 
je  relève  les  renseignements  qui  suivent  : 

Greemvich.  —  Les  observations  méridiennes  ont  été  régulièrement  poursuivies. 
M.  Lynn  a  discuté  les  observations  de  la  Lune  faites  à  l'altazimnt  de  1864  i  1878. 
Le  grand  équatorial  a  été  modifié,  dans  le  but  de  le  rendre  plus  propre  aox 
travaux  de  Spectroscopic. 

Obiervatoire  de  Badcliffe  {Oxford),  —  I^s  instruments  ont  été  réparés  sous 
la  direction  de  M.  Stone. 

Observatoire  de  VUniversité  d*Oxford,  —  M.  Pritchard  a  continué  les  obser- 
vations de  Tamas  des  Pléiades  et  commencé  Tétude  de  Famas  39  de  Messier 
dans  la  constellation  du  Cygne. 

Observatoire  de  Dunsink.  —  Les  recherches  sur  la  parallaxe  de  61  du  Crgne, 
de  1618  Groombridge  et  de  l'étoile  2^19  de  Schjellcrup  ont  été  continuées. 

Observatoire  de  M.  Common,  à  Faling.  —  Un  télescope  de  36  pouces  angl»** 
de  diamètre  a  été  monté. 

Observatoire  de  M.  Huggins^  à  Upper-Tulse-HilL  —  On  a  obtenu  des  p***^ 
tographies  des  spectres  de  Sirius,  Véga,  Rigel,  a  du  Cygne,  a  de  la  Vierge,  * 
la  Grande  Ourse,  a   de   l'Aigle,   Arcturus,  g  Pégase,  Betelgeuse,   la  Ché"*'*^' 
CL  d'Hercule  et  a  Pégase. 

Observatoire  du  comte  de  Hosse,  à  Birr-Ca^tle.  —  Le  Catalogue  des  n*^*^  x 
leuses  observées  de  1848  à  1878  avec  les  télescopes  de  3  et  de  6  pieds  a 
publié  en  partie. 

Observatoire  du  Cap,  —  Le  Catalogue  de  i3  ^|Oo  étoiles  comprises  entre 
de  déclinaison  sud  et  le  pôle  austral  est  prêt  pour  l'impression.  M.  D.  Gill  m 
nommé  directeur  de  l'Observatoire  en  rosii  1879. 

Parmi  les  Notices  relatives  aux  progrès  de  l'Astronomie,  je  signalerai  : 

I*»  Une  Analyse  des  recherches  de  M.  G.-II.  Darwin  sur  l'histoire  du  systc^ 

solaire  ; 
2"  Une  Note  sur  VUranometria  Argentina,  du  D'  Gould  ;  cet  Ouvrage  a 

spécialement  analysé  dans  le  Bulletin. 

Gasparis  [yi,  de),  —  Sur  la  varialion  du  demi-grand  axe  des  o 
bites  planétaires.  (269-270). 

Hall  (^.).  —  Observations  des  satellites  de  Mars,  faites  en  1879 
rObservatoire  de  Washington.  {271-283). 

ta      m     8 
La  révolution  de  Phobos  est  de 7* '^9'  »3,94 

La  révolution  de  Deinios  est  de 3o.  17.5^,38 

llolden  (  E,'S.),  —  Observations  de  Mimas  et  occultation  de  Rliëa^^ 
observées,  en  1879,  avec  réquatorial  de  26  pouces  de  Washing- 
ton. (283-285). 

Gledhill  (/.).  —  Observations  des  satellites  de  Saturne,  faites,  en 
1879,  à  rObservatoire  de  M.  E.  Crossley,  à  Halifax.  (285-a86). 
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Qledhill  (</.).  —  Observations  des  phénomènes  des  satellites  di* 
Jupiter,  faites,  en  1879,  à  l'Observatoire  de  M.  E.  Crosslcy,  à 
Halifax.  (287-292). 

Pritchard  (C.)  et  Plummer  (^^.).  —  Observations  du  satellite 
extérieur  de  Mars,  faites,  en  novembre  1879,  à  l'Observatoire  de 
l'Université  d'Oxford.  (292). 

TVolf  [C).  —  Note  sur  la  nébuleuse  des  Pléiades.  (293). 

I^  nébuleuse  n'est  pas  variable;  les  difTcrcnces  d'aspect  tiennent  à  l'élat  du 
rici  et  à  Tétendue  du  champ  de  la  lunette  employée. 

Fogel  (ff.'C).  —  Note  sur  le  spectre  de  l'étoile  rouge,  décou- 
verte dans  le  Cygne  par  M.  Baxendell.  (294). 

I^  bleu  et  le  violet  sont  très  faibles  ;  quelques  lignes  noires  existent  dans  le 
rouge. 

Gwjnne  (lieutenant  £.).  —  Observations  de  la  grande  comète 
australe,  1880, 1,  faites  à  Montevideo,  du  i^*^  au  8  février  1880. 

(a95). 

Morris  (S.-S.-O.),  —  Observations  de  la  grande  comète  australe, 
1880, 1,  faites  à  Montevideo,  du  1®'  au  7  février.  (295-297). 

Ellerj  (It.'L.'-J.).  —  Note  sur  la  grande  comète  australe,  1880, 1, 
d'après  son  aspect  à  Melbourne  le  i*'  et  le  5  février.  (297). 

Todd  (C).  —  Observations  de  la  grande  comète  australe,  faites 
h  l'Observatoire  d'Adélaïde.  (298-299). 

-JEddie  [L.-A.),  —  Observations  de  la  grande  comète  australe, 
faites  à  Graham's  Town.  (299-300). 

Crill  {D.).  —  Observations  de  la  grande  comète  australe,  1880,  I, 
faites  à  l'Observatoire  du  Cap.  (3oi-3oi). 

Quelques  observations  de  positions  ont  pu  être  faites  sur  la  montagne  de  la 
Table,  avec  un  altazimut  portatif,  entre  le  10  et  le  i5  février  1880. 

'V'ewo/i  (£".).  —  Recherches  sur  la  détermination  de  l'équation 
personnelle  des  observateurs  de  la  Lune.  (3o2-3o7). 

^'n/i  (  W,'T.).  —  Note  supplémentaire  sur  les  changements  sur- 
venus dans  les  errcui*s  des  Tables  lunaires  de  Ilanseu.  (307- 
-3o8). 

Bull,  des  Sciences  math.,  i*  Série,  t.  V.  (Mam  1881.) 


>o  SECONDE  PARTIE. 

TebbuiL  (V.}.  —  Dclcriniiialion  de  la  lougiludcde  TObscrvatoin* 
de  Windsor  (N.  S.  W.)  par  les  culminalions  lunaires.  (3o8- 
3io). 

La  longitude  de  Windsor  est  io^3'3i%8  à  FEst  de  Greenwich. 

j4iiy  {G.'B.  .  —  Latitude  héliograpliique  moyenne  des  taches 
solaires  de  1874  à  1879,  d'après  les  photographies  faites  à  Green- 
wich. (Su. 

Taeket  de  rh^ispk^r*-  "«rd .         Tacbet  4e  rn-^i»»hère  s^ . 
Sorfacc  ao;.    Latilade  mo;.       Sarface  ■•}.     LatiUirf*  ■*!. 

1874 24s  9.  3  326  — H.  9 

1875 iiS  11.11  127  —  9-io 

1876 43  ii.3i  H\  —10.55 

1877 32  ^9.10  60  —  9.^1 

1878 21  7.13  3  -  7-4o 

1879 Il  23.54  34  —22.39 

Christie  (  W.-H.-M.).  —  Note  sur  les  erreurs  systématiques  Ae"^ 
distances  polaires  déterminées  à  Greenwich.  (3ia-3i5). 

Buchnej  [T.).  —  Description  d'une  nouvelle  horloge  marcha»  ^ 
dans  une  atmosphère  à  pression  constante  (3i5-3i8). 

Sadler  {H,).  —  Notes  sur  le  Catalogue  de  io3oo  étoiles  double^^ 
ou  multiples  qui  forme  le  Volume  XL  des  Mémoires  de  la  Sociétt^ 
astronomique,  (3 1 8-328). 

Copeland  (/f.).  —  Notes  sur  le  phénomène  connu  sous  le  nom  dr 
bandes  d'ombre  qui  s'observe  pendant  les  éclipses  totales.  (329- 
33i). 

Le  phénomène  de  bandes  obscures  mobiles,  analogues  à  celles  des  éclipses 
totales,  a  été  observé  à  Dun-Echt  à  l'instant  où  le  Soleil  se  couchait  derrièrr 
une  colline  voisine.  Les  bandes  sont  plus  ou  moins  nettes  suivant  le  calme  de 
l'atmosphère. 

Green  (N,'E.).  —  Sur  quelques  changements  survenus  dans  les 
taches  de  Mars  depuis  l'opposition  de  1877.  (33i-33a). 

La  mer  de  Dawes,  invisible  en  1877,  s'est  montrée  de  nouveau  en  1879. 
Stone  [E.'J.),  —  Sur  la  valeur  de  la  réfraction  moyenne.  (333- 

349)- 

Une  discussion  complète  des  observations  de  circumpolaires  faites  i  Green- 
wich montre  que  les  réfractions  de  Bessel  doivent  être  légèrement  dimimiéfs. 
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Konkofy  [N.  de),  —  Lisle  de  4oo  points  radiants  déduits  des  ob- 
servations d'étoiles  filantes,  faites  en  Hongrie  de  i8^i  h  1878. 
(349-363). 

Barher  {D.-W.).  —  Étoiles  âlantes  observées  en  1879  pendant 
un  voyage  de  Londres  à  Melbourne  et  retour.  (364-367). 

Airy  (G.'B.),  —  Note  sur  la  valeur  théorique  de  raccélération  du 
moyen  mouvement  de  la  Lune  en  longitude,  telle  quelle  résulte; 
d'un  changement  de  l'excentricité  de  l'orbite  terrestre.  (368- 

376). 

Conimon  [^,-^4,),  —  Note  sur  la  nébuleuse  des  Pléiades.  (376- 
377)- 

La  nébuleuse  se  composerait  de  trois  parties  distinctes. 

Brewin  (T.^D.).  —  Mesure  de  la  rotation  de  Jupiter.  (377). 

La  période  de  rotation,  déduite  d'observations  faites  du  7  août  1879  au  4  f<i- 
vrier  1880,  est  de  ^^55^3\*yi. 

Ellerj  (M.'L.-J.).  —  Observations  de  la  grande  comète  de Thémi- 
sphère  sud,  1880,  I,  faites  à  l'Observatoire  de  Melbourne..  (377- 

378). 

Les  observations  s'étendent  du  9  au  17  février. 

Russel  (H.'C).  —  Observations  de  la  queue  de  la  grande  comète 
australe,  faites  à  l'Observatoire  de  Sydney.  (379). 

Marth  et  Lindsay  (lord).  —  Sur  l'éclat  relatif  de  Mars  et  des 
étoiles  voisines,  d'après  les  observations  photométriques  faites  à 
Dun-Echt  en  février  et  mars  i88<).  (38o). 

Âiry  {G,'B.)»  —  Note  sur  les  préparatifs  à  faire  pour  l'observation 
du  passage  de  Vénus  le  6  décembre  1882.  (  38i-385  ). 

Le  directeur  de  l'Observatoire  de  Grcenwich  propose  : 

1*  De  ne  pas  employer  les  procédés  photographiques  ; 

3*  D'observer  des  entrées  accélérées  dans  la  colonie  du  Cap  ; 

3*  D'observer  des  entrées  retardées  à  Cuba  et  aux  Barbades  ; 

4*  D'observer  des  sorties  accélérées  à  Cuba,  aux  Barbades  et  dans  le  centre  de 
l'Amérique  ; 

5»  D'obtenir  enfin  des  sorties  retardées  sur  la  côte  est  d'Australie. 

M.  Airy  pose  comme  règle  invariable  que  l'altitude  du  Soleil,  au  moment  de 
Tobscrvation,  doit  être  de  i5*^au  maiss. 

Campbell  (/.)  et  Neison  {E.).  —  Rech«r«lM« ««••  la  détermination 
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de  la  parallaxe  solaire  au  moyen  de  l'inégalité  parai  lactique  du 
mouvement  de  la  Lune.  (386-4i0- 

Adams  (/.-C),  —  Note  sur  les  recherches  de  l'Astronome  Royal 
(Airy),  relativement  à  la  valeur  théorique  de  l'accélération  da 
moyen  mouvement  de  la  Lune.  (4i  i-4i^)* 

Marth  (A.)  —  Ephémérides  pour  l'observation  physique  de  Ju- 
piter, en  1880-1881.  (4i6-4i9)- 

Marth  {A.).  —  Recherches  sur  le  mouvement  de  rotation  de  Ju- 
piter, d'après  les  observations  faites  sur  la  tache  rouge  en  1879. 
(419-429). 

La  discussion  d'un  grand  nombre  d'observations  conduit  M.  Marth  à  prendre 
pour  durée  de  rotation  de  la  planète  g^55*34%i. 

Downing  [A.-M.-W,).  —  Note  sur  la  possibilité  d'une  période  de 
dix  mois  dans  la  latitude  de  la  Lune.  (43o-433). 

Draper  {H,).  —  Note  sur  une  photographie  du  spectre  de  Jupiter, 
qui  tend  à  prouver  que  la  planète  a  une  lumière  propre.  (433* 

435). 

Johnson  [S.-J^)-  —  Liste  des  éclipses  solaires  centrales  visibles 
dans  la  Grande-Bretagne,  de  1263  à  2200.  (436-437). 

Tehhult  (/.)•  —  ^"'^  '^  variabilité  de  2472  B.  A.  C.  (437)- 

Copeland  (/?.).  —  Observations  de  la  comète  de  Schâberle,  1 880,  i, 
faites  à  Dun-Echt  en  avril  et  mai  1880.  (438). 

Hind  {J,'R.),  —  Eléments  paraboliques  de  la  comète  de  Schâberle. 
(439). 

Tehhult  (/.).    —  Deuxiènie  Note  sur  la  longitude  de  Windsor 

(N.  S.W.).  (440). 

Campbell  (/.)  et  Nelson  {£,).  —  Recherches  sur  la  détermination 
de  la  parallaxe  solaire  au  moyen  de  l'inégalité  parallactiquc  du 
mouvement  de  la  Lune  (second  Mémoire).  [44^^46g). 

La  valeur  de  la  parallaxe  solaire  est  comprise  entre  8'',848  et  8'',778,  suivant 
que  Ton  admet  ou  que  l'on  n'admet  pas  une  inégalité  de  quarante>six  ans  dans 
le  mouvement  de  la  Lune. 

Adains  [J.'C).  —  Recherches  sur  l'accélération  séculaire  du 
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moyeu  mouvement  de  la  Lune,  ayant  pour  cause  le  changement 
séculaire  de  l'excentricité  de  l'orbite  de  la  Terre,  recherches 
faites  en  tenant  compte  des  termes  de  l'ordre  de  m*^  mais  en 
négligeant  l'excentricité  et  l'inclinaison  de  l'orbite  de  la  Lune. 
(47M8a). 

Adams  [J.-C),  —  Note  sur  la  constante  de  la  parallaxe  lunaire. 

(48a-488). 

Marth  (-^.).  —   Ephémérîde  pour  la   position  des  satellites  de 
Neptune  en  1880  et  1881.  (488-490). 

Marth  (v/.).  —  Addition  aux  éphémérides  pour  l'observation  phy- 
sique de  Jupiter  en  1880- 1881.  (490"497)- 

Burnham  (S.'TV.).  —  Examen  des  mesures  d*étoiles  doubles  du 
Catalogue  de  Bedford  (Catalogue  de  l'amiral  Smyth).  (497-53a). 

Les  observations  de  M.  Burnham  constituent  une  révision  complète  des  mesures 
faites  par  l'amiral  Smyth  sur  les  étoiles  doubles,  avec  compagnons  distincts, 
qui  avaient  été  observées  avant  la  publication  du  Cycle  0/  celestial  objecls. 
M.  Burnham  corrige  d'assez  nombreuses  erreurs  du  Bedford  Catalogue. 

Knobel  (E.'B,).  —  Remarques  sur  le  Mémoire  précédent  de 
M.  Burnham.  (532-537). 

L'auteur  ajoute  de  nouvelles  corrections  à  celles  de  M.  Burnham. 

Franks  {TF'.-S.).  —  Notes  sur  2472  B.  A.  C,  dontla  variabilité  a 
été  signalée  par  M.  Tebbutt.  (537). 

Safford  [T.'H.).  —  Eléments  paraboliques  de  la  comète  Schaberle, 
1880,4.  (538). 

Bigourdan  [M. -G,).  —  Eléments  paraboliques  et  éphéméride  de 
la  comète  de  Schiiberle,  1880,  b.  (538-559). 

JVagner  {M.-A,).  —  Note  sur  l'étoile  n**  894  du  premier  ♦Sef'e// 
jears  Catalogue  de  l'Observatoire  de  Greenwich.  (56o-56i). 

Johnson  (S.^J.).  —  Coïncidence  des  taches  solaires  et  des  aurores 
boréales  dans  l'ancien  temps.  (56* i -563). 

M.  Johnson  trouve  une  coïncidence  entre  les  apparitions  de  quelques  grandes 
aurores  boréales,  signalées  dans  le  Chronicon  Scotorum  et  V Anglo-saxon 
Chronicle,  entre  les  années  670  et  ii3i,  et  les  dates  de  maxima  des  taches 
solaires,  telles  qu'elles  résultent  des  travaux  de  M.  R.  V* 
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LAJise  kJ.^G.)-  —  3koU;  sur  1rs  indires  de  rêirartkMi  ci  le  pouvoir 
dispersif  d*  didërcots  ¥en  es  d'optique.    3fi3-S64  )• 

Bosaru/uei  (R.^tf.^Jf.i  et  Sajce  L-/.-//.  .  —  L^AstroDomie  ba- 
bvloaienoe  'troisième  Mémoire:.  •  565-5-8 ^>. 


yiitj  *(w.'BJ).  —  Addition  à  nn  Mémoire  intitulé  «  Recherches 
sur  la  valeur  théoricpe  de  Facoélération  du  UM^ren  mouvement 
de  la  I.ane  en  longitude,  produit  par  le  changement  de  TeTceu- 
tricité  de  l'orbite  de  la  Terre  ».  «. 578-599). 

Glaisher  <  /.-  IF'.-Z.  .  —  Note  sur  la  méthode  des  moindres  carrés. 
(600-614.)- 

Sang  f  £*.).  —  Noie  sur  le  calcul  de  la  forme  des  objectifs  astro- 
nomiques. (614-619)- 

Tempel  (  Jf.\  —  Note  sur  la  nébuleuse  des  Pléiades.  (622-693  )• 

M.  Tempd  doone  odc  descriptioo  ci  on  dessia  de  la   nébolease  Toisiae  de 
Mérope. 

GUI  {D>).  —  Observations  de  la  comète  I  de  1880  (grande  comèlff 
australe ))  faites  au  Cap  de  Bonne-Elspérancc.  (623-627). 

TViedemann  [E],  —  Noie  sur  une  méthode  propre  à  déterminer 
la  pression  sur  la  surface  solaire.  (627-628'^. 

M.  Wicdemaon  propose  de  déduire  relie  pression  du  diamètre  des  anneaux  de 
Newton,  produits  par  l'une  des  lignes  brillantes  d'une  protubéranee  solaire. 

G.  R. 


The  OBSERVATORY,   a   Montulv   Review  or  Asthonoxt,  ediied    bv   W.- 
H.-M.  Christiê.  —  Londres,  in-8'  (  »  ». 

Tome  III;  avril  1879-décenibre  1880. 

Kélmoa  uf  la  Société  Astronomioue  de  Londres  le  9  avril  iB^p. 
(  i-io  ). 

Dinrussion  entre  lord  Lindsay  e!  M.  Conimon  sur  les  avantap:es  eo  m  parés  des 
lunettes  cl  drs  télescopes  el  sur  la  manière  de  monter  et  d'argentcr  les  miroirs. 


.  '  )  \<Mr  ftullt'iin.   III,.  7>i. 
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*  Schmidt  (J.'F.'J,).  —  Carte  de  la  Lune.  (10-17).  [^'  Birmin- 
gham]. 

Birt  {R.'W,),  —  Noie  sur  un  glissement  de  terrain  dans  Platon. 

(17.20). 

Il  s'agit  d'un  glissement  de  terrain  visible  à  Textrémité  est  du  cratère  de  Pla- 
ton et  dont  l'apparence  aurait  quelque  peu  changé  depuis  qu'il  a  été  décrit  pour 
la  première  fois  en  1866,  par  M.  T.-W.  Webb. 

Denning  {W.-F.).  —  Notes  sur  les  météores  de  mai.  (21-22). 

Chambers  (  G.-F,).  —  Lettre  relative  à  la  diffamation  de  l^amiral 
Smyth  par  M.  Sadler  (23-24)» 

L'auteur  critique  énergiquement  M.  Sadler  et  la  conduite  du  Bureau  de  la  So- 
ciété Astronomique;  il  pense  que  les  Membres  de  la  Société  doivent  intervenir. 

D*Abbadie  (A.).  —  Note  sur  les  observations  d'étoiles  doubles 
faites  à  Poulkova.  (24-i5). 

Tebbutt  (J')'  —  Remarques  sur  la  conjonction  de  Mars  et  de  Sa- 
turne qui  sera  observée  le  3o  juin  1879.  (26). 

Plummer  (/.-/.).  —  Lettre  sur  les  conditions   de  visibilité  de 
Mercure  projeté  sur  la  couronne  solaire.  (27-28). 

Le  professeur  Langley  a  observé  le  phénomène  par  le  ciel  très  pur  des  mon- 
tagnes; il  a  été  vu  à  Orwell  Park  par  un  léger  brouillard. 

*  Lœwy  (M,)  et  Stephan  {E,).  —  Détermination  des  différences 
de  longitude  de  Paris,  Marseille  et  Alger.  (28). 

*  Smyth  (Piazzi).  —  Sur  l'illumination  des  tubes  de  Geissler 
dans  le  sens  de  leur  longueur.  (29). 

Schulze.  —  Éphéméride  de  la  comète  périodique  de  Brorsen  en 
juin  1879.  (3o). 

Memoranda  astronomiques  pour  juin  1879.  (3i-32). 

RéuiniON  DE  LA  Société  Astrokomique  de  Londres  le  9  mai  187g. 

(33-4«). 

Le  Conseil  de  la  Société  Astronomique  propose  une  motion  de  blâme  contre 
M.  Sadler  pour  ses  attaques  injustes  et  diffamatoires  à  la  mémoire  de  l'amiral 
Smyth;  cette  motion  est  adoptée  après  une  vive  discussion  à  laquelle  prennent 
part  MM.  Chambers,  Airy,  Ranyard  et  Pritchard. 

I^  séance  continue  par  les  lerlur^^  reproduites  dans  les  Monthly  \otices. 


V»  SJECONDE  PARTIE. 

Draper  (/.-C).  —  Sur  les  lignes  noires  de  l'oxjrgène,  observées 
dans  la  partie  du  spectre  solaire  moins  réfrangîble  que  G.  (46- 
5o). 

Les  conclusions  de  M.  Draper  sont  les  suivantes  : 

I"  La  région  du  spectre  solaire  comprise  entre  4^17  et  4319  de  longueur  d'onde, 
et  considérée  comme  lignes  brillantes  de  Toxygènc,  n'est  pas  aussi  brillante  que 
les  autres  régions  lumineuses  immédiatement  voisines. 

3*  I<e  spectre  solaire  montre  quelques  faibles  lignes  noires  dans  la  région 
entre  4^17  et  4^19  de  longueur  d*ondc. 

3"  L'oxygène  est  la  substance  qui  peut  produire  des  lignes  noires  dans  cette 
région;  on  doit,  par  conséquent,  attribuer  leur  présence  à  Taction  de  cet  élé- 
ment. 

Sawver  {E ,'F .). —  Observations  de  Mira  Ceti  hiies  à  Cambridge 
(U.  S.)  pendant  son  maximum  de  1878.  (5o-52). 

L'accroissement  de  lumière  a  été  très  rapide;  l'étoile  a  passé  de  la  5*  à  la 
3*  grandeur  en  huit  jours. 

Corder  (//.).  —  Phénomènes  météorologiques  observés  de  janvier 
à  mai  1879.  (52-53). 

Gfedhitl  (J.),  —  Etoiles  doubles  à  observer  en  juin.  (53-54V 

Denning  {U\-F,),  — Notes  sur  les  météores  de  juin.  (55-56). 

Voung  (C'A.),  —  Spectre  de  la  comète  de  Brorsen.  (56-57). 

Le  spectre  se  comprise  des  trois  bandes  du  carbone  ayant  pour  longaenr» 
d'onde  4^>8>  ^»7  t*t  558. 

Air  y  (C-B,),  —  Lettre  sur  la  méthode  des  moindres  carrés.  (37- 
59). 

L'Astronome  Royal  prend  la  défense  de  la  méthode  des  moindres  carrés  contre 
Le  Verrier,  qui  l'avait  attaquée  devant  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  l^ 
Lettre  est  datée  du  5  février  1S75. 

IlenKcn  (CV  —  Lcllre  relative  à  la  diiTamalion  de  Tamiral  SniUht 
par  M.  Sadier.  {  59-60). 

*  \iesten,  —  Recherches  sur  la  couleur  des  étoiles  doubles.  {60' 
6i). 

*  Ohser\'atoire  de  tf  ashington.  —  Observations  de  1 875.  ^61-62)- 

*  Ohsen'o foire  de  Greemvtch.  —  Observations  de  1876.  <  62-63  >• 
Memor^.noa  astronomiques  pour  juillet  1879.  (63-64^ 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  5; 

UÊufiiom  DE  LA  Société  Â.strod(omique  de  Londres,  le  i3  juin  1879. 
(65-79). 

Importante  discussion  entre  M.  Draper  et  MM.  Ranyard,  Christie,  Gladstone, 
lluggins  et  Capron  relativement  aux  photographies  du  savant  physicien  amt^ri- 
cain  et  à  la  découverte  de  la  présence  de  l'oxygène  dans  le  Soleil.  Tous  les  ora- 
teurs ont  rendu  justice  aux  soins  apportés  par  M.  Draper  à  ses  recherches,  mais 
plusieurs  d'entre  eux,  M.  Huggins  par  exemple,  ne  se  sont  pas  déclarés  con- 
vaincus. 

Darwin  (G.-I/.).  —  Notes  sur  la  théorie  des  marées  et  les  évolu- 
tions des  satellites  des  planètes.  (79-84)* 

Johnson  (S.-J.).  —  Note  sur  Toccultation  d'Antarès  le  a8  juillet 
1879.  (84-86). 

Gledhill  (/.).  —  Étoiles  doubles  à  observer  en  juillet.  (86-88). 

Denning  (IV.'F.).  —  Notes  sur  les  météores  de  juillet.  (88-90). 

iJommon  i^A.-A.^,  —  La  première  comète  périodique  de  Tempel. 

iianyard{A,'C,).  —  Qu'est  la  chromosphère?  (92-93). 

L'usage  a  donné  le  nom  de  chromosphère  à  la  partie  de  l'atmosphère  incan- 
descente du  Soleil  que  l'on  peut  voir  au  spectroscope  en  l'absence  d'une  éclipse 
lotale. 

*    Dunkin  {E,)»  —  Notices  nécrologiques  des  astronomes.  (9^- 

95). 

*"    Observatoire  royal  de  Greenwich.  —  Rapport  annuel  sur  la 
période  de  mai  1878  à  mai  1879.  (95-98). 

Schmidt  (J.-F.-J,). —  Les  taches  solaires  et  les  protubérances. 
(98-100). 

^IcMonAADA  astronomiques  pour  août  1879.  (101-102). 

^Givyer  (E.'F,),  —  Les  météores  du  12  au  26  avril  1879.  (io3- 

io5). 

I^  point  radiant  de  ces  météores,  dont  la  période  parait  être  de  vingt-sept  ans, 
«•l  qui  sont  en  relation  avec  la  comète  I  de  186 1,  est  ta  Lyre. 

^ankoly  (N,  de),  —  Observations  spectroscopiques  de  la  comète 
de  Brorsen,  faites  en  1879  à  0-Gjalla.  (103-107). 
Le  spectre  se  compose  de  trois  bandes  voisines  de  celles  de  la  flamme  bleue  du 

tu*r  At*   Riin«<*n. 
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Arcimis  (A, -T.).  —  Conjonction  de  Mars  et  de  Saturne,  observée 
à  Cadix  le  3o  juin  1879.  (107-108). 

*  Pritchard.  —  The  fZ/iiVer^i/;^....  Observatoire  de  l'Université 
d*Ox.ford.  Rapport  du  professeur  Savilien  au  Comité  des  visi- 
teurs; année  1878- 1879.  (108-11 2). 

Le  MAGifÉTisME  terrestre  et  les  lâches  solaires.  (ii2-ii4)* 

Gledhill  (J.).  —  Etoiles  doubles  à  observer  en  août,  (i  i4'ii6). 

Denning  {fV,-F,),  —  Notes  sur  les  météores  d*août.  (116-117). 

Maunder  (E.'fV,).  —  Les  lignes  brillantes  de  Toxygène  dans  le 
spectre  solaire.  (118-1 20). 

Les  observations  de  M.  Draper  ne  paraissent  pas  prouver  que  les  espaces  lu- 
mineux qu'il  identifie  avec  les  lignes  de  l'oxygène  soient  réellement  des  lignes 
brillantes. 

Dreyer  {J.-L.-E,).  —  Note  sur  le  point  radiant  de  la  comète  I  de 
1870.  (120). 

Le  point  radiant  de  la  Comète  est  27"» 9  +  4^*»  4»  probablement  identique  avec 
le  point  radiant  Sa**  H-  53"  signalé  par  M.  Denning. 

*  UAbbadie,  —  Instruments  à  employer  en  voyage  (Bulletin  de 

la  Société  de  Géographie.  Paris,  1879).  (121). 

*  Barker  (G.-F.),  —  Spectroscopic Observations  spectrosco- 

piques,  faites  pendant  Téclipse  de  Soleil  de  1879  (Amer,  Jour 
nal,  févr.  et  avril  1879).  (122). 

Tacchini  (P ,),  —  L'Observatoire  du  moût  Etna.  (i23). 

Les  construciions  à  élever  à  la  Casa  Inglese^  à  une  altitude  de  Sooo*,  comme 
coront  en  1^79.  L'Observatoire  sera  pourvu  d'un  équatorial  de  o*,  35  d'ouvei*^ 
turc.  Le  ciel  de  l'Etna  esl  iras  favorable  aux  recherches  de  Speclroscopie. 

Kdstner,  —  Eléments  paraboliques  de  la  comète  de  Swift.  (124) 
Memouanda  astronomiques  pour  septembre  1879.  (125-126). 
Denning  {JÏ\'F.),  —  Dates  des  chutes  de  bolides.  (127-132). 

f^a  chute  des  bolides  se  répartit  très  inégalement  entre  les  divers  mois   d^ 
l'année,  ainsi  que  le  montre  le  Tableau  suivant,  dressé  par  M.  Greg  : 

Nombre  de  bolides  dans  les  divers  mois. 

Janvier .;t39  Mai i63  Septembre....  373 

Février 17  j  Juin 17J  Octobre 293 

Mar-i ift«S  Juillei 287  Novembre 35i 

Avril •3'|  \oiU 77*»  Décembre 789 
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Dans  chaque  mots,  les  principales  dates  de  chute  sont  : 

Janvier i  Juillet 25-3o 

Février 7  Août 7-13 

Mars Septembre..  1-7 

Avril 11-12,  19-ao  Octobre.... 

Mai Novembre..  11-15,19,27. 

Juin Décembre.,  ii-ia,  21 

Saivjyer  {E.-F,),  —  Nombre  moyen  des  éloiles  filantes  observées 
aux  différentes  époques  de  Tannée.  (i33-i35). 

JLedg€r{E,).  —  Catalogue  des  observations  ou  observations  sup- 
posées du  passage  de  la  planète  intra-mercurielle  ou  d'autres 
corps  devant  le  Soleil.  (i35-i38). 

La  liste  de  M.  Ledger  comprend  vingt-quatre  observations  de  cette  espère, 
faites  de  1761  à  i865;  elle  est  donc  plus  complète  que  celles  de  R.  Wolf  (1869), 
Carrington  (1860)  et  Le  Verrier  (1867). 

Draper  {J.-W.),  —  Sur  une  nouvelle  forme  de  spectromètre  et 
sur  la  distribution  de  la  lumière  dans  le  spectre.  (i38-i4^)« 

La  méthode  de  mesure  employée  par  M.  Draper  consiste  à  faire  disparaître  la 
lumière  de  la  région  considérée  du  spectre  à  l'aide  d'une  lumière  d'intensité 
constante,  dont  la  distance  à  la  dernière  face  du  prisme  est  variable.  Les  résul- 
tats trouvés  sont  les  suivants  : 

I*  Dans  le  spectre  prismatique,  l'intensité  de  la  lumière  augmente  d'une  ma- 
nière continue  du  violet  extrême  au  rouge.  Ce  résultat  est  dû  au  mode  particu- 
lier de  dispersion  d'un  prisme. 

2*  Dans  le  spectre  d'un  réseau,  l'intensité  est  constante  dans  toute  la  portion 
visible  du  spectre. 

Une  partie  de  ces  résultats  est  incontestablement  due  à  l'action  de  l'œil. 

^éedhill  (•/.).  —  Étoiles  doubles  à  observer  en  septembre.  (i4^" 

i44). 

^^nning  {tt\'F,),  —  Notes  sur  les  étoiles  filantes  de  septembre. 

<i44-«47)- 

^  £^kwood  {D,),  —  Note  sur  le  satellite  intérieur  de  Mars.  (147- 
«48). 

■  ^"^cimis  (A,),  Capron  (/.-/?.),  Gros^^er  (C)  et  Penrose  {F.-C). 
—  Notes  sur  roccullation  d'An  tarés  le  28  juin   1879.(148-150). 

^^^pron  {J.'Rand),  —  Changemenls  survenus  dans  une  lâche  so- 
l^irr  du  '>.8  juin  au  .">  juillef  iHjp.  (  i5o-i.m). 
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Haut  (  G.).  —  Note  sur  le  diamètre  du  disque  apparent  d'une  étoile. 
(i5i-i53). 

M.  Hunt  croit  pouvoir  déduire,  de  la  formule  qui  donne  le  diamètre  du  pre- 
mier anneau  obscur  de  diffraction  d'une  étoile,  que  le  disque  des  étoiles  de  toutes 
les  grandeurs  doit  être  le  même.  L'éditeur  fait  observer  que  c'est  une  erreur. 

*  Peckham  (S^-F,).  —  Fall  of  a Chute  d'un  bolide  le  lomai 

1879,  dans  rttat  d'Iowa  {^American  Journal^  1879,  july).  (i53- 

i54). 

*  Winnecke, —  Rapport  sur  les  travaux  de  l'Observatoire  de  Stras- 
bourg en  \^'j%{Viert€ljahrsschriftderAstr.  GeselUch,,  1878). 
(i54). 

Notice  nécrologique  sur  Thomas  Maclear.  (i54-iJ>5). 

Notice  nécrologique  sur  Lamont.  (i5j). 

^  w     ,  lit" 

Memoranda.  astronomiques  pour  octobre  1879.  (i55-i56).    " 

Konkoly   {N.  de),   —    Observations   spectroscopi'ques  d'étoiles* 
filantes.  (i57-i58). 

Les  spectres  sont  continus  avec  quelques  lignes  brillantes. 

Kirkivood  {D.).  —  Notes  sur  les  bolides  observés  aux  États-Ui*'  ^ 
du  i**"  avril  1879  au  3i  mars  1880.  (i58-i66). 

Common  {A, -A.).  —  Description  de  son  télescope  de  3  pie^  ^ 
d'ouverture.  (167-169). 

Gledhill  {J,), —  Etoiles  doubles  à  observer  en  octobre.  (169-170 

Denning  (JV,'F.).  —  Notes  sur  les  météores  d'octobre.  (170-172"! 

Pujaron  (C).  —  Observation  de  l'éclipsé  de  Soleil  du  18  juille 
1879,  faite  à  l'Observatoire  de  Cadix.  (174)- 

Pritchett  (C-JV.),  —  Observations  de  la  tache  rouge  de  Jupiter «i- 
faites  en    1879  à  l'Observatoire  de   Glasgow  (Missouri).  (174^ 

.78). 

Russel  (II,-C.).  —  Notes  explicatives  sur  une  sorte  d'ombre  vue- 
sur  la  Lune  le  21  octobre  1878.  (178-180). 

Versanunlung —   Réunion  de  la  Société  Astronomique  à 

Berlin,  du  5  au  8  septembre  1879  [M.  L.  H].  (i8o-i8i). 
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*  Valdo  {Léonard), —  The  /^orZ-fFor^A.... Rapport  sur  Texpédi- 
tion  envoyée  à  Forl-Worth  pour  l'observation  de  l'éclîpse  so- 
laire du  29  juillet  1878.  (182-184). 

Observatoire  de  Poulkova,  —  M.  Struve  a  commandé  à  Alvan 
Clark  un  objectif  de  3o  pouces  anglais  de  diamètre  ;  le  prix  est 
fixé  a  160000*^''.  (i85). 

Chandler  (S.-C,)»  —  Éléments  et  éphéméride  de  la  comète  d  de 
1879  (comète  Palisa).  (i85). 

Marth{A,).  —  Éphéméride  des  satellites  de  Mars  et  de  Saturne 
pour  1879.  (185-187). 

Memobanda  astronomiques  pour  novembre  1879.  (187-188). 

Downing  {A.-M.-W.),  —  Note  sur  la  détermination  de  la  paral- 
I«pi  horizontale  du  Soleil  d'après  les  déclinaisons  de  Mars,  ob- 
serrées  à  Leide  et  à  Melbourne  pendant  l'opposition  de  1877. 
(189-190). 

La  combinaison  de  ces  observations  donne 

-K  —  8",  960  ifc  o'ioSi. 

Les  observations  analogues  faites  en  i86a  ont  donné  à  M.  Winnecke  8",  96  et 
à  M.  Stone8%94. 

-^edger  {£,).  —  Les  éclipses  des  satellites  de  Mars.  (191-193). 

Les  éclipses  du  satellite  intérieur  durent  environ  cinquante-trois  minutes;  celle 
cin  satellite  extérieur  quatre-vingt-quatre  minutes. 

C^nkoly  (N.  de),  —  Observations  spectroscopiques  de  la  comète  d 
de  1879  (comète  de  Palisa).  (193-195). 

^^zrquhar  {H,),  —  L'éclat  et  la  distribution  des  étoiles (I"  Partie). 
^195-200). 

'£^dhill{J,),  —  Étoiles  doubles  à  observer  en  novembre.  (200- 
taoi). 

^^ Mining  (Jf','F,),  —  Notes  sur  les  météores  de  novembre.  (201- 
^04  ). 

^G^ning  {Jf\'F,).  —  Le  point  radiant  de  la  comète  I  de  1870. 
(ao5). 
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Gledhill  (/.). —  Aspect  de  Jupîler  en  septembre  1879.  (ao5). 

La  tache  rouge  est  toujours  visible. 

Dennett  (/'.).  —  Observations  de  la  tache  rouge  de  Jupiter  en 
août,  septennbre  et  octobre  1879.  (206-207). 

*  Green,  —  Observalions,.,.  Observations  de  Mars,  faites  à  Ma- 
dère en  1877  {Memoirs  of  the  R.  Astronomical  Society, 
vol.  XLIV).  (208-209). 

*  YarnalL  —  Washington  Catalogue.,,,  Catalogue  d'étoiles  de 
Washington.  2*  édition  (i  vol.  in-4**:  Washington.  1879).  (209- 
210). 

*  Hall  (A,).  —  Motion  of.,,.  Mouvement  des  satellites  de  Saturne 
{Astronomische  Nachrichteny  n**  2263).  (210-212). 

*  Astronomical  Society.  —  Memoirs  of....  Mémoires  de  !•  So- 
ciété Astronomique  de  Londres,  vol.  XLIV  (i  vol.  in-4";  Lo"*' 
dres,  1879).  (2i3-2i5). 

Marth  {A,).  —  Éphéméride  des  satellites  de  Mars  et  de  Saturne 
en  novembre  187g.  (216-217). 

Mrmoramdà  astronomiques  pour  décembre  1879.  (217-218). 

Réumion  de  i.A  Société  Astronomique  de  Londres  le  14  noveitt*-^ 
1879.  (219-234). 

Tisserand  {F,),  —  Note  sur  le  mouvement  d'Hypérion.  (2^ 
236). 

Drett  (y.).  —  La  grosse  tache  de  Jupiter.  (236-238). 

C'est  une  description  de  la  tache  rouge  de  Jupiter  et  une  dissertation  sur 
nature  probable. 

Corder  {H,). —  Notes  sur  des  taches  blanches  qui  se  sonlmontré^^ 
sur  les  bandes  de  Jupiter  du  24  octobre  au  1 1  novembre  187 
(238-239). 

Ces  taches  ont  un  mouvement  propre,  rapide  par  rapport  à  la  tache  rouge. 

Farquhar{H,).  —  I/éclat  et  la  distribution  des  étoiles  (II* Partie* 

(240-9.45  ). 
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GledhiU{J.)*  —  Etoiles  doubles  à  observer  en  décembre.  (24^- 

246). 

Denning  (fV,~F.),  —  Notes  sur  les  météores  de  décembre.  (246- 

^49)- 
Backhouse  {T,'fV,).  —  La  tache  rouge  de  Jupiter.  (aSo-aoi). 

Ledger  {£.).  —  Note  sur  les  passages  d'une  planète  intra-mer- 
curielle.  (aSi-aSa). 

Haase  {Zeitschri/t  fur  Astronomie)  donife  des  passages  plus  nombreux  que 
ceux  qu'a  indiqués  M.  Ledger  à  la  page  i35  du  présent  Volume  de  VObservatory  ; 
l'auteur  pense  que  les  observations  se  rapportent  à  des  taches  solaires. 

*  Gould.  —  Uranometria  Argentina Uranométrie  Argentine 

(i  vol.  in-4*';  Buenos-Avres,  1879).  (252-254). 

*  Vaughan,  —  On  the  origine Leçon  sur  Torigine  des  asté- 
roïdes (Popular  Science  Monthlv,  1879).  (254-256). 

*  Nautical  Almanac  for  i883.  (256-257). 

Le  Nautical  pour  i883  renferme  des  positions  de  la  Lune,  calculées  d'après  les 
corrections  faites  par  M.  Newcomb  aux  Tables  de  Hansen. 

J^arth  (^.). —  Éphéméride  des  satellites  de  Mars  et  de  Saturne 
pour  décembre  1879.  (207-258). 

Héuniom  de  la.  Société  Asteonomique  de  Londres  le  12  décembre 
1879.(259-270). 

oung  (C'A.).  —  Observations  des  satellites  de  Mars^  faites  à 
Princeton  (U.  S.)  en  octobre  et  novembre  1879.  (270-271). 

oung  (C'A.),  —  Note  sur  la  ligne  b  du  spectre  solaire.  (271- 
27»). 

à^  et  b^  sont  des  lignes  doubles. 

» 

ledger  (E.).  —  Utilisation  de  Faction  des  marées.  (272-274). 
fiCirkwood  (D.).  —  Les  étoiles  filantes  du  i3-i4  novembre.  (274- 
275). 

Les  Léonides  ont  été  très  nombreux  en  1879;  ils  avaient  aussi  été  nombreux 
«sn  1846.  Il  parait  donc  que  l'anneau  météorique  de  novembre  renfermerait 
d'aolres  amas,  à  période  de  trente-trois  ans,  que  celui  que  la  Terre  a  rencontré 
en  i833  et  1866. 

Giedhill  (J.).  —  Étoiles  doubles  à  observer  en  janvier.  (275-276). 
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Denning  {IV.-F.).  —  Notes  sur  les  météores  de  janvier.  (276- 

P.78). 

Plnmmer  (J.-L).  —  Apparence  des  comètes  de  1879.  (278-279). 

Le  Doyau  de  la  comète  de  Palisa  est  devenu  faible  et  diffus  à  Tépoque  du  pas- 
sage de  Tastre  au  périhélie.  Ce  cas  est  aoalogue  i  celui  de  la  comète  d'Enckeen 
1871-73. 

Gledhill  (•/.).  —  Jupiter  en  1869  et  1879.  L'ellipse  et  la  tache 
rouge.  (279-282). 

Une  tache  elliptique,  très  voisine  de  la  bande  équatoriale  sud,  a  été  observée 
à  Halifax  (Observatoire  de  M.  Crossley)  de  novembre  1S69  à  février  1870;  est- 
eilc  identique  à  la  tache  rouge  actuelle?  La  Note  de  M.  Gledhill  est  accompagnée 
d'un  dessin  de  Jupiter  en  1870. 

Ilolden  {A, -P.).  —  La  grande  tache  de  Jupiter.  (282-283). 
La  tache  actuelle  parait  en  relation  avec  celle  de  1869. 

Johnson  (5.).  —  Tache  de  Jupiter  en  1792.  (283). 

Schrôter  a,  en  1793,  observé  une  tache  obscure  ronde  sur  Thémisphére  sud  à^' 
Jupiter. 

Pritchard  (C).  —  Note  sur  le  diamètre  photographique  de  la 
Lune.  (283-285). 

*  Burnham.  —  The  Lick —  L'Observatoire  Lick,  sur  le  mont 
Hamilton  (i  broch.  in-4°;  Chicago,  1879).  (286). 

*  Houzeau  et  Lancaster.  —  Bibliographie  générale  de  l'Astro- 
nomie (vol.  in-8;  Bruxelles,  1879...).  (287). 

MEMonANnA  astronomiques  pour  janvier  1880.  (287-290). 

Rélniow  de  la  Société  Astronomique  de  Londres  le  9  janvier 
1880.  (29i-3o3). 

Discussion  entre  MM.  Huggins,  Ranyard  et  R.  Capron  sur  les  spectres  photo- 
graphiques des  étoiles. 

Clark  {J.-Ed,),  —  Notes  sur  le  bolide  détonant  observé  daD5 
le  Yorkshire  le  24  février  1880  (I"  Partie).  (3o3-3o9). 

*  Crossley {E.),  Gledhill{J.)  et  Wilson  {M,).  — A  Handbook,,.* 
Catalogue  d'étoiles  doubles  à  Tusage  des  amateurs  (1  vol.: 
Londres,  1*879)  [E.  Dunkin].  (3o9-3i2). 

Cnpron  {J,'Rand),  —  Anrorœ:  their  chnracters Les  an- 
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rores;  leurs  caractères  et  leurs  spectres  (i  vol.;  Londres,  1879). 
fn.  Pratt].(3i2-3i4). 

Common  {A.),  —  Photographies  de  Jupiter.  (3i4)' 

La  Note  très  courte  de  M.  Common  est  accompagnée  de  la  reproduction  pho- 
tographique de  vues  de  Jupiter,  obtenues  le  3  et  le  8  septembre  1879  avec  son 
miroir  de  36  pouces.  La  première  donne  une  impression  nette  de  la  tache  rouge. 

Gledhill  {J.),  —  Étoiles  doubles  à  observer  en  février.  (3i4-3i5). 
Denning  (ÎV.-F,).  —  Notes  sur  les  météores  de  février.  (3 16). 

Tebbutt  («/.).  —  Occultations  d'étoiles  brillantes  observées  à 
Windsor  (N.  S.  W.)  de  1875  à  1879.  (317). 

Pritchett  (C-ÎV.),  —  Mouvement  de  la  tache  rouge  de  Jupiter. 

(3i7-3i8). 

La  tache  parait  à  l'auteur  avoir  un  mouvement  en  longitude  et  un  mouvement 
en  latitude. 

Dennett  (F,-C.).  —  Notes  sur  quelques  taches  observées  sur  Ju- 
piter en  1878  et  1879.  (3i8-32o). 

Neison  {E.),  —  Sur  le  demi-diamètre  de  la  Lune.  (321-323). 

Brett  («/.).  —  Remarques  sur  les  discussions  trop  vives  des  der- 
nières réunions  de  la  Société  Astronomique.  (323-325). 

*  Perrier  et  Ibanez,  —  Jonction  géodésique  de  l'Espagne  et  de 
l'Algérie  {Comptes  rendus  des  séances  de  l^ Académie  des 
Sciences  de  Paris  y  t.  LXXXIV).  (326-327). 

*  Todd  {D,-P,),   —  Solar  parallax La  parallaxe  solaire 

déterminée  par  la  vitesse  de  la  lumière  {American  Journal  y 

1879,  january).  (327-328). 

Memoramoa  astronomiques  pour  février  1880.  (329-33o). 

Réumiom  de  la  Société  Astronomique  de  Londres  le    i3  février 

1880.  (331-337). 

Clark  (J.-Ed.),  —  Note  sur  le  bolide  détonant  observé  dans  le 
Yorkshire  le  24  février  1880  (IP  Partie).  (337-343). 

Uerschel  {A. -S,),  —  Note  sur  les  bolides  des  23-24  septembre 
1876  et  1879.  (343-347). 

RuU,  des  Sciences  math.,  a*  Série,  t.  V.  (AwH 
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Smvjer  (i?.-/.).  —  Les  étoiles  filantes  de  décembre  qui  ont  leur 
point  radiant  dans  les  Gémeaux.  (347-34;). 

Oliver  (S. -P.)  —  Un  monument  à  élever  à  Halley.  (348-35o). 

*  Giberne  (Miss  A.).  —  Sun,  Moon —  Le  Soleil,  la  Lune  et  les 
étoiles;  Astronomie  pour  les  enfants  (i  vol.;  Londres,  1880) 
[E.  Dunkin],  (35i-352). 

Gledhill  (J,).  —  L'étoile  double  S  347  est  une  étoile  variable  à 
longue  période.  (352-353). 

Gledhill  (/.).  —  Étoiles  doubles  à  observer  en  mars.  (353-354). 

Denning{}V.-F,).  —  Notes  météoriques  pour  mars.  (354-355). 

Kirkwood  {D,),  —  Les  étoiles  filantes  du  i3-i4  novembre  1879. 
(355-356). 

Denning  (IV.-F.),  —  Neuf  étoiles  peuvent  être  observées  dans  le 
trapèze  d'Orion  avec  un  miroir  de  12  pouces.  (356-358). 

*  Pickering,  —  Report  for.,..  Rapport  sur  les  travaux,  de  l'Ob- 
servatoire d'Harvard  Collège  en  1879.  (359-36o). 

Memoranda  astronomiques  pour  mars  1880.  (36i-362). 

Réunion  de  la  Société  Astronomique  de  Londres  le  12  mars  1880. 
(363-373).      . 

Pratt  (//.).  —  Remarques  sur  la  prétendue  formation  d'un  nou- 
veau cratère  dans  la  région  nord  d'Hyginus,  signalée  par  M.  Klein. 

(373-377). 

Des  observations  nombreuses  faites  en  1878  et  1879  ont  montré  à  M.  Prall 
qu'aucun  nouveau  cratère  n'existait  dans  celte  région  et  qu'on  ne  pouvait  y 
trouver  qu'une  très  légère  dépression,  de  forme  complexe  et  très  difficile  à  bien 
voir. 

Gledhill  i^J.).  —  Appel  aux  amateurs  qui  possèdent  des  lunettes 
de  large  ouverture.  (377-382). 

M.  Gledhill  propose  aux  astronomes  amateurs  d'observer  une  série  d'étoiles 
doubles  difficiles  à  séparer;  la  plupart  sont  prises  dans  les  Catalogues  de  Struve 
ou  de  Burnham. 

Gledhill  {J.),  —  Étoiles  doubles  à  observer  en  avril.  (38-.i-383). 
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Denning  {W,-F,),  —  Notes  sur  les  étoiles  filantes  d'avril.  (383- 
384). 

Janisch  {IIudson-R,).  —  Notes  sur  la  grande  comète  de  Thémi- 
sphère  austral.  (383). 

Penrose  (F.-C).  —  Courbure  dans  la  trajectoire  d'un  bolide. 

(386-387). 

Swift  (L,),  —  Note  sur  la  rédaction  des  dépêches  astronomiques. 
(38-). 

*  Pickering,  —  An  nais  o/....  Annales  de  l'Observatoire  d'Har- 
vard Collège.  Tome  XI  [1  vol.  in-4**;  Cambridge  (U.  S.),  1879]. 

(387-390). 

Hind  et  Finlay,  —  Orbite  de  la  grande  comète  australe.  (390). 

Les  orbites  calculées  par  iM.  Hind  ou  par  M.  Finlay  offrent  une  grande  res- 
semblance avec  l'orbite  de  la  grande  comète  de  iS^S. 

Davidson  (G,).  —  Notes  sur  l'éclipsé  solaire  du  1 1  janvier  1880. 
(39')- 

Les  observateurs  ont  en  vain  cherché  Vulcain. 

*  Adams,  —  Cambridge  Observations Observations  faites  à 

Cambridge  de  1861  à  i865.  T.  XXI  (i  vol.  in-4°;  Cambridge, 

1879).  (392). 

Memoranda  astronomiques  pour  le  mois  d'avril  1880.  (393-394). 

Réunion  de  la  Société  Astronomique  de  Londres  le  9  avril  1880. 
(390-408). 

Discussion  entre  M.  Chambers  et  le  Président  sur  l'opportunité  de  soumettre 
le  Règlement  intérieur  de  la  Société  à  une  revision  générale.  Le  conseil  a  ajourné 
la  proposition;  mais  M.  Chambers  se  propose  de  la  reproduire. 

Burnham  {S.-IV.),  —  Notes  sur  quelques  étoiles  doubles.  (4o8- 
409). 

Kirkwood  {D.),  —  La  Cosmogonie  de  Laplace.  (409-412). 

Après  un  examen  de  la  Cosmogonie  de  Laplace,  M.  Kirkwood  arrive  aux  con- 
clusions suivantes  : 

1*  L'hypothèse  de  Laplace  n'explique  pas  l'immense  intervalle  qui  existe  entre 
1rs  orbites  des  planètes. 

j»  Dans  celte  hypothèse,  la  période  nécessaire  à  la  formation  d'une  planète  au 
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niuyen  d'un  anneau  île  matière  cosmique  est  plus  long^ue  que  l'âge  probable  du 
système  solaire. 
3*  La  théorie  de  Laplace  n'explique  pas  la  formation  des  satellites. 

Gledhill  (•/.).  —  Éloîles  doubles  à  observer  en  mai.  (4i2-4i5). 

Denning  {ll\-F.u  —  Noies  sur  les  étoiles  filantes  de  mai.  (4i3- 
4i5). 

Terby  (Z'.).  —  Remarques  sur  les  taches  de  Mars  et  annonce  d'un 
nouveau  Mémoire.  (4 16). 

Trouvelot  (L.).  —  Notes  sur  les  taches  brillantes  de  Vénus.  (4' 7" 

418). 

M.  TrouTelot  annonce  une  discussion  des  observations  qu'il  a  faites  sur  Vénus 
depuis  1875. 

Cance  (J.-L.-M.).  —  Note  sur  la  nébuleuse  des  Pléiades.  (4 18). 
Ai'rr  (G.-B.).  —  L'accélération  séculaire  de  la  Lune.  (419-490). 

*  Cornu.  —  Limite  ultra-violette  du  spectre  solaire  (Comptes 
rendus  des  séances  de  r Académie  des  Sciences  de  Paris, 
t.  LXXXVII  et  LXXXIX).  (4^0-421). 

*  Draper  (//.).  —  Photographies  o/....  Photographies  du  spectre 

des  étoiles  (American  Journat,  1879,  december).  (421-422). 

Gould  (B.-A.).  —  Observations  de  la  grande  comète  de  Thémi- 
sphère  austral.  (  ^22-4*^3^ 

Notice  nécrologique  sur  Ragookatha  Chaut.  (423-424 )• 

Ra^oonalha  Chary  était  depuis  Ircntc-six  ans  attaché,  en  qualité  d'assistant, 
à  l'Observatoire  de  Madras:  il  laisse  un  très  grand  nombre  d'observations  méri- 
diennes. C'était  un  observateur  habile  et  un  calculateur  très  exercé. 

Iloletschek  (J.)  et  Zelbr  (A^).  —  Eléments  et  éphéméride  de  la 
comète  I  de  1880.  (424-4'^^)- 

Memorakda  astronomiques  pour  mai  1880.  (425-426). 

Réumoîj  de  la  Société  Astronomique  de  Londres  le  14  mai  1880. 
(427-439). 

Fortes  (G.).  —  Les  comètes  cl  les  planètes  ultra-neptuniennes. 
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Si  Ton  range  les  comètes  pour  lesquelles  des  orbites  elliptiques  ont  été  cal- 
culées d'après  Tordre  de  leurs  distances  aphélies,  on  forme  le  Tableau  suivant  : 


Tableau  des  distances  aphélies  des  comètes  elliptiques. 


Distances 

Comètes.  aphélies. 

Encke 4*1  \ 

Pons 4,8 

1844,  I ^,0 

1743,  1 5,3 

1766,  II 5,5 

1819,  III 5,5  \ 

Brorsen 5,6 

I^xell 5,7 

1856,  111 5,7 

D*Arrest 5,7 

Faye 6.0 

Biela 6,2  / 

1783,1 7»8 

i8i6,  VI 9,4 

i858,  1 11,0 

1866,1 16,8 

i863,  V 27,6 


Comètes. 

i852,  IV 

1812 

i8i5 

i846,  IV 

«847»  V 

Halley 

1862,  III.... 

i683 

1857,  IV 

i8'45,  III 

i8'40,  IV 

i8i3,  I 

i8i6,  VII.... 
1861,  I 

1793»  Il 

1861,  II 

i855,  II 


Distances 
aphélies. 

32,0 
33.4 
34,0 
34,5 
35,0 

35,4 
48,6 
63,5 

7i.9 

78.9 

96.7 
100,0 

108, a 

110,3 

111,0 

111,2 

124,1 


Comètes. 

1811,  II.. 

1807 

i858,  VI. 

•7% 

i8^(0,  II.. 

1827,  m. 

1846,  I... 

1811,  I.. . 

1825,  IV. 

1822,  IV. 

1680 

i85i,  III. 

1763 

18^49,  "1- 
i83o,  I.. . 
1780,  I.. . 
18^4,  II.. 


Distances 
aphélies. 

181,4 

285,2 

3o3,8 

322,8 

359,3 

388,2 

420,7 

533,6 

6x7,0 

620,0 

624,0 

754,3 

823,6 

2971,3 

3209,9 

4275,6 


Les  comètes  paraissent  ainsi  former  quatre  groupes  :  pour  le  premier,  la 
distance  aphélie  est  peu  supérieure  au  rayon  de  Torbite  de  Jupiter;  pour  le 
deuxième,  les  distances  sont  aussi  peu  supérieures  au  rayon  de  l'orbite  de  Nep- 
tune. M.  Forbes  pense  que  les  distances  aphélies  des  deux  autres  groupes  doivent 
aussi  être  peu  supérieures  aux  rayons  de  deux  planètes  ultra-neptuniennes  encore 
inconnues.  C'est  l'action  de  ces  planètes  qui  aurait  jeté  les  comètes  considérées 
dans  notre  système  solaire.  Ce  phénomène  n'a  d'ailleurs  pu  se  produire  qu'à  une 
époque  où  la  comète  et  la  planète  inconnue  se  sont  trouvées  voisines,  et  le  point 
du  maximum  de  perturbation  a  dû  devenir  l'aphélie  de  la  comète.  Les  positions 
des  périhélies  des  comètes  des  troisième  et  quatrième  groupes  sont  donc  voisines 
des  positions  occupées,  aux  dates  des  aphélies,  par  les  planètes  troublantes;  il 
devient  alors  possible  de  déterminer  approximativement  l'orbite  de  ces  corps. 

Pour  la  première  planète  ultra-neptunicnne,  la  longitude  du  nœud  ascendant 
est  de  a5o®  et  l'inclinaison  de  53*.  L'astre  serait  aujourd'hui  par  ii''4o'"  d'ascen- 
sion droite  et  87**  de  distance  polaire. 

Les  comètes  du  quatrième  groupe  conduisent  à  des  résultats  moins  précis. 

Le  Mémoire  de  M.  G.  Forbes  sera  inséré  dans  le  prochain  Volume  des 
Mémoires  de  la  Société  Royale  d'Edimbourg. 

Gledhill  (y.).  —  Étoiles  doubles  à  observer  en  juin.  (447-448). 
Denning{W,~F,)  —  Notes  sur  les  étoiles  filantes  de  juillet.  (448- 

449)- 

Ledger  {E.).  —  La  tache  rouge  de  Junîti»r.  ( AAç\'^^o). 
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11  y  aurait  un  rapport  intime  entre  la  tache  rouge  actuelle  et  celle  observée 
par  lord  Rosse  en  1873. 

Burnham  {S.-ff\).  —  Découverte  d'un  compagnon  à  6  du  Cocher. 

(45i). 

Wol/(C.),  —  Note  sur  la  nébuleuse  des  Pléiades.  (45 1-402). 

Liste  de  trente-six  étoiles  nouvelles  des  Pléiades. 

Knott  {G.).  —  Note  sur  une  étoile  de  grandeur  i3,5  située  au 
voisinage  d'Alcyone.  (45î>-453). 

Raxendell  (/.).  —   Liste  de  nouvelles  étoiles  variables.   (453- 

454). 

Bredikhine  (Th,\  —  Classification  des  queues  des  comètes.  (454- 
455). 

*  Airy  {G.-B.).  —    Theory  of.,,.  Théorie  des  erreurs  d'obser- 
vations.  3*^  édition  (1  vol.  in-8°;  Londres,  1880).  (455-456). 

Notice  nécrologique  sur  C.-A.-F.  Peters.  (456). 

Martin  (//.).  —  Eléments  et  éphéméride  de  la  comète  b  de  1880 
(comète  Schtiberle).  (457). 

Memoranda  astronomiques  pour  juin  1880.  (457-458). 

Rélwio«  de  la  Société  Astroî^omique  de  Londres  le  i "juillet  1880. 
(459-470). 

Discussion  entre  Mi\f.  Pritchard,  Neison,  de  la  Rue  et  Cbristic  sur  la  valeur 
des  photographies  lunaires  faites  à  l'Observatoire  de  l'Université  d'Oxford,  au 
point  de  vue  des  mesures  propres  à  déterminer  la  grandeur  de  la  libration. 

Young  (C'A,),  —  Mesures  du  diamètre  équalorial  cl  du  diamètre 
polaire  de  Mars,  faites  à  TObservaloire  de  Princeton  (U.-S.). 

(4-i-/i:4). 

L'aplatissement  de  Mars  =:-t^-  Les  mesures  ont  été  faites  avec  un  micrf)- 
nièlre  à  fils. 

*  Boss,  —  Declination  of....  Déclinaison  des  étoiles  fixes  (i  vol. 
in-^";  Washington,  1880)  [A. -M,  Dovvning].  (474-479)- 

Gledhill  (J,),  —  Ktoilos  doubles  à  observer  en  juillet.  (479-4^*>^- 

Denning  (  W.-F,),  —  Notes  sur  les  étoiles  filantes  de  juillet. 
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Terby  (F.)  —  Remarques  sur  les  taches  de  Vénus  et  de  Mars. 

(482-484). 

M.  Terby  signale  les  principaux  dessins  où  figurent  les  jonctions  entre  la  mer 
de  Tycho  et  la  mer  de  Delambre. 

Cance  (J.-L.-M.).  —  La  nébuleuse  des  Pléiades.  (484). 

*  Airy  {G.-B.),  —  Report Rapport  sur  les  travaux  effectués  à 

Greenwiclî  en  1 879-1 880.  (485-488). 

Todd  (D,-P.),  —  Observation  du  passage  de  Mercure,  faite  à 
Washington  le  6  mai  1878.  (4«8). 

Mehorai«da  astronomiques  pour  le  mois  de  juillet.  (489-490). 

Smyth  (Piazzi).  —    La  spectroscopie  pratique  en  1880.  (49^- 
5oo). 

Langley  (S.-P.),  —  La  Physique  solaire  (I*"*  Partie).  (5oi-5o6). 

M.  Langley  fait  Tbistorique  des  travaux  effectués  depuis  1863  par  les  spectro- 
scopistes  et  par  MM.  Abney  et  Draper  au  moyen  des  photographies. 

Dennet  (F.-C,).  —  Le  cratère  lunaire  Peirce  A.  (5o6-5o8). 

Ce  cratère  est  le  plus  nord  et  le  plus  petit  de  trois  cratères  situés  dans  la  partie 
ouest  de  la  mer  des  Crises;  M.  Dennet  décrit  ses  variations  d'apparence  avec  les 
Ages  de  la  Lune. 

Gledhill  (J.),  —  Étoiles  doubles  à  observer  en  août.  (5o8-5ii). 

Denning  (W,-F.),  —  Notes  sur  les  étoiles  filantes  d'août.  (5ii- 
5i3). 

Abney  (W.-J.-W.),  —  Remarques  sur  une  photographie  du 
spectre  de  Jupiter,  par  M.  Draper.  (5i3-5i4). 

L'intensité  particulière  de  la  photographie  du  spectre  du  centre  du  disque 
tient  à  ce  que  la  lumière  solaire  réfléchie  par  cette  région  a  subi  une  absorption 
moindre  que  celle  réfléchie  par  les  bords,  et  non  pas  à  une  lumière  propre  émise 
par  Jupiter. 

Tebbutt  (J.).  —  Observations  d'étoiles  doubles  de  l'hémisphère 
austral.  (5i4'5i5). 

*  Pickering,  —  Annals  of,,..  Annales  de  l'Observatoire  d'Har- 
vard Collège.  Tome  XI  [i  vol.  in-4°;  Cambridge  (U.  S.)].  (5i5- 
5i8). 
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Peters  (C.-H.-F,),  —  Observations  sur  les  variations  d'éclat  de 

Frigga(77).(5i8-5i9), 

Les  variations  d'éclal  ne   peuvent  être  expliquées  par  une  rotation  de  la 
planète. 

*  Dreyer  {J,-L.'E.),  —  Progress  of....  Les  progrès  de  rAstronomie 
en  18'jg  (Proceedings  Boy,  Dublin  Soc,  1880).  (5 19). 

Lohse»  —  Ephémérides  pour  l'observation  de  la  tache  rouge  de 
Jupiter.  (Sao). 

Memoràhda  astronomiques  pour  le  mois  d'août  1880.  (5sii-522)* 

Smyth  (Piazzi), —  La  Spectroscopic  pratique  en  1880  (II*  Partie)* 
523-529). 

Langley  (5.-P.).  —  La  Physique  solaire.  IP  Partie.  (529-534). 

M.  Langley  analyse  les  travaux  de  M.  Abney  et  de  M.  Cornu  sur  le  spectre 
solaire,  dont  l'étendue  a  été  triplée  par  ces  physiciens. 

Gledhill  (J,).  —  Étoiles  doubles  à  observer  en  septembre.  (535- 
536). 

Denning  (  W.-F,).  —  Notes  sur  les  étoiles  filantes  de  septembre. 
(536-539). 

Kirk  (E.-B,).  —  L'étoile  double  8  du  Cygne.  (539). 

Pralt  (//.).  —  Carte  du  groupe  de  s  de  la  Lyre,  (54o). 

Tebbutt  (J.),  —  Éléments  de  la  comète  I  de  1880.  (54o-54i). 

Hickley  (J,-G,).  —   Observation  de  la  protubérance  solaire  du 
3i  juillet  1880.  (541-542). 

Le  spectre  de  la  protubérance  était  caractérisé  par  une  ligne  brillante  com- 
prise entre  B  cl  C. 

Kirk  (F.-B.).  —  Spectre  de  l'aurore  boréale.  (542-543). 

Le  spectre  de  l'aurore  du  12  août  1880  était  formé  de  : 

i<*  Une  bande  très  brillante  dans  le  jaune,  plus  réfrangible  que  D; 

2»  Une  bande  faible  et  large,  voisine  de  6  et  diffuse  du  cùté  du  violet; 

3»  Une  bande  très  distincte  vers  F; 

4"  Une  ligne  très  fine  vers  G. 

Àiry  {G.-B,),  —  Observations  des  Perséides,  faites  en  aoùl  à 
Grecnwich.  (543-5^^). 


^     ; 
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La  proportion  des  Perséides  sur  les  étoiles  filantes  sporadiques  a  augmenté 
en  1879. 

*  Oppolzer  {Th,  von).  —  Le  milieu  planétaire  résistant  et  les 
grandes  comètes  de  i843  et  de  1880  (Astronomische  Nach- 
rkhten,  n"  2314  et  2319).  (543-54:). 

*  Robinson,  —  Armagh Catalogue  d'étoiles  d'Armagh  (i  vol. 

in-4°;  Dublin,  1880).  [J.-L.-E.  Dreyer].  (548). 

*  Houzeau.  —  Uranométrie  générale  {Annales  de  l' Observatoire 
de  Bruxelles,  2"  série,  t.  I).  [J.-L.-E.  Dreyer].  (548). 

*  Newcomb  (S.).  —   llie  récurrence Le  cycle  des  éclipses 

solaires  {Papers  for  the  use  of  ihe  American  Nautical  Al- 
manacy  t.  I).  (548-55o). 

*  Airy  (G.-B.). —  Greenwich  spectroscopic..  Résultat  des  obser- 

vations spectroscopiques  faites  à  Greenwich  en  1878  et  1879 
(i  vol.  in-4°;  Londres,  1880).  (55o-55i). 

Bigourdan.  —  Éléments  et  éphéméride  de  la  comète  II  de  1880, 
(552). 

Mbhorànda  astronomiques  pour  septembre  1880.  (553-554)* 

Smyth  {Piazzi),  —  La  Spectroscopie  pratique  en  1880.  (III**  Par- 
tie.) (555-564). 

Airy  {G,-B,),  —  Sur  le  voisinage  actuel  de  Jupiter  et  de  la  Terre 
et  sur  le  retour  d'un  semblable  phénomène.  (564-565). 

Une  opposition  presque  semblable  se  produira  dans  douze  ans. 

Russell  (H,-C,).  —  L'éclipsé  totale  de  Lune  du  22-23  juin  1880. 
(565-568). 

Burnham  (S.-TF.),  —  L'éloile  multiple  OS  496.  (568-569). 

Les  composantes  n'ont  pas  changé  de  position  depuis  les  observations  de  Struve 
en  i85i. 

Gledhill  (J,).  —  Étoiles  doubles  àobserveren  octobre.  (569-570). 

Benning  {Tf^,-F.),   —   Notes  sur  les  étoiles  filantes    d'octobre. 

(570-573). 
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Baldivinn  (Jf.-L,),  —  La  visibilité  de  Vénus  pendant  le  jour. 
(573-574). 

Vénus  a  été  vue,  à  l'œil  nu,  le  a5  juillet  à  io'>ao">  du  matin,  alors  que  sa 
distance  au  Soleil  n'était  que  de  3<'38'. 

Common  {A, -A.).  —  Observatiotis  de  la  comète  de  Faye.  (575- 
576). 

La  comète  a  été  trouvée  le  a  août  avec  le  télescope  de  3  pieds. 

Richards  (  W.-J.-B,)  et  Cooper  (  W.-E.).  —  L'aurore  boréale 
du  12  août  1880.  (576-577). 

Konkoly  {N.  de).  —  Les  étoiles  filantes  d'août.  (577). 

Un  très  beau  bolide,  plus  brillant  que  Jupiter,  observé  le  9  août,  a  donné  1^  ^ 
spectre  continu  sur  lequel  se  détachaient  les  lignes  brillantes  du  sodium  et  (0 
lithium. 

Knott  (G.),  —  La  couleur  de  a  de  la  Lyre.  (578-579). 

Gledhill  (y.).  —  Notes  sur  Tobservation  de  la  couleur  des  étoiles  ^ 
et  sur  la  couleur  de  0  du  Cygne  (579-580). 

Ilunt  (G,),  —  Le  compagnon  de  Sirius  signalé  par  Smylh.  (58f>- 
58 1). 

Il  s'agit  d'une  petite  étoile  de   i3<'  grandeur,  éloignée  de  Sirius  de  1061%  et 
dont  l'angle  de  position  est  4B**  environ. 

Plummer  (J.-I,),  —  Les  météorites  et  le  Soleil.  (58 1-582). 

Burnham  {S. -TV,),  —  Découverte  d'un  compagnon  à  5  de  Perséc. 

(582). 

La  distance  est  de  5'',6o  et  l'angle  de  position  de  373% 6;  le  compagnon  est 
faible. 

Burnham  {S.-W.),  —  L'étoile  double  85  de  Pégase.  (582-583). 

I^  mouvement  orbital  est  rapide  et  le  mouvement  propre  considérable. 

*  Sande  Bakhuyzen  {E,-F,  van  de).  —  Bepaling  van,,.  Déter- 
mination de  l'obliquité  deTécliptique  (i  vol.  in-8**;  Leyde,  1879). 
[J.-L.-E.  Dreyer].  (583). 

*  Bail.  —  Spéculations  on Hypothèses  sur  l'origine  des  mé- 

téorites (Proc.    0/  thc  R.    Irish  Academv,   2*^  série,  t.  III). 
[J.-L.-K.  Drcycr].  (5<S.V584;i. 
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Memoràrda  aslronomiques  pour  octobre  1880.  (584-586). 

Huggins  (Af.-L.),  —  Notice  sur  la  vie  et  les  travaux  de  W.  Lassell. 
(587-590). 

Kirkwood  {D.).  —  La  grande  comète  australe  de  1880.  (Sgo- 
592). 

Dissertation  sur  l'identité  possible  de  la  comète  de  i843  avec  la  grande  comète 
de  1680. 

Konkoly  (N.  de).  —  Observations  spectroscopiques  de  la  comète 
d'Hartwig  (comète  d  de  1880).  (592-594). 

Le  spectre  est  composé  d'un  spectre  continu  traversé  par  quatre  bandes 
brillantes  ayant  pour  longueurs  d'onde  56 10,  ^49^)  ^'63  et  4^56.  Ces  lignes  sont 
voisines  de  celles  de  C  H'. 

Jlall  {A,)  —  Les  progrès  de  l'Astronomie  (I"  Partie).  (594-601). 

Analyse  des  progrès  apportés  à  la  Mécanique  céleste  par  Lagrange,  Laplacc, 
Gauss  et  Bessel.  Observations  de  W.  et  O.  Struve  sur  les  étoiles  filantes. 

Gledhill  (J.).  —  L'étoile  h  n^  78,  voisine  du  trapèze  d'Orion, 
est-elle  variable?  (6oi-6o3). 

Cette  étoile,  de  grandeur  13, 5,  est  difficile  à  voir;  mais  les  observations  de  Bond 
et  de  Struve  ne  prouvent  point  sa  variabilité. 

Gledhill  (/.).  —  Trois  objets  d'épreuve  pour  les  télescopes  de 
grande  ouverture.  (6o4-6o5). 

Ces  objets  sont  t^  des  Poissons,  étoile  double  dont  les  composantes  sont  à  i"',o2 
de  distance,  85  Pégase  et  ^  du  Scorpion,  étoiles  triples  dont  les  composantes 
voisines  sont  à  o'',7. 

Hunt  (C).  —  Mesures  de  certaines  paires  d'étoiles  doubles  au 
point  de  vue  de  la  mesure  des  équations  personnelles.  (6o5- 
607). 

Gledhill  {J,).  —  Étoiles  doubles  à  observer  en  novembre.  (607- 
608). 

f^enning  (  W.-F.).  —  Notes  sur  les  étoiles  filantes  de  novembre. 
(608-609). 

f^ackhoiise  {T,-TV.),  —  Échelle  étalon  du  spectre.  (609-610). 

L'échelle  devrait  «'tre,  non  pas  les  longueurs  d'onde,  mais  le  nombre  de  vibra- 
tions en  une  seconde. 
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Baxendell  {J*)-  —  Remarques  sur  la  mesure  de  la  couleur  des 
étoiles.  (6 1 0-61 1). 

Lynn  (W.-T.),  —  La  division  de  Panneau  de  Saturne.  (611- 
612). 

Vogel  (H.'C).  —  L'aberration  chromatique  des  objectifs.  (61'^' 
6i3). 

*  Konkoly  {N,  de),  —  Annales  de  l'Observatoire  de  O'Gyall^' 
(6i3). 

Burnham  (S.-W.).  —  Report  o/....  Rapport  de  la  Commissi 
de  l'Observatoire  de  James  Lick  sur  les  observations  faites  s 
le  mont  Hamilton  (1  br.  in-4**;  Chicago,  1880).  (6i3). 

Tebbutt  (y.).  —  Visite  à  l'ancien  Observatoire  de  Paramatta.  (614-^ 
616). 

*  Hartwig  {£.).  —  Untersuchungen,.,.  Recherches  sur  les  dia- 

mètres de  Vénus  et  de  Mars,  d'après  les  observations  faites  à 
l'héliomètre  (i  br.  in-4";  Leipzig,  1879).  [J.-L,-E.  Dreyer]. 
(616-618). 

*  Burnham  (S.-W.).  —  Double  stars....  Observations  d'étoiles 
doubles,  faites  avec  l'équalorial  de  i8p,5  de  Chicago  en  1877- 
1878  {Memoirs  of  the  B.  Astronomical  Society,  t.  XLFV). 
[J.-L.-E.  Dreyer],  (618-620). 

La  comète  de  Habtwig  (IV  de  1880).  (620-621). 

Le  spectre  de  la  comète  est  formé  de  trois  bandes  de  l'hydrogène  carboné. 
Suivant  M.  Winnecke,  la  comète  est  identique  à  celle  de  i5o6. 

Observatoire  de  Halsted,  à  Princeton  Collège  (New-Jersey).  (622). 

Le  professeur  Young  a  acquis  pour  lui  un  objectif  de  a3  pouces  par  Clark. 

Bigourdan  (G.).  —  Éphéméride  de  la  comète  de  Schaberle  (b  de 

1880).  (623) 

Meyer  {M,-JV,).  —  Eléments  et  éphéméride  de  la  comète  d'Harl- 
wig  (rf  de  1880).  (628). 

Memoramda  astronomiques  pour  le  mois  de  novembre  1880.  (6-23- 
626). 
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RéuffioN  DE  L\  Société  Astronomique  de  Londres  le  12  novembre 
1880.(627-637). 

Pratt  {H,)  et  Gledhill  (J,),  —  Le  groupe  de  S  de  la  Lyre.  (687- 
64o). 

La  Note  contient  une  Carte  très  détaillée  de  ce  groupe  d'étoiles. 

I/all  (A,), —  Les  progrès  de  rAstronomie.  (II*  Partie).  (64o-645). 
Young  (C.-A.).  —  Le  spectre  de  la  comète  de  Hartwig.  (645- 

647). 

Le  spectre  de  la  comète  est  formé  des  trois  bandes  ordinaires,  très  voisines  de 
celles  de  Thydrogène  carboné. 

Pratt  (H.).—  L'étoile  variable  h  n«  78  du  Trapèze  d'Orion.  (647- 

648). 

Gledhill  (/.).  —  Etoiles  doubles  à  observer  en  décembre.  (648- 

649). 

Denning  (  TF'.^F.).  —  Notes  sur  les  étoiles  doubles  de  décembre. 
(64^51). 

Dennet  (F^-C).  —  L'hémisphère  nord  de  Jupiter.  (652-654). 

Un  grand  nombre  de  taches  sont  visibles  sur  la  planète. 

J)enning  {W.-F,),  —  Les  taches  de  Jupiter  en  novembre  1880. 
(654-655). 

Dans  la  bande  équatoriale  nord,  il  y  a  une  tache  blanche  à  mouvement  propre 
rapide  qui  marche  vers  la  tache  rouge. 

JPeters  (C.-I/.-F.).  —  La  planète  intra-mercurielle.  (656). 

Auivers,  —  Fundamental  Catalogue Catalogue  fonda- 
mental d'étoiles  pour  l'observation  des  zones  de  l'hémisphère 
nord  (i  voL  in-4";  Leipzig,  1880).  [J.-L.-E.  Dreyer].  (657-658). 

Houzeau  (J.-C).  —  Répertoire  des  constantes  de  l'Astronomie 
(i  vol.  in-4**;  Bruxelles,  1879).  [J.-L.-E.  Dreyer],  (659). 

V Observatoire  de  Cork,  —  Description  abrégée  du  nouvel  Ob- 
servatoire du  Collège  Royal  de  Cork.  (659). 

Bail,  —  Diinsink  observations Observations  faites  à  l'Ob- 
servatoire de  Dunsink  en  1871-1872  (IIP  Partie)  (i  vol.  in-4*^; 
Dublin,  1879).  [J.-L.-E.  Drevr  "• 
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*  Oppolzer  (  Th,  v.).  —  Lehrbuch —  Traité  du  calcul  des  orbites 

(III*  Partie)  (i  vol.  în-8**;  Leipzig,  1879).   [J.-L.-E.  Dreyer]. 
(660). 

*  Pritchard.  —  Annual  Report —  Rapport  annuel  sur  les  travaux 
de  l'Observatoire  d'Oxford  (1  br.  in-S";  Oxford,  1880). 

Zelbr  {K,)  et  Hepperger  (J.).   —  Éléments  de  la  comète  e  ^^ 
1880  (comète  de  Swîft).  (662-663). 

La  comète  est  identique  avec  la  comète  III  de  1869;  la  période  est  donc  de  o^^ 


ans  environ. 


TVinnecke.  —  La  comète  dAe  1880  (comète  de  Hartwig).  (66^  ^ 

La  comète  est  identique  avec  celles  de  i38a,  iW^j   i5o6  et  iSôg;  sa  pério'^^^^ 
serait  ainsi  de  soixante-deux  ans  un  tiers. 

Mbmorandà  astronomiques  pour  le  mois  de  décembre  1880.  (667 
666).  G.  R. 


ARCHIV  FOH  Mathbuatik  og  Naturvidbnskab.  Udgivet  af  Sophus  Lie,  Wonn 
MiJLLBR  og  G.-O.  Sars.  Krisliania  (*). 

Tome  III;  1879. 

Sexe  (S, -A.).  —  Comment  on  évite  les  quantités  imaginaires. 
(145-166). 

L'auteur  remplace  Topération  impossible  de  l'extraction  de  la  racine  carW 
d'une  quantité  négative  —  A*  par  l'opération,  toujours  possible,  de  la  décomp' 
sition  de  la  quantité  dr  A*  en  deux  facteurs,  -f-  A-  et  ±:  A-,  de  même  valear  nuiD 
rique.  Il  parvient  par  ce  moyen  à  établir,  sans  le  secours  des  imaginaires,  p 
sieurs  propositions  que  Ton  démontre  d'habitude  à  l'aide  de  ces  symboles. 

Lie  (S.).  — Théorie  des  groupes  de  transformations. V.(23a-2' 
ail.). 

Dans  un  travail  précédent,  l'auteur  a  déterminé,  par  des  calculs  assez 
pliqués,  tous  les  groupes  de  transformations  de  contact  d*un  plan.  Da 
présent  Mémoire,  cette  détermination  est  elTectuée  d'une  manière  beaucoa 
simple.  On  trouve  qu'il  n'existe  que  trois  groupes  de  transformations  de  c 
qui  ne  peuvent,  par  aucun  choix  possible  de  coordonnées,  être  ramcnéf 
groupes  de  transformations  de  points. 


(')  Voir  nuîirtin,  111,.   i«5. 
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Lie  (S.).  —  Détermination  de  toutes  les  surfaces  intégrales  algé- 
briques de  Téquation  diflTérentielle  s  =  o  inscrites  dans  une 
développable  algébrique.  (334-344  î  ail-)- 

Les  surfaces  intégrales  de  l'équation  s  =  o  ont  des  équations  de  la  forme 

(1)  z  =  F{x)-^<P{y). 

Pour  qu'une  telle  surface  contienne  une  courbe  donnée  (a?,^,  -z),  et  qu'elle  ait  le 
long  de  cette  courbe  des  plans  tangents  donnés,  dont  les  coefficients  de  direction 
soient  X,  Y,  Z,  elle  deva  être  représentée  par  l'équation 

(a)  z  =  -f\dx-f\dy, 

X  iti  y  étant  considérées,  après  l'intégration,  comme  variables  indépendantes. 
Si  Xf  y  y  Zj  \y  Y,  Z  sont  des  fonctions  algébriques  données  d'une  variable  auxi- 
liaire, la  surface  (2)  sera  généralement  transcendante;  ce  qui  veut  dire  que  la 
surface  (i)  qui  touche  une  développable  donnée  suivant  une  courbe  algébrique 
choisie  arbitrairement  est  en  général  transcendante.  Dans  le  présent  travail, 
l'auteur  fait  voir  qu'il  est  toujours  possible  d'inscrire  dans  une  développable 
algébrique  quelconque  00*  surfaces  algébriques  (i),  et  en  même  temps  que  toutes 
ces  surfaces  sont  déterminées  par  une  construction  remarquable.  Des  théorèmes 
semblables  ont  lieu  toutes  les  fois  qu'il  s'agit,  en  général,  d'une  équation  quel- 
conque aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  dont  les  surfaces  intégrales  sont 
représentées  par  des  équations  de  la  forme 

Cette  classe  comprend  entre  autres  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces 
minima. 

JLie  (S.).  —  Sur  la  théorie  des  surfaces  de  courbure  constante. 
(I,  345-354;  II,  355-366;  ail.). 

Pour  déterminer  les  sections  principales  et  les  lignes  de  courbure  d'une  surface 
quelconque  de  courbure  constante,  l'auteur  présente  d'abord  les  considérations 
suivantes  : 

Soit  proposé  d'intégrer  les  trois  équations  aux  diiTcrcnticIIes  ordinaires  du 
premier  ordre 

(1)  X,  dy  —  Y|  t/x  =  o,     X,  dy  —  Y^dx  =  o,    X^  dy  —  Y,  dx  =  o, 

dont  les  intégrales,  inconnues  d'ailleurs,  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

w»  i', /(w)-H?(v). 

Alors  nos  équations  admettront  des  multiplicateurs  eulériens  M,,  M„  M3,  satis- 
faisant à  une  relation  de  la  forme 

M^{\dy-Y,dx)-^M^{X,dy  —  Y^dx)  +  M^{\dy-Y^dx)  =  o. 

De  là  résulte  que  l'on  a 

(  2  )  M,X,-f-M,X,  ^  IVVV.-H  M.  y ,  ,^^ 

^3  •  ^3 
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ou 

(3)  M,  =  yx]Iy!x  ^»  =  ^^"^^ ^^  ^»' 


9  désignant  une  fonction  connue  de  x  et  de  y.  Portons  cette  valeur  dans  TéquatioD 


+  '« — zrr, —  =  — ":7:r" 


rf^  *      dy  dx       dy 

ce  qui  conduit  à  la  relation 

^  rflogM,    ^   y  c/logM,_      dX,      d\^      ^  dlog?      Y  cMogç^ 
'      dx  *      c^K  «^«2?        dy         *    dx  ^     dy    ^ 

à  laquelle  nous  joindrons  l'équation  connue 

^  rflogxM,       Y  ^>og^^  _.  _  ^  __  f^ 
'      dx  '      rf^  rfic        rf^ 

Nous  obtenons  ainsi  d'abord  M,  par  une  quadrature,  puis  M,  et  M,  au  inoy< 
de  (2)  et  de  (3).  L'intégration  de  l'équation  (i)  n'exige  donc  que  deux  quadra^ 
tures  consécutives. 

Mais  on  sait  maintenant  que  les  équations  finies  des  sections  principales  et  deS' 
lignes  de  courbure  d'une  surface  quelconque  de  courbure  constante  peuvent  se 
ramener  à  la  forme 

u  =  consl.,     V  —  const.,     u:±iv  -=.  const. 

Par  suite,  la  détermination  de  ces  courbes  n'exige  que  deux  quadratures  succes- 
sives, dont  Tune  peut  même  être  évitée. 

Sur  les  surfaces  de  courbure  moyenne  constante,  les  lignes  de  courbure  sont 
des  courbes  isothermes.  En  conséquence,  sur  ces  surfaces,  les  lignes  de  courbure, 
ainsi  que  les  lignes  géodésiques  dont  la  longueur  est  égale  à  zéro,  sont  détermi- 
nées par  une  quadrature.  Cette  intégration  se  rattache  d'ailleurs  de  la  manière 
la  plus  étroite  avec  celle  que  nous  avons  cflfectuée  tout  à  l'heure.  En  effet,  par  un 
déplacement  convenable,  une  surface  de  courbure  moyenne  constante  se  change 
en  une  surface  de  courbure  constante,  et  en  même  temps  les  lignes  de  courbure 
deviennent  des  lignes  de  courbure;  les  lignes  géodésiques  de  longueur  nulle  de- 
viennent des  sections  principales. 

Cette  théorie,  développée  dans  la  première  Note,  nous  parait  ôtre  nouTelIe, 
tandis  que  les  théorèmes  de  la  seconde  Note  ont  été  déjà  donnés  par  Dini  (•). 

Lie  (S.).  —  Nouvelles  recherches  sur  les  surfaces  minima.  (477- 
5o6;  ail.). 

Si  l'on  applique  à  une  surface  minimum  un  mouvement  ou  une  transformation 
de  similitude  quelconque,  la  surface  transformée  est  encore  une  surface  mini- 
mum. L'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  minima  est,  par  conséquent, 
transformée  en  elle-même  par  les  tranformations  appelées  tout  à  Thcure  trans- 
formations X  '  fois  linéaires.  Les  seules  équations  aux  dérivées  partielles  du  se- 
cond ordre  qui   admettent  toutes  ces  transformations  sont  évidemment  celles 


(')  Annaii  di  Matem.,  1"  scric,  t.  IV,  p.  f7'|-ooft. 
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dont  les  surfaces  intégrales  sont  caractérisées  par  cette  propriété  que  leurs  rayons 
de  courbure  sont  dans  un  rapport  constant. 

Si  Ton  demande  toutes  les  surfaces  minima  qui,  par  un  nombre  oo'  ou  plus 
grand  encore  de  transformations  linéaires,  sont  transformées  de  nouveau  en  des 
surfaces  minima,  on  trouve,  comme  l'auteur  l'a  déjà  indiqué  en  1870,  la  seule 
surface  minimum  découverte  pour  la  première  fois  par  Scherk, 

c'^cos(pa?  —  rz)  -4-  cos(pa:H-  rz)  =  o, 

avec  ses  dégénérescences,  parmi  lesquelles  se  trouve  l'hélicoïde  à  génératrice 
rectiligne. 

On  est  conduit  à  cette  surface  minimum  en  cherchant  toutes  les  surfaces  mi- 
nima engendrées  par  le  mouvement  de  translation  d'une  courbe  dont  la  longueur 
d'arc  est  différente  de  zéro.  La  surface  de  Scherk  peut  être  engendrée  d'une  in- 
finité de  manières  par  le  mouvement  de  translation  d'une  courbe,  et,  en  parti- 
culier, de  six  manières  différentes  par  le  mouvement  de  translation  d'une  courbe 
plane. 

Lie  (S.),  —  Sur  les  surfaces  dont  les  rayons  de  courbure  ont 
entre  eux  une  relation.  (Soj-Sia  ;  ail.). 

Voit  Bulletin,  IV,,  p.  3oo-3o^. 

Tome  V;   1880. 

JLie  (S.).  —  Sur  la  théorie  des  surfaces  de  courbure  constante. 
III.(:i82-3o6;all.). 

Combinons  les  quatre  équations 

1  /?  (^  — ^1)  -^<7  (r— ri)  —  (-  — -1)  =0» 
I  p,{x  —  x^)  -\-q,{y—yx)  —{z  —  z^)  =0, 

(  pp,   4-  77,  -M  ==  o 

avec  les  équations 

concevons  qu'entre  ces  équations  on  ait  éliminé  x,^,  z,  /?,  q  et  que  l'on  se  pro- 
pose de  déterminer,  au  moyen  des  deux  équations  résultantes,  les  quantités  p^ 
et  ^1  en  fonction  de  x^^  y^,  z,,  de  telle  manière  que  l'équation 

(3)  rf«,  —p,  dx,  —  q,  dy^  =  o 

soit  intégrable.  On  trouve  que,  pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  que  z  =/ satisfasse 
à  l'équation  aux  dérivées  partielles 

//x  t  *         0-4-^-4-7^» 

(4)  «*  -  fi  ^ ,,, 

et  que,  par  suite,  la  surface  z  =/ait  une  courbure  constante.  Les  surfaces,  en 
UulL  des  Sciences  math,  2«  Série,  t.  V.  (Mai  i«8i.)  R  .6 


r« 


nombre  simplcmenl  infini, 

obtenues   par   Pinléj^ration   de   (3),  ont  alors  aussi   une   courbure   ronstan^^*  1 

D'après  Bianrhi,  Tintégration  de  (3)  peut  toujours  s'effectuer  par  une  quadra-  1 

lurc,  Iors(|ue  les  lignes  géodésiques  de  la  surface  de  courbure  constante  prop*^ 
s«V  z  —y  ont  clt*  di'aerniini^es,  et,  suivant  une  remarque  de  Fauteur,  on  p«^*^ 
ensuite  obtenir  cj:alement  par  une  quadrature  les  lignes  géodésiques  des  surfïi***^' 
^i  '~  fx^-^ryv^)'  ^^"  conséquence,  la  transformation  (i)  peut  être  appliquée 
nouveau  aux  surfaces  -3,  =/i(J^,.^',,  ci)y  ce  qui  donne  »*  surfaces  de  courb*^ 
constante  ^,  —/t^^vXti  o?  à),  et  ainsi  de  suite. 

Ici  se  pose  l'intéressante  question  de  savoir  combien  de  surfaces  de  eourb 
constante  différentes  pourront,  de  cette  manière,  être  déduites  d'une  seule  surf» 
de  cette  espèce  z  =  /  en  répétant  à  l'injîni  la  transformation  (i). 

Par  des  calculs  assez  longs,  on  démontre  que  l'ensemble  des  surfaces  dérive^ 
ne  satisfait  jamais  à  aucune  équation    aux    dérivées  partielles  du  premier,  c 
deuxième,  du  troisième  ou  du  quatrième  ordre,  autre  que  l'équatiou  (4)* 


Geelmiiydcn  {II*)»  —  Le  mouvement  conique  du  pendule.  (Soj- 

327). 

L'auteur  développe  la  théorie  du  pendule  conique,  et  indique  pour  les  formob 
trouvées  un  mode  convenable  de  calcul  numérique. 

Lie  (S.).  —  Sur  la  théorie  des  surfaces  de  courbure  conslanle. 
IV.  (:528-3d8;  ail.). 

Ce  Mémoire  donne  la  solution  du  difficile  problème  posé  dans  le  travail  pré- 
cédent. L'auteur  démontre  que  l'ensemble  des  surfaces  déterminées  par  des 
quadratures  successives  ne  satisfait  à  aucune  autre  équation  aux  dérivées  par- 
tielles que  l'équation  obtenue 

^  a' 

L'ensemble  des  surfaces  dérivées  F  forme  donc  ce  qu'Ampère  et  ses  successeurs 
par  exemple  Imscbenetsky,  ont  appelé  une  inte'grale  générale  de  l'équation  (i).  Il 
faut  toutefois  remarquer  ici  que  cette  défmition  n'est  pas  exacte.  Eo  effet,  pre- 
nons, par  exemple,  toutes  les  surfaces  de  courbure  constante  inscrites  4  une 
même  développable.  L'ensemble  de  ces  surfaces  ne  satisfera  alors  à  aucune  équa- 
tion aux  dérivées  partielles  autre  que  (i),  et  par  suite,  d'après  la  définition  en 
question,  elles  formeront  une  intégrale  générale.  Mais  il  est  évident  qu'il  existe 
des  surfaces  de  courbure  constante  qui  ne  sont  ni  des  surfaces  inscrites  dans  la 
développable  considérée  ni  des  intégrales  singulières  de  (i). 

Ce  Mémoire  montre  donc  comment,  étant  donnée  une  surface  de  courbure 
constante  dont  les  lignes  géodésiques  sont  connues,  on  peut  en  déduire, /mit  </ef 
quadratures  successives^  un  nombre  oc*  d'autres  surfaces  de  même  nature.  Sur 
toutes  ces  surfaces  on  saura  déterminer  non  seulement  les  lignes  de  courbure  et 
les  sections  principales,  mais  encore  les  lignes  géodésiques. 

p]n  combinant  ces  résultats  avec  les  théories  connues,  on  reconnaît,  entre 
autres  conséquences,  que,  par  des  quadratures  successives,  on  peut  déterminer»* 
surfaces  de  courbure  moyenne  constante,  et,  pareillement,  «*  surfaces  dont  les 
ravons  de  courbure  ï»nt  une  différence  constante. 
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Lie  (S.).  —  Sur  la  théorie  des  surfaces  de  courbure  constante.  V. 
(358>38i). 

Pour  chercher  si  Téquation 

peut  s'intégrer  par  la  belle  méthode  d'intégration  de  M.  Durboux,  il  faut  se  de- 
mander s'il  existe  des  équations  aux  dérivées  partielles  qui  aient  oo*  surfaces 
intégrales  communes  avec  l'équation  (i).  Depuis  longtemps  on  connaît  deux 
équations  de  cette  nature  :  d'abord  l'équation 

I  -h  />'  -h  ^'  =  o, 

et  en  second  lieu  l'équation  du  second  ordre  considérée  par  Monge  et  par  J.-A. 
Serret,  et  dont  les  surfaces  intégrales  sont  des  surfaces  réglées,  contenant  le 
cercle  de  la  sphère.  L'auteur  démontre,  par  des  calculs  assez  compliqués,  qu'il 
n'existe  pas  d'autre  équation  aux  dérivées  partielles*  ayant  oo  *  surfaces  inté- 
grales communes  avec  (i). 

Ainsi  l'équation  (i)  ne  peut  s'intégrer  par  la  méthode  de  M.  Darboux,  d'où  il 
résulte  dés  lors  que  l'intégrale  de  l'équation  (')  n'appartient  pas  à  la  première 
classe  d'Ampère. 

s.  L. 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  L*AGADéMiB  desScibncbs (  '  ). 

Tome  XCII;  1881. 

N"  i ,  3  jaifier. 

Paye.  —  Recherches   de  M.   Fournier  sur  la  baisse  du  baro- 
mètre dans  les  cyclones.  (29.). 

Baillaud.  —  Sur  les  observations  des  satellites  de  Jupiter  faites 
à  rObservatoire  de  Toulouse.  (25). 

Rouget  (C).   —  Sur  un  procédé  d'observation  astronomique  à 
l'usage  des  voyageurs,  les  dispensant  de  la  mesure  des  angles     . 
pour  la  détermination  de  la  latitude  et  du  temps  sidéral.  (27). 

Darboux  (C).  —  Détermination  des  lignes  de  courbure  de  toutes 
les  surfaces  de  quatrième  classe,  corrélatives  des  cyclides  qui 
ont  le  cercle  de  l'infini  pour  ligne  double.  (29). 


(')  \ OIT  Bulletin,  ÏV,,  i.i. 
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11  résulte  facilement  de  propositions  établies  par  l'auteur  dans  son  Ouvrtge  Sur 
tme  classe  remarquable  de  courbes  et  de  sur/aces  algébriques  qu'on  peut  effec- 
tuer cette  détermination.  Il  montre  ici  comment  on  y  arrive  par  le  calcul  :  Téqaa- 
tion  tangcnticllc  d'une  telle  surface  étant  mise  sous  la  forme 

{p  -1-6)*=  au' 4-  ^i^*-f-  ctv'-h  2a'u  -\-  ib'v  -h  ac'w, 

oi'i  Ton  suppose 

M*  -h  i;*  H-  iV*  =  I , 
et  où 

ux  -¥  vy  -^  wz  -\-  p  —  o 

est  l'équation  générale  d'un  plan^  l'équation   finie  des  lignes  de  courbure  peut 
s'écrire 

{a'v—b'u)* 


^  au^-i-  vta' u  _  ^     {a'v  — 
^      a'  -x-h      "  ^  Xân-X)  ( 


b-r-\) 


X étant  une  constante  arbitraire;  rattachant  ensuite  ces  résultats  à  ceux  qu*a  ob- 
tenus M.  Lagucrre  {Journal  de  Mathématiques,  3*  série,  t.  Il,  p.  i4^))  M.  Dar- 
boux  énonce  le  théorème  suivant  : 

«  La  surface  de  quatrième  classe  corrélative  de  la  surface  à  conique  double 
et  ayant  le  cercle  de  l'infini  comme  ligne  double  peut  être  considérée  de  quatre 
manières  différentes  comme  une  anticaustique  par  réfraction  relative  4  des 
rayons  parailèlcs  tombant  sur  une  surface  du  second  degré.  Les  surfaces  du  se- 
cond degré  correspondant  aux  quatre  modes  de  génération  sont  homofocales; 
elles  passent  par  les  quatre  coniques  doubles  de  la  surface  de  quatrième  classe, 
et,  dans  chaque  classe  de  génération,  les  rayons  lumineux  sont  normaux  au  plan 
de  la  conique  double  correspondante. 

La  surface  de  quatrième  classe  qui  vient  d'être  défmic  peut  être  considérée 
de  quatre  manières  différentes  comme  l'enveloppe  des  sphères  ayant  leur  centre 
sur  une  surface  du  second  degré  et  coupant  un  plan  fixe  sous  un  angle  con> 
stant. 

Baille,  —  Mesure  de  la  force  éleclromotrice  des  piles.  (32). 

Gouy.  —  Sur  la  vitesse  de  la  lumière,  réponse  à  M.  Cornu.  (34) 

Croi'a,  —  Etude  sur  les  spectromclrcs.  (36). 

Dunand.  —  Sur  un  procédé  pour  faire  reproduire  la  parole  ai 
condensateurs  électriques  et  en  particulier  au  condensate 
chantant.  (37). 

Ps"  2;   10  janTJcr. 

Cornu  (A,).  —  Sur  les  conditions  relatives  à  Texpression  il 
rique  de  la  vitesse  de  la  lumière.  (Sa). 

AppelL —  Sur  une  classe  d'équations  différentielles  linéaires 
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les  coefficients  sont  des  fonctions  algébriques  de  la  variable  in- 
dépendante. (61). 

Complément  i  la  Note  du  i3  décembre  1880;  les  conclusions  de  cette  Note  s'é- 
tendent, sous  certaines  conditions,  aux  cas  où  les  coefficients  de  Téquation  dif- 
férentielle deviennent  infinis  pour  les  points  critiques  de  la  fonction  algé- 
brique. 

Rouget  (C).  —  Sur  un  procédé  d'observation  astronomique  à 
Tusage  des  voyageurs,  les  dispensant  de  la  mesure  des  angles 
pour  la  détermination  de  la  longitude.  (69). 

Laguerre.  —  Sur  la  transformation  par  directions  réciproques. 

(7')- 

Une  surface  S  étant  donnée  partage  l'espace  en  deux  régions,  et  Ton  peat 
fixer  arbitrairement  celle  de  ces  régions  que  Ton  regarde  comme  extérieure  à  la 
surface;  M.  Laguerre  désigne  sous  le  nom  de  semi-surface  une  surface  ainsi  dé- 
finie. Pour  que  deux  surfaces  soient  tangentes  en  un  point,  il  ne  suffit  pas  qu'elles 
aient  même  plan  tangent,  il  faut  encore  que  les  régions  extérieures  se  correspon- 
dent. A  un  plan,  à  une  sphère,  correspondent  deux  demi-plans  opposés,  deux 
demi-sphères  opposées;  mais  si  Ton  a  affaire  à  une  surface  algébrique  quel- 
conque pour  laquelle  on  a  fixé  arbitrairement  la  région  extérieure,  la  semi-sur- 
face ainsi  obtenue  ne  forme  généralement  un  être  géométrique  que  si  on  lui 
adjoint  la  semi-surface  opposée;  elle  doit  être  considérée  comme  une  semi-sur- 
face composée  de  deux  feuillets  superposés  et  opposés  entre  eux,  qui  formeraient 
les  deux  nappes  de  l'enveloppe  d'une  sphère  de  rayon  infiniment  petit  dont  le 
centre  décrit  la  surface.  Une  quadrique,  par  exemple,  doit  être  regardée  comme 
une  semi-quadrique  de  quatrième  classe.  Ceci  posé,  la  transformation  par  direc- 
tions réciproques  est  certainement  définie  par  les  conditions  suivantes  : 

Deux  semi-plans  réciproques  se  coupent  sur  un  plan  fixe  dit  fondamental; 
deux  couples  de  semi-plans  réciproques  forment  un  système  de  quatre  semi- 
plans  tangents  à  un  semi-cône  de  révolution.  La  transformation  est  déterminée 
qwand  on  se  donne  le  plan  fondamental  et  deux  semi-plans  réciproques. 

Les  lignes  de  courbure  d'une  semi-surface  se  conservent  dans  cette  transfor- 
mation. 

La  transformée  d'une  semi-surface  S  est  une  anticaustique.  Si,  en  effet,  de 

chaque  point  M  de  S  on   abaisse  une   perpendiculaire  MP  sur  le  plan   fonda- 

M'P 
mental  et  qu'on  prenne  sur  MP  un  point  M' tel  que  -rrp  soit  constant,  le  point  M' 

décrit  une  surface  S';  si,  l'indice  de  réfraction  étant  convenablement  choisi,  les 
rayons  perpendiculaires  au  plan  fondamental  se  réfractent  sur  S',  la  réciproque 
de  S  est  une  des  catacaustiqucs  de  S',  et  l'on  obtiendra  toutes  ces  catacaustiques 
en  déplaçant  le  plan  fondamental  parallèlement  à  lui-même. 

Ainsi,  on  saura  déterminer  les  lignes  de  courbure  des  anticaustiques  de  S'  si 
Ion  sait  les  déterminer  pour  la  semi-surface  S;  en  particulier,  00  peut  obtenir 
les  lignes  de  courbure  des  anticaustiques  des  surfaces  de  second  ordre. 

M.  Laguerre  rapproche  ces  résultats  de  ceux  que  M.  Darboux  avait  précé- 
demment coinmuniqu<''S. 
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Croullebois,  —  Sur  la  grandeur  et  les  variations  des  images  de 
Purkinje.  (73). 

Arsonval  {D^).  —  Thermo-régulateur  pour  les  hautes  tempéra- 
tures. (76). 

A®  3;  n  JMficr. 

Bigourdan,  —  Observations  de    la  comète  /1880  (Pechiile), 
faites  à  TObservatoire  de  Paris,  (i  17). 

Darboux  (C).  —  Sur  le  déplacement  d'une  figure  invariable. 

(.,8). 

Considérons  un  cylindre  de  révolution  (r);  il  est  clair  qu'on  peut  le  faire 
rouler  intérieurement  sur  un  cylindre  de  révolution  (c')  de  rayon  double,  tout 
en  le  faisant  glisser  d'une  quantité  quelconque  parallèlement  aux  génératrices 
rectilignes  de.(c');  si  Ton  assujettit  un  point  de  (c)  à  décrire  une  droite,  qui 
rencontrera  nécessairement  l'axe  du  cylindre  (c'),  le  mouvement  du  cylindre  (c) 
sera  complètement  défîni  et  tout  point  invariablement  lié  à  ce  cylindre  décrira 
une  conique. 

Ce  mouvement  (en  excluant  le  cas  d'un  déplacement  parallèle  à  un  plan  fixe) 
est  le  seul  dans  lequel  tous  les  points  de  la  figure  mobile  puissent  décrire  des 
courbes  planes. 

Il  n'existe  pas  dans  l'espace  de  mouvement  dans  lequel  tous  les  points  de  la 
figure  mobile  décrivent  des  surfaces  du  second  degré,  mais  il  existe  un  mouTe- 
ment  dans  lequel  ils  décrivent  tous  des  surfaces  de  Steiner.  Dix  points  particu- 
liers de  la  figure  mobile  décrivent  des  plans.  Dans  des  cas  particuliers,  il  peut 
arriver  que  les  points  d'une  droite,  ou  même  les  points  de  deux  droites  décrivent 
des  ellipsoïdes  :  dans  ce  dernier  cas,  il  existe  un  tétraèdre  ayant  au  plus  deux 
arêtes  réelles,  tel  que  tout  point,  en  dehors  des  faces,  décrit  une  surface  de 
Steiner;  tout  point  sur  une  face  en  dehors  des  arêtes  décrit  une  surface  ré- 
glée du  troisième  ordre.  Tout  point  sur  une  arête  décrit  une  surface  du  second 
ordre  ou  un  plan. 

André  {D,).  —  Intégration  sous  forme  finie  d'une  nouvelle  espèce 
d'équations  dili'érentielles  linéaires  à  coefficients  variables.  (121). 

Soient  Y  une  fonction  de  la  seule  variable  Xy  soient  Y,,  Y^^',  Y^J^,  ...  les  valeurs 
pour  a:  =  o  de  cette  fonction  et  de  ses  dérivées  successives,  n  un  entier  quel- 
conque non  négatif,  p  un  nombre  non  entier;  soit  enfin  /(/i)  un  polynôme 
quelconque,  entier  par  rapport  à  /i  et  à  des  exponentielles  de  la  forme  a". 

Posant 

"/?(/?-i-i)  ...(/?-+-«  — i)  fin)' 

les  équations  intégrées  par  l'auteur  sont  celles  qui,  par  une  suite  de  différeotia- 
lions,  conduisent,  pour  j?  =  o,  à  une  équation  de  la  forme 

\,r(/0  Y»;*;  -i-  A,  v{n  - 1)  y;,"-' ^ -:-...  -i-  \^v{n  -  k)  y!;'-*'  =  o. 
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subsislant  pour  loutes  les  valeurs  de  n  s^ipérieures  à  un  eutier  déleniiiné  et  les 
coefficients  A  et  Tindice  k  étant  indépendants  de  n. 

L'intégrale  se  compose  uniquement  de  fonctions  algébriques  rationnelles  et 
d'expressions  irrationnelles  de  la  forme  (i  —  axy. 

Mathieu  {É,).  —  Sur  la  théorie  des  plaques  vibrantes.  (laS). 

L'auteur  confirme  les  résultats  de  M.  Kirchhofl*,  qu'il  avait  autrefois  critiqués. 

Melon  {A,),  —  Sur  les  combinaisons   complètes  :   nombre  des 
combinaisons  complètes  de  /n lettres  n  à  n,  (i^5). 

Thollon,  —   Minimum  du   pouvoir  de  résolution  d'un  prisme. 
(.a8). 

Mercadier.  —  Sur  la  production  de  signaux  intermittents  à  Taide 
de  la  lumière  électrique.  (i3i). 

N^»  4-,  U  jaivicr. 

Tisserand  {F,).  —  Sur  le  développement  périodique  d'une  fonc- 
tion quelconque  des  rayons  vecteurs  de  deux  planètes.  (i34). 

L'auteur  a  donné  précédemment  (  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie 
des  Sciences,  t.  XCI,  p.  897)  le  développement,  suivant  les  cosinus  des  mul- 
tiples de  l'anomalie  moyenne,  d'une  fonction  quelconque  du  rayon  vecteur  r 
d'une  planète  :  il  donne  maintenant  l'expression  explicite  du  développement  de 
/('*»'*')»  '*  et  r'  étant  les  rayons  vecteurs  de  deux  planètes,  quand  on  y  remplace 
r  et  r'  par  leurs  développements  périodiques,  tels  qu'ils  résultent  du  mouvement 
elliptique. 

Resal,  —  Sur  la  théorie  de  la  chaleur.  (iSj). 

Bigourdan,  —  Éléments  et  éphémérides  de  la  comète/ 1880  (Pe- 
chiile).  (172). 

Draper  {IL).  —  Présentation  d'une  épreuve  photographique  de 
la  nébuleuse  d'Orion.  (173). 

Pépin,  —  Sur  les  diviseurs  de  certaines  fonctions  homogènes  du 
troisième  ordre  à  deux  variables.  (173). 

Le  P.  Pépin  donne  des  types  de  formes  cubiques  binaires  pour  lesquelles  les 
diviseurs  se  distinguent  des  non-diviseurs  par  leurs  formes  linéaires  :  ces  formes 
cubiques  sont  des  fonctions  linéaires  des  deux  formes  plus  simples 

X  =  J7(a7*— 9^-'),    Y  =y(x^  — >'•). 

Casorati.  —  Sur  la  distinction  des  intégrales  des  équations  dif- 
férentielles linéaires  en  sous-groupes. 
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Celle  distinclion  a  élé  faile  pour  la  première  fois  par  M.  Hamburger  {Jour- 
nal de  Borchardty  l.  LXXVl),  en  appliquant  un  procédé  dû  à  M.  Jordan. 
M.  Stickelberger  vient  de  reprendre  la  même  question  d'une  autre  manière,  en 
se  fondant  sur  une  formule  due  à  M.  Weierstrass  {Monatsberichie  der  Ber- 
liner  Akademie,  1868),  relative  aux  diviseurs  du  déterminant  qui  constitue  le 
premier  membre  de  l'équation  fondamentale  de  M.  Fuchs  et  des  mineurs  de  ce 
déterminant;  dans  cette  Communication  et  dans  une  Communication  posté- 
rieure, M.  Casorati  montre  comment,  sans  changer  le  procédé  de  M.  Jordan,  00 
peut  arriver  aux  résultats  simples  et  précis  obtenus  par  M.  Stickelberger. 

Farkas,  —  Sur  le  développement  des  intégrales  elliptiques  de 
première  et  de  seconde  espèce  en  séries  entières  récurrentes 

(.8,). 

Lippmann,  —  Sur  le  choix  de  l'unité  de  force  dans  les  mesure* 
électriques  absolues.  (i83). 

N®  5-,  31  jaivier. 
GyUléniH,).  —  Sur  un  mode  de  représentation  des  fonctions. 

(2l3).^ 

l/auteur  montre  comment  on  peut  passer  du  développement 

V{x)  =  S(a^cosrj?-h6,.sin/*j?) 
au  développement 

h  (x)  =   y\  cosp  ani }-  B^,  siny?  am  — jj—  • 


Hennessy,  —  Sur  la  figure  des  planètes.  (2^5). 


Jordan  (C).  —  Sur  la  série  de  Fourier.  (228). 

La  démonstration  de  Dirichlet  repose  sur  les  deux  propositions 

X 


lim    f   F(x)^^^^î^^  =  o  (o<a<ft<x) 

=  F(-i-o)  (a  =  o,  o<^<'ï:). 


La  première  proposition  subsiste  pourvu  que  F(x)  soit  inlégrable  de  a  4  ^. 

La  démonstration  de  la  seconde  suppose  simplement  qu'il  existe,  aux  environs 
du  point  27  =  o,  un  intervalle  fini  (de  o  à  e)  dans  lequel  F  (or)  soit  constamment 
non  croissante  ou  non  décroissante. 

Le  théorème  subsistera  donc  toutes  les  fois  que  F  (a:)  pourra  être  représenté 
de  o  à  e  par /(a?)  —  ç(a7),/(a7)  et  ?(x)  étant  deux  fonctions  finies  et  non  dé- 
croissantes. 

Soient  j?,,  . . .,  x^  une  série  de  valeurs  de  x  comprise  entre  o  et  «;>',,  ..•,/• 
les  valeurs  correspondantes  de /(or)  ;  les  points  x,,  ^,  :  . . .;  j:^,  y\  forment  uo 
polygone. 
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Considérons  les  différences 


y'i    y'\>  y'z    y 7^  •••»  yn    Xh^ 


\y 


et  appelons  oscillation  positive  du  polygone  la  somme  des  termes  positifs  de  cette 
série,  oscillation  négative  la  somme  des  termes  négatifs,  oscillation  totale  la 
somme  des  valeurs  absolues  des  oscillations  positive  et  négative.  Deux  cas  peu- 
vent se  présenter  : 

I"  Le  polygone  pourra  être  choisi  de  façon  que  ces  oscillations  dépassent  toute 
limite; 

1*  De  quelque  façon  que  le  polygone  soit  choisi,  ses  oscillations  ne  pourront 
surpasser  certaines  limites  fixes  P.  et  N.;  dans  ce  cas,  la  fonction  esta  oscilla- 
tion finie,  et  Ton  verra  aisément  que  Ton  a 

,   F(x)  =  F(o)-hP,-N,; 

or  K(o)  -t-  Pjp  et  N^.  étant  des  fonctions  finies  et  non  décroissantes  de  o  à  c,  la 
démonstration  de  Dirichlet  s'appliquera  à  la  fonction  F(x). 

Laguerre,  —  Sur  une  extension  de  la  règle  des  signes  de  Des- 
cartes. (aSo). 

Soit  ¥(x)  un  polynôme  entier  ou  une  série  indéfinie  ordonnée  suivant  les 
puissances  croissantes  de  Xy  V{x)  étant  d'ailleurs  assujetti  à  la  condition  que 
ses  coefficients  soient  tous  positifs:  soient  a,  ^,  y,  ...  des  nombres  positifs  rangés 
par  ordre  décroissant  de  grandeur;  le  nombre  des  racines  positives  de  l'équa- 
tion 

AF(a^)  -f-  BF(Px)  -f-  CF(yx)  -i-.  . .  =  o 

est  au  plus  égal  au  nombre  des  variations  de  la  suite 

A,  B,  C,  . .  • 
ou  de  la  suite 

A,  A  H-  B,  A  -h  B  -h  C, 

Ribaucour,  —  Sur  un  système  cyclique  particulier.  (234). 

L'auteur  montre  comment  des  propositions  anciennement  énoncées  par  lui 
donnent  immédiatement  l'intégrale  des  lignes  de  courbure  d'une  surface  anti- 
caustique par  réfraction  d'une  quadrique,  les  rayons  incidents  étant  parallèles 
entre  eux  et  conduisant  au  mode  de  transformation  récemment  indiqué  par 
M.  Laguerre. 

Dillner  (G.).  —  Sur  la  quadrature  dont  dépend  la  solution  d'une 
classe  étendue  d'équations  différentielles  linéaires  à  coefficients 
rationnels.  (235). 

Casorati.  —  Sur  la  distinction  des  intégrales  des  équations  diffé- 
rentielles linéaires  en  sous-groupes.  (238). 

Paige  {Le),  —  Sur  l'invariant  du  dix-huitième  ordre  des  formes 
binaires  du  cinquième  degré.  (^^40* 
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N«  6;  7  féfricr. 

Janssen  (/.).  —  Sur  les  photographies  des  nébuleuses.  (a6i). 

Bouquet  de  la  Grye,  —  Élude  des  actions  du  Soleil  et  de  U 
Lune  dans  quelques  phénomènes  terrestres.  (281). 

Baillaud.  —  Observation  des  Perséides  à  TObservatoire  de  Toi^' 
louse  en  1880.  (284). 

Darboux  {G.),  —  Sur  les  modes  de  transformation  qui  conserven 
les  lignes  de  courbure.  (286). 

L'auteur  montre  comment  un  mode  de  transformation  qui  conserve  les  lignes 
de  courbure  indiqué  par  M.  Ribaucour  et  par  lui-même  {Sur  une  seule  clctste 
remarquable,  etc.,  p.  aS^-aSS)  se  ramène,  conformément  à  un  théorème  général 
de  M.  S.  Lie,  à  une  suite  de  dilatations  et  d'inversions.  On  entend  par  dilatation 
le  passage  d'une  surface  à  une  surface  parallèle. 

Dillner  (G.).  —  Sur  les  équations  différentielles  linéaires  si- 
multanées, à  coefficients  rationnels,  dont  la  solution  dépend  de 
la  quadrature  d^un  même  produit  algébrique  irrationnel.  (289). 

Dillner  (G.),  —  Sur  une  propriété  que  possède  le  produit  des  k 
intégrales  de  /c  équations  différentielles  linéaires,  à  coefficients 
rationnels,  dont  la  solution  dépend  de  la  quadrature,  respecti- 
vement, de  A*  fonctions  rationnelles  de  la  variable  indépendante 
et  d^une  même  irralionnalilé  algébrique.  (290). 

Matthiessen  (L.),  —  Le  problème  des  restes  dans  l'Ouvrage  chinois 
Sivan-kingy  de  Sun-tsze,  et  dans  TOuvrage  Ta-yen-lei-scliUf 
deYih-hing.  (291). 

Gripon.  —  Sur  un  phénomène  particulier  de  résonance.  (294). 

Croullebois,  —  Sur  la  double  réfraction  elliptique  et  les  trois  svs- 
tèmes  de  franges.  (297). 

NO  1,  Ui  fcTrier. 
Brioschi.  —  Théorèmes  relatifs  à  Téquation  de  Lamé.  (325). 

L'auteur  étudie  les  relations  qui  existent  entre  les  éléments  de  deux  solutions, 
de  formes  très  différentes,  données  par  M.  Hermite,  cl  indique  un  procédé 
simple  pour  la  détermination  de  ces  cléments. 
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Plantamour,  —  Sur  les  mouvements  périodiques  du  sol.  (Sap). 

Colladon.  —  Sur  le  tremblement  de  terre  qui  a  été  observé  en 
Suisse  le  37  janvier  1 88 1 .  (33o). 

J^oincaré,  —  Sur  les  fonctions  fuchsiennes.  (333). 

M.  Poincarë  établit  l'existence  d'une  classe  très  étendue  de  fonctions  analy- 
tiques analogues  aux  fonctions  elliptiques  et  permettant  d'intégrer  diverses 
équations  différentielles  linéaires  à  coefficients  algébriques  :  il  leur  donne  le  nom 
de  fonctions  fuchsiennes  en  l'honneur  de  M.  Fuchs. 

L'auteur  appelle  cercle  fondamental  le  cercle  de  rayon  égal  à  l'unité  ayant  l'ori- 
gine pour  centre,  groupe  hyperbolique  le  groupe  des  opérations  qui  consistent 

az  -\-  b 
4  changer  z  en  -%  et  qui  n'altèrent  pas  le  cercle  fondamental,  groupe  dis- 
continu tout  groupe  qui  ne  contient  pas  d'opération  changeant  z  en  une  quan- 
tité infiniment  voisine,  groupe  fuchsien  tout  groupe  discontinu  contenu  dans  le 
groupe  hyperbolique. 

Une  fonction  fuchsienne  est  une  fonction  uniforme  de  z,  qui  n'est  pas  altérée 
par  les  opérations  d'un  groupe  fuchsien. 

M.  Poincaré   a   formé  tous  les  groupes  fuchsiens.  Il  appelle  fonction  the'ta- 
Juchsienne  toute  fonction  6(5)  uniforme  en  z  et  telle  que,  pour  une  infinité  de 
valeurs  de  a,  6,  c,  d  remplissant  la  condition 

ad  —  6c  =  I , 
on  ait 


K^)^®^'^^'"-*-''^'"- 


Il  existe  une  infinité  de  fonctions  thétafuchsiennes. 

Dans  le  cas  où  tous  les  points  du  cercle  fondamental  sont  des  points  singuliers 
essentiels  de  6(2),  il  existe  en  réalité  deux  fonctions  qui  correspondent  Tune  à 
l'intérieur,  l'autre  à  l'extérieur  du  cercle,  et  telles  que  l'on  ne  puisse  passer  de 
l'une  à  l'autre  par  continuité. 

^uet.  —  Sur  les  lois  qui  régissent  les  périodes  et  les  coefficients 
d^intensité,  dans  Tun  des  principaux  groupes  des  forces  élec- 
tromotrices élémentaires  dues  à  Tinduction  solaire,  et  sur  la  pos- 
sibilité de  faire  servir  Taiguille  aimantée  à  mesurer  la  vitesse 
avec  laquelle  le  Soleil  tourne  autour  de  son  axe.  (336). 


N*>  8;  24  février. 

-^fouchez,  —  Observations  méridiennes  des  petites  planètes,  faites 
à  l'Observatoire  de  Green\vich(  transmises  par  l'astronome  royal, 
M.  Airy)  et  à  l'Observatoire  de  Paris  pendant  le  quatrième  tri- 
mestre de  l'année  1880.  (Sy.l). 
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Faye.  —  Sur  la  parallaxe  du  Soleil.  (SjS). 

Poincaré,  —  Sur  les  fonctions  fuchsiennes.  (SgS). 

Le  quotient  de  deux  fonctions  thétafuchsiennes  correspondant  à  un  même 
groupe  fuchsien  et  à  une  même  valeur  du  nombre  entier  m  est  une  fonclioo 
fuchsienne  F(z);  pour  une  infinité  de  valeurs  de  a,  b,  c,  ^,  on  a     ' 


F(££i*)  =  F(,). 


Entre  deux  fonctions  fuchsiennes  ayant  même  groupe  et  n'ayant  d'autre  poifit 
singulier  essentiel  que  ceux  qui  sont  une  conséquence  de  leur  définition,  il  y  a 
une  relation  algébrique. 

Toute  fonction  fuchsienne  ¥{z)  permet  d'intégrer  une  équation  linéaire  à 
coefficients  algébriques  de  la  manière  suivante.  Si  l'on  pose 


X 


y'vyj  satisfont  à  l'équation  différentielle 

9(x)  étant  une  fonction  algébrique  de  x.  M.  Poincaré  traite  un  exemple;  il  i»* 
troduit  ensuite  la  notion  des  fonctions  zétafuchsiennes. 

Picard  {E,),  —  Sur  une  classe  d'intégrales  abéliennes  et  sur  cc^ 
taines  équations  diflTérentielles.  (SgS). 

Etant  donnée  une  relation  algébrique  de  genre  77, 

M.   Picard  considère   une  intégrale   abéliennc  de   première   espèce  correipoO' 
dunte 


/; 


dy-y 


dont  les  périodes  se  réduisent  à  deux;  il  montre  alors  que  Féquation  aux <li^e* 
rentiellcs  totales 

V{x,,y\)dx,  ^  V{x^,y\\dT^  -f-  . . .  h-  iLi^^lZ^ll.  rfx  =0 

a  son  intégrale  générale  algébrique. 

Traitant  ensuite  plus  particulièrement  le  cas  où  la  relation  est  du  prci»'^ 
genre,  c'est-à-dire  où  l'on  a 

y'=a:(i  — a:)(i  — A-'ar)  (  i  —  X'a;)  (i  —  ji^x)  =  R(x), 

il  cherche  comment  doivent  être  choisis  A-,\,îi.  pour  que  l'on  puisse  trouver  <*• 
polynôme  /(a?)  du  premier  degré,  de  manière  que  l'équation 

/{x^)dx,  _^  /iXj)dXj  _  ^ 
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ait  ses  intégrales  algébriques,  et  résout  complètement  la  question,  tant  dans 
cette  Communication  que  dans  une  Communication  postérieure  (p.  3o6);  là  il 
met  en  évidence  que,  à  un  degré  donné  d'une  relation  algébrique  devant  fournir 
une  intégrale  de  l'équation  (i),  correspondra  nécessairement  une  relation  algé- 
brique entre  k,  X,  {i,  relation  qui  constitue  une  espèce  nouvelle  d'équations  mo- 
dulaires. 

irdank'Abakanoivicz.  —  Sur  un  intégrateur,  instrument  ser- 
vant à  rintégration  graphique  (402). 

Vttz.  —  Du  pouvoir  refroidissant  des  gaz  et  des  vapeurs.  (4^5  ). 

rerquem.  —  Sur  les  surfaces  de  révolution  limitant  les  liquides 
dénués  de  pesanteur.  (407). 

Mercadier,  —  Sur  la  radiophonie.  (4o9)« 


]N°  9^  28  février. 

Oarboux  (G.).  —  Sur  une  nouvelle  définition  de  la  surface  des 
ondes.  (446). 

Cette  surface  est  un  cas  particulier  de  la  surface  suivante. 
On  considère  dans  l'espace  trois  cercles  quelconques  (A),  (B),  (C)  et  un  point 
quelconque  O.  On  cherche  le  lieu  (£)  des  points  M  jouissant  de  cette  propriété: 
les  sphères  passant  par  les  trois  cercles  fixes  (A),  (U),  (C)  et  par  un  point  quel- 
conque M  du  lieu  vont  se  couper  en  un  second  point  P  tel  que  l'angle  MPO  soit 
droit. 

Ce  lieu  est  une  surface  que  l'on  peut  construire  par  points  en  employant  seu- 
lement la  règle  et  le  compas. 

Appelons  centre  radical  de  deux  cercles  le  centre  radical  de  toutes  les  sphères 
passant  par  les  deux  cercles,  il  existera  un  cercle  (K)  rencontrant  les  trois 
cercles  (A),  (B),  (C)  chacun  en  deux  points,  et  dont  le  plan  contient  les  trois 
centres  radicaux  de  ces  cercles  pris  deux  à  deux. 

La  surface  (S)  contient  le  cercle  (K);  elle  contient  aussi  trois  cercles  situés 
sur  les  sphères  passant  par  le  cercle  K  et  les  cercles  (A),  (B),  (C). 

La  surface  (S),  en  général  du  cinquième  ordre,  se  réduit  au  quatrième  :  i**  si 
les  plans  des  cercles  (A),  (B),  (C)  se  coupent  suivant  une  droite;  3"  si  le  point  o 
est  le  point  d'intersection  des  trois  plans  (A),  (B),  (C);  dans  ce  cas,  elle  con- 
tient seize  coniques. 

M.  Darboux  communique  en  outre  la  proposition  suivante  :  Si  trois  points 
d'une  droite  invariable  décrivent  trois  plans  rectangulaires,  elle  demeure  constam- 
ment normale  à  une  surface  fixe  dont  les  lignes  de  courbure  sont  algébriques. 
Cette  surface  est  une  variété  des  surfaces  de  quatrième  classe,  considérées  par 
l'auteur  dans  une  Communication  précédente. 

Franklin    («/.).    —    Sur   le    développement   du    produit    infini 

(1  — j:-)(i  —  jr'^)(i  —  x^)(i-~T-') f44S). 
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Mercadier.  —  Sur  la  radiophonie.  (45o). 

Hurion.  —  Application  des  franges  de  Talbot  à  la  délermination 
des  indices  de  réfraction  des  liquides.  (452). 

K°  10-,  7  mars. 

Puiseux  (  F.).  —  Sur  les  observations  de  contact  faites  pendant 
le  passage  de  Vénus  du  8  décembre  1874-  (48i). 

Janssen,  —  Note  sur  la  photographie  de  la  lumière  cendrée  de  la 
Lune.  (496). 

Tacchini,  —  Observations  des  taches,  des  facules  et  des  protu- 
bérances solaires,  faites  à  TObservatoire  du  Collège  Romain  pen- 
dant le  dernier  trimestre  1880.  (Soa). 

Trépied.  —  Observations  de  la  Lune  et  observations  des  satellites 
de  Jupiter  faites  à  TObservatoire  d'Alger  pendant  les  mois  d'oc- 
tobre, novembre  et  décembre  1880.  (5o4). 

Mouchez,  —  Remarques  à  propos  des  observations  communiquées 
par  M.  Trépied  sur  la  transformation  de  l'Observatoire  d'Alger 
en  un  observatoire  astronomique.  (5o6). 

Picard  {E.),  —  Sur  l'intégration  algébrique  d'une  équation  ana- 
logue à  l'équation  d'Euler.  (5o6). 

Schering.  —  La  formule  d'interpolation  de  M.  Hermite,  expri- 
mée algébriquement.  (5io). 

II  s'agit  de  ce  problème  : 

Trouver  une  formule  F(:c)  uniforme,  qui  soit  développable  en  séries  de  puis- 
sances de  X  —  a^  pour  cr  =  i,  2,  3,  . . .,  f  avec  des  exposants  entiers  croissants,  et 
qui  contienne  dans  chacune  de  ces  séries  les  premiers  termes  donnés,  savoir  les 
termes 

^A,j,(:c  — a,)'"  pour   a  =  1,  2,  3,  . . ., /, 

OÙ  les  Kg^^  soient  des  valeurs  données  arbitrairement,  où  les  a,,  a„  ...,  assoient 
des  valeurs  données  différentes  entre  elles,  et  où  les  /w^,  n,  soient  des  nombres 
entiers  positifs,  négatifs  ou  nuls,  soumis  seulement  à  la  condition  que  le  nombre 
I  H-  /iff-h  m^  dans  chacune  des  expressions  précédentes  ne  soit  pas  moindre  que 
l'unité. 
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Boussinesq,  —  Sur  une  raison  générale  propre  à  justifier  synlhé-  . 
tiquement  l'emploi   des   divers  développements   de   fonctions 
arbitraires  usités  en  Physique  mathématique.  (5i3). 

Abdank-Abakanowicz,  —  Sur  un  intégrateur.  (5i5). 

Croullebois.  —  Sur  la  double  réfraction  circulaire  et  la  produc- 
tion normale  des  trois  systèmes  de  franges  des  rayons  circu- 
laires. (519). 

Fievez,  —  Sur  Télargissement  des  raies  de  Thydrogène.  (52i). 

Trêve.   —    Sur  quelques  phénomènes  d'optique    et   de    vision. 

(522)^ 

N*»  H-,  14  mars. 

Séakce  publique  annuelle. 

Rapport  sur  le  grand  prix  des  Sciences  mathématiques  (année 
1880).  Commissaires  :  MM.  Bertrand,  Bonnet,  Puiseux,  Bou- 
quet, Hermite  rapporteur.  (55i). 

L'Académie  avait  proposé  pour  sujet  d'un  grand  prix  des  Scicaccs  mathéma- 
tiques à  décerner  en  1880  la  question  suivante: 

Perfectionner  en  quelque  point  important  la  théorie  des  équations  diffé- 
rentielles linéaires  à  une  seule  variable  indépendante. 

Six  Mémoires  ont  été  envoyés  au  Concours.  Quatre  d'entre  eux,  inscrits  sous 
les  n**  1,  2,  3,  5,  témoignent  chez  leurs  auteurs  d'une  science  étendue. et  d'un 
esprit  ingénieux.  Nous  allons  en  rendre  compte  succinctement. 

Dans  les  travaux  dont  la  théorie  générale  des  équations  différentielles  linéaires 
a  été  récemment  l'objet,  on  a  eu  principalement  en  vue  d'obtenir  l'intégrale  dans 
les  cas  où  elle  peut  s'exprimer  par  dos  fonctions  uniformes  de  la  variable.  Les 
belles  découvertes  de  M.  Fuchs,  qui  ont  joué  le  principal  rôle  dans  ces  recherches, 
servent  également  de  base  pour  l'étude  plus  profonde  et  plus  difficile  entreprise 
par  l'auteur  du  Mémoire  n"  1,  portant  pour  épigraphe  :  C'est  ici  un  livre  de 
bonne  foi,  lecteur,  11  part  de  ce  fait  que  la  transformée  d'une  équation  diffé- 
rentielle linéaire  obtenue  en  substituant  à  la  variable  indépendante  une  fonction 
quelconque  d'une  nouvelle  variable  est  une  équation  linéaire  de  même  ordre,  et 
qu'il  en  est  de  même  si  l'on  multiplie  l'inconnue  par  une  seconde  fonction  arbi- 
traire de  cette  nouvelle  variable.  Cela  étanl,  l'auteur  se  propose  de  déterminer 
ces  deux  fonctions,  de  manière  que  Téqualion  transformée  soit  à  coefficients 
constants,  ou  bien  soit  intégrable  au  moyen  de  fonctions  uniformes,  simplement 
rationnelles  ou  doublement  périodiques.  Ces  questions  soni,  comme  on  voit,  aussi 
importantes  que  diflicilcs;  la  solution  roinpièle  et  générale  qui  est  exposée  dans 
le  Mémoire  montre  un  talent  mathématique  de  l'ordre  le  plus  élevé.  Rien  n'est 
plus  intéressant  que  de  voir  s'introduire  dans  cette  recherche  de  Calcul  intégral 
les  notions  algébriques  d'invariants  qui   ont  pris  nai«4sancc  dans  la  théorie  des 
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formes,  et  ces   nouvelles  combinaisons  faire   apparaître  les   éléments  cachés 
dont  dépend,  sous  ses  diverses  formes  analytiques,  l'intégration  d'une  équation 
donnée.  C'est  à  M.  Laguerrc  qu'est  due  l'idée  ingénieuse  et  profonde  des  inva- 
riants et  covariants  des  équations  différentielles  linéaires;  il  en  a  tiré  pour  les 
équations  du  troisième  et  du  quatrième  ordre  plusieurs  beaux   théorèmes,  et 
M.  Brioschi  s'est  aussi  occvpé  du  même  sujet;  mais  l'auteur  du  Mémoire  que 
nous  analysons  en  a  encore  mieux  fait  ressortir  toute  l'importance.  Il  y  joint  uoe 
considération  qui  joue  également  dans  ses  recherches  un  rôle  essentiel  :  c'est 
celle  du  genre  d'une  équation  algébrique  entre  deux  variables,  introduite  en  Ana* 
lyse  par  Ricmann,  et  qui  est  si  souvent  employée   dans  les  travaux  de  notre 
époque.  Des   applications  exposées  avec  tous  les  détails  nécessaires  offrent  un 
grand  nombre  de  résultats  entièrement  nouveaux  et  du  plus  haut  intérêt.  Noo^ 
nous  bornons  à  citer  comme  particulièrement  remarquables  des  équations  di^ 
troisième  et  du  quatrième  ordre  contenant  un  paramètre  arbitraire,  puis  d'autre» 
d'ordre   impair  se  rattachant  à   la   division  de   l'argument  dans  les  fonction» 
elliptiques,  dont  la  solution,  qui   n'esl  pas  une  fonction  uniforme,  est  obtenoe 
pac  ces  transcendantes.  Nous  jugeons  que  ce  Mémoire  a  ajouté  à  la  théorie  des 
équations  différentielles  linéaires  des  méthodes  générales  et  des  résultats  d'une 
haute  importance  et  qu'il  est  digne  du  grand  prix  des  Sciences  mathématiques. 

Dans  le  Mémoire  n*"  5,  qui  porte  l'épigraphe  suivante  :  Non  inuitus  premor, 
l'auteur  traite  successivement  deux  questions  entièrement  différentes,  dont  il  fait 
l'étude  approfondie  avec  un  talent  dont  la  Commission  a  été  extrêmement 
frappée.  La  seconde  question,  qui  reçoit  les  développements  les  plus  étendus, 
concerne  de  belles  et  importantes  recherches  de  M.  Fuchs,  dont  nous  indique- 
rons en  quelques  mots  l'objet.  M.  Fuchs  s'est  proposé  de  déterminer  dans  quelles 
conditions  on  défmit  une  fonction  uniforme  en  égalant  à  une  indéterminée  le 
quotient  des  intégrales  d'une  équation  différentielle  linéaire  du  second  ordre. 
Les  résultats  si  remarquables  du  savant  géomètre  présentaient  dans  certains  cas 
des  lacunes  que  l'auteur  a  reconnues  et  signalées  en  complétant  ainsi  une  théorie 
analytique  extrêmement  intéressante.  Cette  théorie  lui  a  suggéré  l'origine  de 
transcendantes  comprenant  en  particulier  les  fonctions  elliptiques  et  qui  per- 
mettent d'obtenir,  dans  des  ras  très  généraux,  la  solution  des  équations  linéaires 
du  second  ordre.  C'est  là  une  voie  féconde  que  l'auteur  n'a  point  parcourue  en 
entier,  mais  qui  témoigne  d'un  esprit  inventif  et  profond.  La  Commission  ne  peut 
que  l'engager  à  poursuivre  ses  recherches,  en  signalant  à  l'Académie  le  beau  ta- 
lent dont  il  a  fait  preuve. 

M.  Halphen  est  l'auteur  du  Mémoire  n"  1,  couronné  par  l'Académie  ;  M.  Poio- 
caré  est  l'auteur  du  Mémoire  n"  ô,  auquel  l'Académie  accorde  une  mention  très 
honorable,  ainsi  qu'au  Mémoire  n**  3. 

Le  prix  Poncclet  est  décerné  à  M.  Lcauté,  et  le  prix  Lalande  à  M.  Stonc. 

Le  Concours,  sur  celte  question  :  Étude  de  Vélasticilé  d'un  ou  de  plusieurs 
corps  cristallises  au  double  point  de  vue  expérimental  et  théorique,  est  pro- 
rogé jusqu'à  l'année  1882. 

N^  12^  21  mars. 

Tisserand.  —  Sur  la  détermination  des  masses  de  Mercure,  de 
Vénus,  de  la  Terre  et  de  la  parallaxe  solaire.  (653). 
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Tisserand  et  Bigourdan.  —  ObservalîoDS  de  la  comète  Faye, 
faites  à  l'Observatoire  de  Paris.  (660). 

Darboux.  —  Sur  la  surface  à  seize  points  singuliers  et  les  fonc- 
tions B  à  deux  variables.  (685). 

M.  Cayley  a  signalé  les  rapports  que  présente  la  théorie  de  la  surface  de 
M.  Kummer  avec  celle  des  fonctions  à  quatre  périodes;  M.  Borcliardt  et  M.  Weber 
ont  complété  les  résultats  de  M.  Cayley.  Antérieurement,  M.  Klein  avait  montre 
que  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  surface  peuvent  s'exprimer  en 

fonction  rationnelle  et  homogène  de  six  radicaux  tels  que  v/(û4— p)  (ff|—  p,), 
CD  de  six  fonctions  6  doubles  à  caractéristique  impaire.  M.  Darboux  indique 
comment  on  peut  trouver  effectivement  ces  expressions  des  coordonnées  et  relie 
à  ce  mode  de  représentation  celui  qui  avait  été  indiqué  par  M.  Cayley  :  il  donne 
ensuite  divers  résultats  géométriques. 

Il  existe  trente  systèmes  de  quadriques  admettant  pour  enveloppe  la  surface 
de  Kummer.  Les  surfaces  de  chaque  système  passent  par  huit  points  singuliers  et 
sont  tangentes  A  huit  plans  singuliers.  A  chacun  d'eux  correspondent  quatre 
équations  irrationnelles  de  la  surface.  A  chaque  système  on  peut  associer  un 
autre  système  composé  de  surfaces  ne  passant  pas  par  les  points  singuliers  com- 
muns aux  surfaces  do  premier  système. 

Deux  surfaces  appartenant  à  des  systèmes  associés  se  coupent  suivant  quatre 
droites.  Les  surfaces  de  deux  systèmes  associés  tangentes  en  un  même  point  M 
de  la  surface  lui  sont  inscrites  suivant  des  courbes  dont  les  tangentes  en  M  sont 
des  tangentes  conjuguées. 

Appliquant  enfin  cette  proposition  à  la  surface  des  ondes,  M.  Darboux  indique 
une  construction  du  plan  tangent  au  moyen  de  la  règle  seule. 

Le  Paige  {€.).  —  Sur  le  déterminant  fonctionnel  d*un  nombre 
quelconque  de  formes  binaires.  (688). 

Le  déterminant  fonctionnel  de  aA'  +  i  formes  dont  le  degré  est  supérieur  à  2k 
est  une  fonction  linéaire  de  ces  formes,  fonction  dont  les  coefficients  sont  des 
sommes  de  produits  de  covariants  linéo-linéaires  de  ces  mêmes  formes  prises 
deux  à  deux. 

Le  déterminant  fonctionnel  de  2Ar  formes  binaires,  dont  le  degré  est  supérieur 
à  2k— i,  est  une  fonction  quadratique  de  ces  formes,  fonction  dont  les  coefficients 
sont  des  sommes  de  produits  de  covariants  linéo-linéaires  des  formes  prises  deux 
à  deux  et  de  covariants  de  second  ordre  des  formes  prises  isolément. 

Ricard  (E,).  —  Sur  la  décomposition  en  facteurs  primaires  des 
fonctions  uniformes  ajant  une  ligne  de  points  singuliers  essen- 
tiels. (690). 

Soit  G{z)  une  fonction  uniforme  et  continue  dans  tout  le  plan,  sauf  sur  un 
cercle  de  rayon  R,  où  elle  peut  admettre  une  infinité  de  rayons  essentiels. 
Soient  A,,  A„  A,,  ...  une  suite  de  quantités  telles  que,  en  posant 


•  m 
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on  ait 

IP.-»I^|P.-K.-B|, 

limp,  =  R. 

n  —  » 

On  peut  former  une  fonction  G  (4;),  de  la  nature  indiquée,  ayant  les  quanti^ 
A,,  A,,  A3,  . . .  pour  zéros. 
Posant 

B^=  Rc»«», 

on  pourra  prendre  dans  le  cas  le  plus  général 

n  =  • 


''^'^  =  U7-rf'"'' 


n  -i 
OÙ 

F,^>-A.-n.      ./A.-B.y  .      /A.-  BA— 

A  chaque  racine  A„  on  fait  correspondre  un  point  B„  du  cercle,  le  mode  de  cor 
respondance  pourrait  être  autre  que  celui  qui  a  été  choisi. 

Picard  et  AppelL  —  Sur  certaines  équations  diffiérentielles  li- 
néaires simultanées  aux  dérivées  partielles.  (692). 

Soient  les  équations 

r=  a^s  -ha^p  -t-Oj^  -^^i^, 

de  la  forme  considérée  par  M.  Appell  (Comptes  rendus  des  séances  de  FAca- 
demie  des  Sciences,  t.  XC,  p.  128,  :^).  Les  coefficients  a,  et  bi  sont  supposés 
des  fonctions  uniformes  des  deux  variables  27  et  y  à  quatre  faces  de  périodes 
conjuguées  a^  et  pj(i  =  r,  3,  3,  4)*  Supposant  qu'on  ait  constaté  que  l'intégrale 
générale  z  de  ces  équations  soit  une  fonction  uniforme  de  x  et  de  ^  n'admet- 
tant pas  de  point  singulier  essentiel  à  distance  finie,  les  auteurs  montrent  qu'on 
peut  obtenir  une  fonction  intégrale  4>  (a?,y  )  telle  que  l'on  ait 

*(:c-f-a^,^-t-  p.)  =  |X,.«I>(J7,>')     (1  =  i,a,3,  4). 

Supposant  ensuite  que  les  quantités  a^,  ^,  soient  les  périodes  normales  d'inté- 
grales abclienncs  normales  de  première  espèce  relatives  à  une  courbe  algébrique 
du  genre  2,  ils  montrent  que  l'intégrale  peut  s'exprimer  au  moyen  des  fonc- 
tions 8. 

Si  l'on  a  aj—  «4  =  o,  p,  =  p,  =  o,  l'expression  de  l'intégrale  4» (j?, y)  s'obtiendra 
au  moyen  de  fonctions  6  d'une  seule  variable. 

Lecornu  (L.),  —  Sur  les  polygones  générateurs  d'une   relation 
entre  plusieurs  variables  imaginaires.  (693). 

Soit  /(5,,  -3,,  ...,  5j  =  o  une  telle  relation  :  il  s'agit  du  polygone  dont  les 
sommets  ont  pour  affixcs  des  n  variables;  l'auteur  étudie  spécialement  les  dé- 
placements d'un  tel  polygone  sans  déformation  et  les  déplacements  avec  défor- 
mation qui  le  laissent  sembliible  à  lui-même. 
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André  (J)-)»  —  Solution  d'un  problème  général  sur  les  séries. 

(697)- 

Étant  donnée  une  série  convergente 

on  multiplie  tous  les  termes  par  les  termes  de  même  rang  d'une  série  récurrente 
proprement  dite 

on  suppose  que  la  série  obtenue 

soit  convergente,  et  Ton  demande  d'exprimer  la  somme  de  cette  dernière  série 
en  fonction  de  la  somme  de  la  série  primitive. 

Poincaré  (H.).  —  Sur  les  équations  diiTérentielles  linéaires  à  in- 
tégrales algébriques.  (698). 

M.  Jordan  a  donné  une  méthode  générale  pour  déterminer  les  groupes  de  sub- 
stitutions linéaires  qui  ne  se  composent  que  d'un  nombre  fini  de  substitutions, 
mais,  sans  insister  sur  la  formation  des  équations  différentielles  linéaires  (à  inté- 
grales algébriques)  qui  leur  correspondent;  c'est  ce  point  que  traite  M.  Poin- 
caré dans  le  cas  du  troisième  ordre. 

A  chacun  des  groupes  de  M.  Jordan  correspondent  une  infinité  d'équations 
linéaires  du  troisième  ordre.  Dans  chacune,  les  coefficients  sont  rationnels  par 
rapport  à  la  variable  indépendante  27  et  à  un  paramètre  arbitraire^.  Si  l'on  con- 
sidère les  trois  intégrales  z\f  z\^  z\  comme  fonction  de  x  et  dey,  ce  seront  des 
fonctions  algébriques  de  ces  variables,  et  elles  satisferont  non  seulement  à  l'é- 
quation proposée,  mais  à  une  infinité  d'équations  aux  dérivées  partielles  à  coef- 
ficients rationnels. 

Langley*  —  Sur  la  distribution  de  l'énergie  dans  le  spectre  so- 
laire normal.  (701). 

Gouy.  —  Sur  un  appareil  synthétique  reproduisant  le  phénomène 
de  la  double  réfraction  circulaire.  (703 ). 

Mercadier,  —  Sur  la  radiophonie  produite  à  Faide  du  sélénium. 

(705). 

Crova,  —  Expériences  faites  dans  les  usines  du  Creusot  pour  la 
mesure  optique  des  hautes  températures.  (707). 

Le  Roux.  —  Sur  la  force  électromotrice  de  Tare  voltaïque.  (709). 

Laurent.  —  Sur  les  miroirs  magiques  en  verre  argenté.  (712). 

Neyreneuf.  —  Sur  récoulenient  des  ga/..  (713). 
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Poincaré  (H.).  —  Sur  la   représentalion  des  nombres  par  les 
formes.  (777). 

L'auteur  moatre  comment  le  problème  de  la  représentation  d'un  nombre  entier 
quelconque,  soit  pour  une  forme  binaire  d'ordre  quelconque,  soit  pour  une  forme 
décomposable  en  facteurs  linéaires,  peut  être  résolu  :  i*  en  résolvant  une  con* 
gruence;  3*>  en  recherchant  par  la  méthode  de  M.  Hermite  si  deux  formes  dé- 
composablcs  en  facteurs  linéaires  sont  équivalentes. 

Halphen.  —  Sur  une  classe  d'équations  différentielles  linéaires. 

(779)- 

L'auteur  montre  comment  on  peut  intégrer  les  équations  dont  les  premiers 
membres  sont  de  la  forme  suivante  : 

OÙ  P  =  ax  +  ^,  Q  =  a'x H-  b'y  et  où  B^e, .,.;  h,  k ...y  sont  constants. 

Charve  {L.),  —  De  la  réduction  des  formes  quadratiques  quater- 
naires. (782). 

L'auteur,  pour  une  telle  forme  supposée  positive,  propose  des  conditions  de 
réduction  telles  que  la  définition  de  la  forme  réduite  conduise  à  une  et  à  une 
seule  des  formes  équivalentes  à  la  proposée. 
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C.-W.  BORCHAROT. 

Tome  LXXXVIII;  1880. 

Sylvester  (J.-J,),  —  Sur  Tentrelacement  d'une  fonction  par  rap- 
port à  une  autre.  (i-3). 

Svhester  (J.-J.).  —  Preuve  instantanée,  d'après  la  méthode  de 
Fourler,  de  la  réalité  des  racines  de  Féquation  séculaire.  (4-5). 

Sylvester  {J.-J,),  —  Sur  un  déterminant  symétrique  qui  comprend 
comme  cas  particulier  la  première  partie  de  l'équation  séculaire. 

Hermite  (Ch.).  —  Sur  une  extension  donnée  à  la  théorie  des  frac- 
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lions  continues  par   M.   Tchebychef.   Extrait   d'une  Lettre  à 
M.  Borchardt.  (io-i5). 

M.  Tchebychef  a  découvert  la  proposition  qu^il  existe  une  infinité  de  systèmes 
de  nombres  entiers  x  ^l  y  tels  que  la  fonction  linéaire  x  —  ay  —  ^,  où  a  et  6 

sont  deux  constantes  quelconques,  soit  plus  petite  en  valeur  absolue  que  —  • 

De  plus,  appliquant  cette  même  conception  à  TAlgébre,  il  considère  l'expression 
X  —  U  Y  —  V,  où  U  et  V  sont  deux  fonctions  quelconques  d'une  variable  a?,  et  il 
détermine  des  polynômes  entiers  par  rapport  à  cette  variable  X  et  Y,  tels  qu'en 
ordonnant  suivant  les  puissances  décroissantes  le  degré  soit  le  nombre  négatif 
le  plus  grand  possible  en  valeur  absolue.  C'est  sur  cet  objet  que  roulent  les  re- 
marques de  M.  Hermite.  Comme  conséquence  de  sa  manière  d'approfondir  la 
question,  la  limitation  précédemment  obtenue 

X  —  ay  —  b  <  — 
se  trouve  remplacée  par  celle-ci, 

-ay-b<i/^  3, 

/T  1 

où  le  coefficient  numérique  4/  —  est  sensiblement  plus  petit  que  - 


X 


a 


Netto  {E,). —  Démonstration  de  Texistence  déracines  d^équations 
algébriques.  (1&-21). 

La  démonstration  repose  sur  ce  théorème,  généralisation  d'un  théorème  de 
Cauchy  :  <c  Soit/?^  la  puissance  la  plus  élevée  du  nombre  premier/?  qui  divise  /i!  ; 
cela  posé,  on  peut  établir  une  suite  de  groupes  de  /i  éléments,  i,G,,G„..., 
G^,  Gx+p . . . ,  G^,  ^i  sont  respectivement  des  ordres  i,  /?,/?', . . .  ,/?^,  Z?^"*"', .  • . ,  p^j 
et  tels  que  chaque  groupe  Gx(^  <  r)  soit  contenu  dans  celui  qui  le  suit  et  per- 
mutable avec  ses  substitutions. 

Ràthig  (  O.).  —  Sur  les  surfaces  définies  par  le  théorème  de  Malus. 
(aa-34). 

Suite  du  Mémoire,  t.  LXXXIV,  p.  a3i>a37  {Bulletin,  III,,  iia). 

Laguerre,  —  Sur  le  développement  d'une  fonction  suivant  les 
puissances  croissantes  d'un  polynôme.  (35-48)* 

Le  Mémoire  se  rattache  au  travail  de  Jacobi  sur  le  développement  suivant  les 
puissances  croissantes  d'un  polynôme  entier  (t.  53,  p.  io3,  du  Journal).  Après 
des  considérations  préliminaires  (1),  l'auteur  traite  (II)  du  développement 
de  é**  suivant  les  puissances  d'un  polynôme  F(^)  et  ramène  la  solution  au  cal- 
cul de  certaines  fonctions  qui  se  déterminent  par  voie  récurrente  et  qui  satisfont 
à  une  équation  difi'érenticllc,  qui  s'obtient  facilement.  L'intégration  de  cette  équa- 
tion différentielle  linéaire  du  m'*"*  ordre  fait  l'objet  du  §  III.  Après  cela,  M.  La- 
guerre  développe  (IV)  ensuivant  les  puissances  de  5 (-3  — i),  et  (V)/(f -i-irs)  sui- 
vant les  puissances  de  la  même  grandeur,  enfin  (VI)  \o^{\-\-  xz)  de  même. 
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Syhester  (J,-J.).  —  Sur  les  déterminants  composés.  (49-67)- 

Au  lieu  d'entrer  dans  le  détail  de  ce  Mémoire,  nous  citerons  quelques  mots  de 
M.  Borchardt  du  tome  89  du  Journal  (p.  82). 

«  Dans  une  correspondance  qui  vient  d'avoir  lieu  entre  M.  Sylvester  et  moi, 
M.  Sylvester  m'a  autorisé  à  retirer  en  son  nom  le  théorème  sur  les  détermi- 
nants composés  qu'il  a  énoncé,  p.  56  et  p.  58  du  Vol.  88  de  ce  Journal,.,.  Lorsque 
l'éminent  géomètre  qui  a  enrichi  de  si  belles  découvertes  la  théorie  des  déter- 
minants et  l'algèbre  des  fonctions  entières  en  général,  et  dont  les  contributions 
forment  un  ornement  si  précieux  de  ce  Journal^  reviendra  sur  sa  théorie  des 
déterminants  composés  et  qu'il  voudra  bien  destiner  pour  mon  Journal  la  rec- 
tification dont  sa  formule  générale  est  susceptible,  il  nous  fera  connaître,  on 
peut  en  être  sûr,  un  progrès  nouveau  que  cette  branche  de  l'Algèbre  devra  i 
son  initiative.  » 

Hazzidakis  (J.-N.).  —  Sur  quelques  propriétés  des  surfaces  à 
mesure  constante  de  courbure.  (68-73). 

I®  Les  quadrilatères  formés  par  les  lignes  asyinptotiqnes  ont  des  côtés  opposés 
d'égale  longueur,  et  leur  aire  est  proportionnelle  à  l'excès  de  la  somme  des 
quatre  angles  sur  360". 
.  2**  L'intégration  de  l'équation  différentielle  partielle  des  surfaces  en   question 

se  ramène  à  l'intégration  de  l'équation  différentielle  -r — —  =  sînX,  où  k  =  consl., 

ç  =  const.  sont  les  lignes  as^inptotiques  et  X  leur  angle. 

3"  Qu'on  exprime  les  coordonnées  o?,^,  z  d'une  telle  surface  par  les  variables 
géodésiques  u,  ç,  et  qu'on  forme  les  déterminants  de  Gauss  désignés  par  D,  D',  D'; 
les  équations 

rfx'=  (i-+-  M»-f-  v^y{Ddu  -h  D'dv), 

dy=  (i  -h  u'-h  v^y(D'du  -h  D^'dv), 

dz'  =  (I  -t-  a«-4-  v*y  [{D u -{- D' V)  du -h  (D'à  -h  DV)  dv] 

définissent  encore  une  surface  à  mesure  constante  de  courbure. 

Cayley  {A.).  —  Sur  Taddition  des  fonctions  3-  doubles.  (74-81). 

TVeber  {H.),  —  Observations  relatives  au  Mémoire  Ueber  die 
abelschcn  Fiinctionen  vorn  Geschlecht  3.  (Extrait  d'une  Lettre 
à  M.  Borchardt.)  (82-84). 

Stem  {M,),  —  Sur  la  théorie  des  nombres  de  Bernoulli.  (85-95). 

Soit 


On  sait  qu'on  a 


T 
tang^  —  l.x-^ ^^' 


V 


où  \\  est  le  >'♦"•  nombre  de  Bernoulli.  M.   Slcrn  montre  que,  à  l'exception  de 
T,  =  I,  les  rocfficients  tangenticls  T  se  terminent  en  j  ou  en  6,  à  mesure  qu'ils 
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sont  contenus  dans  la  forme  T^,„^3  ou  T^,,^,,  et  que  celle  proposition  est  le  cas 
le  plus  simple  d'un  théorème  plus  général. 

Frobenius  (G,).  —  Théorie  des  formes  linéaires  à  coefficients  en- 
tiers (suite  du  Mémoire,  t.  86  du  Journal,  Bulletin,  IV4).  (96- 
116). 

«  Après  avoir  traité  la  théorie  de  l'équivalence  des  formes  bilinéaires  dans  la 
première  Partie  de  ce  travail,  je  passe  à  la  réponse  à  cette  question  :  «  Quelles 
»  conditions  sont  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une  forme  soit  contenue  sous 
»  une  autre?  »  Pour  point  de  départ,  je  prends  la  théorie  d'une  forme  contenue 
relativement  dans  une  autre  par  rapport  à  un  module,  théorie  que  j'applique  aux 
congruences  linéaires  et  à  laquelle  je  ramène  la  théorie  d'une  forme  qui  est  con- 
tenue sous  une  autre  d'une  manière  absolue. 

»  Désignons  par  k  un  nombre  entier  positif,  et  supposons  que  la  forme  bili- 
néaire 

A  =  ^a^x^^ 

des  ni  +  n  variables  ^,,.. .,  j:*»,,  ^,,.. .,  J',,  se  change,  par  les  substitutions  li- 
néaires 

(0  ^«^^rf/'Ta^r    rp-^9^yi    (mod.A), 

en  B  =  ^b^x'^y^.  La  forme  B  sera  dite  contenue  cUins  A  (mod.  k).  Le  nombre 
des  nouvelles  variables  peut  être  égal,  supérieur  ou  inférieur  au  nombre  des  va- 
riables primitives.  Si  B  est  contenue  dans  A  (mod.  A*)  et  C  sous  B,  C  est  aussi 
contenue  dans  A.  Si  B  est  contenue  dans  A  (mod.  A)  et  si  h  est  un  diviseur  de  A', 
B  sera  contenue  dans  A  (mod.  h).  Deux  formes  qui  se  contiennent  l'une  l'autre 
sont  appelées  équivalentes  (mod.  k).  Deux  formes  équivalentes  à  une  tiroisième 
le  sont  aussi  l'une  à  l'autre.  L'ensemble  des  formes  qui  sont  équivalentes  à  une 
forme  individuelle  se  nomme  une  classe  de  formes.  Si  B  est  contenue  dans  A, 
toute  forme  équivalente  à  B  est  aussi  contenue  dans  toute  forme  équivalente  à  A, 
ou  bien  la  classe  de  formes  représentée  par  B  est  contenue  dans  celle  représentée 
par  A. 

»  Si  A  est  équivalente  à  B,  et  que  A  se  change  en  B  par  les  substitutions  (i) 
et  B  en  A  par  les  substitutions 

(2)  -^Y      2'«X^a»    ri^y]*«?r|i    (înod.  A), 

«  ? 

cela  étant,  les  congruences  (2)  peuvent  ne  pas  cire  les  solutions  des  con- 
gruences (2).  Je  n'ai  nommé  (§11)  équivalentes  deux  formes  A  et  B  que  quand 
le  nombre  des  variables  jrl  (^'i)  est  lui  aussi  m  («),  c'est-à-dire  quand  les  deux 
formes  sont  considérées  comme  dépendantes  du  même  nombre  de  variables,  de 
plus  que  les  déterminants  de  /i'*'°*  et  m'*'"*  dej;ré  \p^\  et  |  ^o^l  sont  premiers 
avec  A%  et  que  les  congruences  (2)  sont  les  solutions  des  congruences  (1).  Je  vais 
montrer  que  cette  définition  restreinte  coïncide  complètement  avec  la  définition 
plus  étendue  que  je  viens  de  donner.  » 

§  14.  La  réduction  ries  formes  bilinéaires.  —  ^  15.  Le  ranp  d'une  forme  bili 
néairc  par  rapport  à  un  module.        §  H».  I.r  nombre  des  1  estes  d'un  système  de 


io4  SECONDE  PARTIE. 

forq^cs  linéaires  par  rapport  à  un  module.  —  §  17.  Une  forme  contenue  dans 
une  autre  et  équivalente  à  une  autre.  —  §  18.  Systèmes  adjoints  de  forme»  li- 
néaires par  rapport  à  un  module.  —  §  19.  Les  relations  entre  les  invariants 
(mod.  k)  et  les  diviseurs  élémentaires.  —  §  20.  Transformation  par  des  snbsti' 
tutions  unimodulaires:  —  §  21.  Une  forme  contenue  (d'une  manière  absolue) 
dans  une  autre. 

Stahl  (Hermann).  —  Le  théorème  d'addition  des  fonctions  B^  k  p 
arguments,  (i  i  j-iSo). 

D'après  un  théorème  de  Riemann,  tontes  les  caractéristiques  des  9-  se  prêtent 
à  être  représentées  très  simplement  et  diversement  par  2p  d'entre  elles,  et  c'est 
aussi  par  là  qu'on  parvient  à  en  distinguer  le  caractère  pair  ou  impair.  Après  la 
formation  des  caractéristiques  (§  1),  M.  Stahl  établit  (§  2),  à  l'aide  de  ce  théorème, 
deux  systèmes  correspondants,  chacun  de  3^  caractéristiques,  désignés  par  P  et  Q, 
et  appelés  systèmes  de  huitaines  (Achtersysteme)  parce  qu'ils  se  rangent  par  a^~* 
lignes,  chacune  de  huit  mcmbres.Les  relations  simples  qui  existent  entre  ces 
systèmes  sont  développées  jusqu'au  point  où  elles  sont  nécessaires  pour  la  re* 
cherche.  Ces  systèmes  servent  (§  3)  à  démontrer  le  théorème  général  d'addition 
des  fonctions  3-  :  l'un  s'applique  à  représenter  le  théorème,  les  coefficients  restant 
indéterminés,  l'autre  à  déterminer  les  coefficients.  Le  quatrième  paragraphe 
donne  des  relations  ultérieures  et  établit,  surtout  à  la  fin,  des  relations  entre  des 
fonctions  ^  paires  et  des  fonctions  d*  dérivées  impaires  pour  les  valeurs  nulles 
des  arguments,  relations  qui  font  ressortir  la  connexion  entre  les  modules  des  9^ 
et  les  modules  des  classes  des  fonctions  abcliennes  da  genre  p, 

Jaerisch  (P»). — Surles  vibrations  élastiques  d'une  sphère  isotrope. 
(i3i-i45). 

Lamé,  Clebsrh  et  Henncberg  se  sont  occupés  de  ce  problème.  Les  deux  pre- 
miers se  sont  bornés  à  traiter  des  cas  spéciaux.  Henncberg  a  cherché  la  solution 
générale,  mais  son  raisonnement  exige  qu'une  fonction  s'évanouisse  avec  toutes 
ses  dérivées  pour  une  valeur  constante  de  la  variable  :  il  en  aurait  dû  conclure 
rimpossihilitc  des  vibrations  en  question. 

Les  recherches  de  M.  Jaerisch  ont  conduit  à  ces  résultats  :  une  sollicitation  de 
la  sphère  dans  la  direction  du  rayon  ne  produit  que  des  vibrations  purement 
longitudinales;  une  sollicitation  dans  la  direction  de  la  tangente  n*excite que  des 
vibrations  purement  transversales.  Celles-là  se  font  le  long  du  rayon,  celles-ci 
sont  normales  au  rayon.  Mais,  si  les  déplacements  initiaux  dépendent  de  toutes 
les  trois  composantes  sphériqucs,  il  se  forme  en  même  temps  des  vibrations  lon- 
gitudinales et  des  vibrations  transversales  qui  ont  la  même  durée  d'oscillation, 
et,  comme  chacune  de  ces  trois  sortes  de  vibrations  possède  un  autre  nombre 
d'oscillations,  elles  constituent  tn)is  états  bien  distincts  de  vibrations. 

Les  vibrations  de  la  troisième  espèce,  composées  de  vibrations  longitudinales 
et  transversales  existantes,  ont  été  obsen  écs  par  Savart  dans  des  liges  finies  cy- 
lindriques, qui,  quoique  solficitées  îongitudinalement,  firent  voir  en  même  temps 
des  vibrations  longitudinales  et  transversales. 

Frobenius  et  Stickelberger.  —  Sur  l'addition  et  la  multiplication 
des  fonctions  elliptiques.  (i46-i84). 

La  racine  carrée  d'une  fonction  entière  du  ({uatrièmc  ordre  a  été  développée 
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par  Jacobi  en  fraction  continue  à  Taide  de  la  multiplication  des  fonctions  ellip- 
tiques. Les  formules  communiquées  par  ce  géomètre  (t.  VII,  p.  4i)  sans  démon- 
stration  ont  été  rattachées  par  Borchardt  au  théorème  d'Abel  et  étendues  au 
développement  en  fraction  continue  de  la  racine  carrée  d'une  fonction  entière 
quelconque.  D'autre  part,  Jacobi  a  établi  des  formules  générales  qui  peuvent 
servir  à  transformer  une  série  de  puissances  en  fraction  continue.  Donc,  pour 
obtenir  les  formules  pour  la  multiplication  des  fonctions  elliptiques,  il  ne  fallait 
que  combiner  ces  deux  expressions  algébriques  et  transcendantes  pour  les  élé- 
ments du  développement  en  fraction  continue  de  la  racine  carrée  d'une  fonction 
de  quatrième  degré.  C'est  ainsi  que  les  auteurs  ont  trouvé  les  formules  de  mul- 
tiplication telles  que  les  a  données  M.  Brioschi,  de  même  que  celles  qu'a  déve- 
loppées M.  Kiepert. 

La  recherche  du  cas  où  la  fraction  continue  est  périodique  fait  voir  la  relation 
remarquable  qu'il  y  a  entre  ses  réduites  et  la  transformation  inverse  des  fonc- 
tions elliptiques.  Soit  p{u)  =  p(tf  ;  (o,  ta')  la  fonction  elliptique  fondamentale  de 
M.  Weierstrass,  aux  périodes  w,  u'.  Cela  étant,  elle  peut  être  mise  sous  la  forme 
d'une  expression  rationnelle  de  p{u[;  u,  /ico'),  et,  réciproquement,  p(u;  (o,  /tco') 
peut  être  exprimée  à  l'aide  de  racines  comme  fonction  algébrique  de  p(u).  En 
différentiant  une  équation  de  la  forme 

ff'  9' 

H—  (u;u, /tu')  =  —  (a;  w,  w')  -{-eu -h  R,-4-  R,-h.. .-+- R,_„ 

9  9 

où  c  désigne  une  constante  et  R^  est  une  fonction  entière  de  p(u)  et  de  p*{u), 
M.  Kiepert  est  parvenu  à  l'expression  de  piufja,  /iw'  par  p{u).  Or  ces  /i**"~  ra- 
cines sont  toutes  exprimables  par  une  quelconque  d'entre  elles,  soit  R«-|  =  R. 
Posons  donc 

R, R'  =  V,  =  T. -  i  p' ( «)  U„    R«_,  =  V._,  ; 

T 
cela  étant,  T^  et  U^  sont  des  fonctions  entières  de  p(u),  et  — ^  est  la  v'*"**  réduite 

de  la  fraction  continue  qu'on  obtient  en  transformant  en  fraction  continue  la 

série  pour  p'{u)  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  dep(f/)  —  p(  — )• 

Une  méthode  semblable  à  celle  que  nous  venons  d'esquisser  pour  les  formules 
de  multiplication  peut  aussi  servir  à  développer  les  formules  d'addition.  Au  lieu 

de  la  fraction  continue  pour  ^  =  -  p'(m),  c'est-à-dire  au  lieu  des  fonctions  ra- 
tionnelles dont  les  développements  se  confondent  le  plus  étroitement  possible 
avec  les  développements  dey,  il  faut  considérer  des  fonctions  rationnelles  qui 
coïncident  avec  y  pour  autant  de  valeurs  données  et  différentes  qu'il  est  pos- 
sible. 

§  1.  Transformation  d'une  série  de  puissances  {Potenzreihe,  série  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  croisantes  de  la  variable)  en  fraction  continue.  —  §  2.  Pro- 
positions auxiliaires  empruntées  à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  —  §  3.  La 
multiplication  des  fonctions  elliptiques.  —  §  4.  Sur  les  réduites  de  la  frac- 
tion continue  pour  la  fonction  p'(M).  —  §  5.  Sur  le  cas  où  la  fraction  con- 
tinue devient  périodique.  —  §  6.  La  transformation  inverse  des  fonctions  el- 
liptiques. —  §  7.  Transforiiialiun   du   développement  en   frartion  continue  par 
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rintroduction  de  nouvelles  variables.  —  §  8.  Sur  Finterpolatioa  au  moyen  de 
fonctions  rationnelles.  —  §  9.  Les  théorèmes  généraux  d'addition  des  fonctions 
elliptiques.  —  §  10.  D'autres  formes  du  théorème  d'addition. 

Biehler,  —  Sur  les  fonctions  doublement  périodiques  considérées 
comme  des  limites  de  fonctions  algébriques.  (i85-2o4)* 

«  C'est  Cauchy  qui^  le  premier,  a  rattaché  aux  fonctions  algébriques  les  trans- 
cendantes elliptiques  en  donnant  {Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie 
des  Sciences,  i8^|3),,à  l'aide  d'un  procédé  élémentaire,  l'équation  si  importante 
qui  lie  l'expression  de  6(2)  sous  forme  de  produit  au  développement  de  cette 
fonction  en  série  de  cosinus. 

»  Je  commencerai  par  établir  cette  relation  en  faisant  usage  d'une  méthode  plus 
simple  que  celle  de  Cauchy;  je  donnerai  ensuite  sous  leurs  diverses  formes  les 
développements  des  trois  fonctions  elliptiques;  enfin  j'y  ajouterai  les  développe- 
ments de  quelques  fonctions  doublement  périodiques  de  troisième  espèce.  Les 
exemples  qui  seront  traités  suffiront  pour  montrer  que  les  mêmes  méthodes  s'ap- 
pliquent également  aux  cas  où  les  fonctions  proposées  renfermeraient  un  plus 
grand  nombre  de  0,  soit  au  numérateur,  soit  au  dénominateur.  » 

Développement  de  : 


I.  La  fonction  0 


m 


II.  sinam 


iKx 


III.  cosam 

1  Kx 


IV.  Aam 


V. 


K^) 


VI. 


«(^^)e.(^) 


VIII.  —;-'^- 


1\.  Démonstrations  rigoureuses  de  toutes  ces  formules. 

Kiepcrt  (A.).  —  Sur  la  théorie  de  transformation   des   fonction^ 
elliptiques.  Second  Mémoire.  ('loS-aia). 

Celle  Noie  fait  suite  au  Mémoire  du  Tome  77,  de  M.  Kiepcrt.  Une  quantité  /  V 
avait  clé  définie  comme  racine  d'une  équalion  de  Iransformalion  facile  à  rlablir- 
H  s'agit  mainlcnant  de  représenter  lentes  les  autres  quantités  qui  se  présenlen*' 
dans  la  transformation  comme  fonctions  rationnelles  de/. 

l'nc  équation  différentielle,  dnimcc  sans  démonstration  par  Jarobi  (t.  \),  fait 
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voir  que  toutes  les  quantités  nécessaires  à  la  transformation  sont  des  fonctions 

linéaires  de  T  =  A»  /"et  des  -  (/i  —  i)  premières  dérivées  de  r  prises  suivant 
l'invariant  absolu  et  que  F  elle-même  satisfait  à  une  équation  différentielle  ho- 
mogène linéaire  d'ordre  -  (/n- 1). 

§  1.  Déduction  de  l'équation  aux  différentielles  partielles.  —  §  2.  Détermina- 
tion des  quantités  r„  F,,. . .,  T^,  ^„  ^,.  —  §  3.  Exemple  (/i  =  5). 

Sturm   {Rudolf).    —  Sur  la  théorie   des  surfaces  de  troisième 
ordre.  (2i3-24o). 

M.  Sturm  a  publié  en  1867  un  Ouvrage  sur  les  surfaces  de  troisième  ordre;  le 
Mémoire  dont  nous  allons  rendre  compte  en  peu  de  mots  peut  être  envisagé 
comme  complément  de  cette  publication,  couronnée  du  prix  de  Steiner  il  y  a 
quinze  ans. 

Les  deux  premières  Sections  donnent  quelques  démonstrations  sous  des  formes 
simplifiées;  la  troisième  s'occupe  du  système  des  sections  coniques  qui  sont  con- 
tenues dans  les  plans  passant  par  une  droite  de  la  surface  et  en  fait  voir  de  nou- 
velles propriétés.  Dans  la  quatrième  Section,  la  théorie  purement  géométrique 
que  M.  Milinowski  a  donnée  des  polaires  des  courbes  planes  de  troisième  ordre, 
et  dont  on  a  fait  peu  de  cas  jusqu'alors,  est  appliquée  par  M.  Sturm  aux  polaires 
des  surfaces  cubiques.  En  mettant  à  profit  les  idées  de  M.  Milinovrski  pour  les 
surfaces  de  troisième  ordre,  l'auteur  remplit  donc  lui-même  un  souhait  qu'il 
avait  énoncé  dans  la  Préface  de  son  Livre.  Pour  augmenter  la  valeur  indivi- 
duelle du  Mémoire,  M.  Sturm  a  emprunté  au  travail  de  M.  Milinovrski  (SchlÔ- 
milch's  Zeitschrift  fur  Math.,  t.  X\I  et  WIII)  quelques  raisonnements  sans 
rien  changer.  Cependant  on  y  trouve  assez  de  choses  nouvelles  qui  appartiennent 
exclusivement  à  M.  Sturm.  D'abord  il  a  fallu  imaginer  une  méthode  de  généra- 
tion de  la  surface  cubique  pour  y  pouvoir  appliquer  la  théorie  de  M.  Milinowski. 
Le  théorème  fondamental  sur  le  plan  polaire  mixte  de  deux  points  est  démontré 
d'une  manière  rigoureuse,  tandis  que  la  démonstration  du  théorème  correspon- 
dant dans  le  plan  se  trouvait  originairement  en  défaut  chez  M.  Milinowski. 
Enfin  quelques  nouveaux  théorèmes  ont  été  ajoutés  à  la  fin  de  cette  Section.  La 
dernière  Section  a  rapport  au  problème  proposé  alors  (1879)  pour  le  prix  de 
Steiner,  à  savoir  la  détermination  de  la  variété  d'une  courbe  dans  l'espace  ou 
bien  du  nombre  des  conditions  simples  auxquelles  on  la  peut  soumettre.  M.  Sturm 
détermine  ce  nombre  pour  les  courbes  traitées  dans  le  cinquième  Chapitre  de 
son  Livre.  Le  problème  général  n'est  pas  abordé  par  cela. 

JRosanes  (./.).  —  Sur  des  systèmes  ponctuels  linéairement  dépen- 
dants. (241-273). 

Pour  expliquer  les  idées  de  l'auteur,  nous  allons  résumer  ses  définitions  en 
peu  de  mots.  Une  forme  ternaire  /{x^x^x^)  du  degré  n  dans  les  coordonnées 
plans  homogènes  x^x^x^  s'évanouît  pour  un  nombre  infini  de  systèmes  de  va- 
leurs des  quantités  x.  La  courbe  qui  a  l'équation  /(x, a7,x,)  —  o  en  représente 
l'ensemble.  Si  l'on  appelle  tout  système  de  valeurs  (x, a:,j:,)  qui  fait  évanouir 
/(x,x,j:,),  un  point  zéro  de/,  il  existe  une  dépendance  entre  tous  les  points  zéro, 

car,  la  forme /(x,x,.r,)  étant  romplrlcrncnt  iUlrnuïmc  par  -n(n    --  ^)  points 
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zéro  quelconques,  Tensemblc  de  tous  les  points  zéro  s'ensuit  de  ~  /i  (  n  +  3)  d'entre 

eux. 

Cependant  on  a  découvert  assez  tût  qu'un  nombre  de  points  zéro  qui  n'est 
pas  encore  suffisant  pour  déterminer  complètement  une  forme  peut  entnlaer 

des  points  zéro  ultérieurs;  car,  désignant  par  N  le  nombre  ~ii(/t  +  3), onpeot 

déduire  /i*—  N  H- 1  de  N  —  i  donnés.  Donc,  N  —  i  points  zéro  étant  donnés  ar- 
bitrairement, on  peut  déterminer  un  N'*"*  de  n* —  N  -4- 1  manières  différentes, de 
façon  à  avoir  N  points  formant  un  système  dépendant  (nom  employé  poor  dé- 
signer un  système  de  p  points  zéro  lorsque  p  —  i   de  ces  points   entratneot 
le/?'**^).  En  faisant  abstraction  de  la  position  tout  à  fait  arbitraire  des  points 
fondamentaux,  il  est  même  possible,  en  certains  cas  particuliers,  de  gagner  ^^ 
système  dépendant  de  N  —  a  points  donnés  par  Taddition  d'un  point.  Cette  à^ 
mande  revient  à  déterminer  les  coordonnées  du  dernier  point  de  telle  sorte  q^^ 
tous  les  déterminants  du  degré  N  —  i  d'une  matrice  (N  -h  i,  N  —  i)  s'évanonisseP^ 
ce  qui  revient  à  trois  équations  de  condition  indépendantes. 

Il  est  évident  qu'il  existe  aussi  pour  les  formes  quaternaires  des  systèmes  i^' 
dépendants  de  points  zéro  et  même  en  plus  grande  variété.... 

L'existence  de  formes  algébriques  en  Géométrie  qui  contiennent  deux  système 
de  variables  porte  à  approfondir  la  question  comment  il  en  serait  avec  de  tel 
systèmes  dépendants.  Tel  est  le  théorème  de  Hesse,  que  deux  paires  de  poini 
conjugués  d'une  section  conique  entraînent  toujours  un  troisième. 

Stahl  (Hermann),  —  Démonstration  d'un  théorème  de  Riemann 
sur  les  caractéristiques  des  fonctions  S-.  (2^3-276). 

Liouville  («/.). —  Leçons  sur  les  fonctions  doublement  périodiques, 
faites  en  1847.  (277-310). 

Voici  comment  Borchardt  raconte  l'origine  de  ces  leçons  : 

«  Lorsque,  dans  la  première  moitié  de  Tannée  1847,  j'ai  fait  un  séjour  4  Paris, 
en  même  temps  que  mon  umi  bien  regretté  Ferdinand  Joachimstkal,  M.  Liouvillea 
bien  voulu  nous  faire  chez  lui,  à  nous  deux,  quelques  leçons  sur  sa  méthode  de 
traiter  la  théorie  des  fonctions  douhicnicnl  périodiques.  J'ai  recueilli  les  leçons 
de  M.  Liouville,  et  lorsque,  retourné  à  Hcrlin,  j'en  avais  achevé  la  rédaction,  je 
lui  ai  fuit  parvenir  une  copie  de  mon  manuscrit,  qu'il  m'a  autorisé  à  communi- 
quer à  Jacobi  et  à  Lejcune-Dirichlet.  C'est  ce  même  manuscrit  dont  M.  Liou- 
ville a  donné  la  Table  des  matières  {Comptes  rendus  des  séances  de  VAcadé' 
mie  des  Sciences^  t.  \\\II,  p.  452). 

»  Quoique  depuis  longtemps  le  fond  des  recherches  de  M.  Liouville  soit  connu, 
on  n'en  possède  pourtant  pas  de  rédaction  aullientique.  Cette  circonstance  a 
donné  occasion  à  plusieurs  de  mes  amis  de  m'exprinier  leur  avis  que,  encore 
aujourd'hui,  je  ferais  quelque  chose  d'utile  à  la  Science  en  faisant  imprimer  mon 
ancien  manuscrit  contenant  les  leçons  de  iM.  Liouville  de  1847.  ^^  ^^^  conforme 
à  leur  désir  après  avoir  obtenu  pour  cette  publication  Tassentiment  de  l'illustre 
auteur  des  recherches  dont  il  s'agit. 

»  Kn  communiquant  aux  géomètres  un  travail  fait  il  y  a  plus  de  trente  ans  et 
sans  rinlcnlion  de  le  faire  imprimer,  je  crois  néanmoins  pouvoir  assurer  qu'en 
général  ma  rédaction  reproduit  fidèlement  les  leçons  de  M.  Liouville.  Elle  en 
diffère  toutefois,  comme  l'on  verra,  dans  la  démonstration  du  théorème  fonda- 
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mental  suivant  :  «  Il  est  impossible  qu'une  fonction  doublement  périodique 
reste  toujours  finiei  à  moins  qu'elle  ne  se  réduise  à  une  constante,  »  théorème  qui 
forme  la  base  de  la  méthode  de  M.  Liouvillc. 

»  La  démonstration  de  ce  théorème  donnée  par  M.  Liouville,  et  que  je  n'ai  fait 
qu'indiquer  brièvement,  a  été  remplacée  dans  ma  rédaction  par  la  démonstration 
d'un  théorème  plus  général,  qui  ne  se  rapporte  pas  exclusivement  aux  fonctions 
doublement  périodiques  et  d'où  découle  comme  corollaire  le  théorème  énoncé 
ci-dessus.  » 

Table  des  matières.  —  Première  Partie  :  Théorie  générale. 

1.  Une  fonction  doublement  périodique  qui  ne  devient  jamais  inGnie  est  im- 
possible. 2.  Une  fonction  doublement  périodique  à  un  seul  infini  est  impossible. 
3.  Fonctions  doublement  périodiques  à  deux  infinis.  Leurs  propriétés  fondamen- 
tales. 4.  Fonctions  doublement  périodiques  à  plusieurs  infinis.  Leur  développe- 
ment en  sommes  et  en  produits  de  fonctions  doublement  périodiques  à  deux 
infinis.  5.  Fonctions  à  un  nombre  pair  d'infinis.  Leur  développement  en  produits 
de  fonctions  doublement  périodiques  à  trois  infinis.  6.  Développements  des  fonc- 
tions doublement  périodiques  en  fractions  de  la  forme 

M-4-N9'(z) 


9(z)  représentant  une  fonction  doublement  périodique  à  deux  infinis,  ff'{z)  son 
quotient  différentiel,  et  L,  M,  N  des  fonctions  entières  de  ff{z). 

Seconde  Partie  :  Applications. 

7.  Détermination  du  quotient  différentiel  des  fonctions  doublement  périodiques 
à  deux  infinis.  Théorème  de  l'addition  pour  les  mêmes  fonctions.  Cas  particulier 
du  sinus  amplitudinis.  —  8.  Transformation  du  sinus  amplitudinis.  Expres- 
sions en  forme  d'une  somme  et  d'un  produit.  —  9.  Transformation  inverse  du 
sinus  amplitudinis.  Formule  d'Abel.  Formule  de  Jacobi. 

Schubert  {Hermann),  —  Sur  la  relation  uni-biforme  (ein-zwei- 
deutige)  entre  les  éléments  des  figures  fondamentales  de  pre- 
mière espèce.  (3ii-34a)- 

Pendant  les  dernières  années,  MM.  Sturm  et  Hirst  se  sont  occupés  de  re- 
chercher les  nombres  qui  se  rapportent  à  la  relation  projective,  c'est-à-dire  cor- 
respondance uni-uniforme  des  éléments  des  figures  fondamentales  de  première 
et  de  deuxième  espèce.  A  cet  effet,  ils  ont  mis  à  profit  la  même  méthode  que,  à 
diverses  reprises,  MM.  Zeuthen  et  Schubert  ont  employée  pour  calculer  les 
nombres  pour  les  courbes  et  surfaces,  en  partant  des  nombres,  beaucoup  plus 
faciles  à  obtenir,  des  dégénérations  de  ces  figures.  L'auteur  a  encore  fait  voir 
(dans  son  Livre  Kalkûl  der  abzdhlenden  Géométrie,  Leipzig,  Tcubner)  que  le 
calcul  de  tous  les  nombres  qui  se  rapportent  aux  figures  fondamentales  pro- 
jectives  de  première  espèce,  ainsi  qu'aux  figures  collinéaires  et  corrélatives  de 
deuxième  espèce,  se  simplifie  beaucoup  quand  on  lui  applique  la  méthode  déve- 
loppée dans  les  premières  Sections  de  ce  Livre.  Ce  calcul  permet  de  généraliser 
les  problèmes  de  Sturm  et  de  Hirst  :  on  remplace  la  relation  projective,  c'est- 
à-dire  uni-uniforme  par  une  correspondance  a-  p- forme.  Le  présent  Mémoire  dé- 
veloppe les  nombres  pour  deux  figures  fondamentales  de  première  espèce  qui 
sont  en  correspondance  uiii-l)iformc. 

§  1.  La  dimension  <!(•  la  rondilinn  de   la  a-|î- forniit(-  vulve  les  éléments  des 
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figures  fondamentales  de  première  espèce.  —  §  2.  Les  conditions  pour  deax 
séries  droites  ponctuelles  en  correspondance  uni-biforme.  —  §  3.  Les  défénén- 
tions  pour  deux  figures  fondamentales  de  première  espèce  en  correspondaDCC 
uni-biforme.  —  §  4.  Les  équations  entre  les  conditions  pour  deux  séries  droites 
ponctuelles  en  correspondance  uni-biforme.  —  §  5.  Calcul  des  nombres  pour  la 
dégénération  K.  —  §  G.  Le  calcul  des  nombres  pour  la  dégénération  m.  La  figore 
composée  de  deux  séries  droites  ponctuelles.  —  |7.  Le  calcul  des  nombres  pour 
deux  séries  droites  ponctuelles  en  correspondance  uni-biformc.  —  §  8.  Pro- 
blèmes analogues. 

Spitzer  (Simon).   —  Intégralion  de  quelques  équations  diffé- 
rentielles linéaires.  (343-347)*  El.  Lampe. 
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Halphen.  —  Sur  les  invariants  différentiels  des  courbes  gauches. 

(i-ioa). 

Si  l'on  considère  une  substitution  homographique  par  laquelle  on  passe  des 
variables  X,  Y^  Z, . . .  aux  variables  x^y-j  z^  . . . ,  et  si  Ton  regarde  Y  et  Z  comme 
des  fonctions  de  X,  y  et  ^  seront  des  fonctions  de  x  définies  par  la  substitatioo 
même  et  Ton  aura  ainsi  deux  courbes  gauches  correspondantes  :  ceci  posé,  soit 
/(X,  Y,  Z,  Y',  . . .,  Z<''0  une  fonction  entière  des  variables  primitives  et  de  leurs 
dérivées;  que,  dans  l'équation /=  o,  on  fasse  la  substitution  et  qu'on  mette 
aussi  l'équation  transformée  sous  forme  entière,  la  fonction  /  sera  dite  un  invi- 
riant  différentiel  si  celle  transformée  ne  diffère  de  l'équation /=o  que  parle 
changement  des  Icllres,  c'esl-à-dirc  si  celte  transformée  peut  s'écrire 

quels  que  soient  les  coefficients  de  la  substitution. 

M.  Halphen  commence  par  donner  des  exemples  de  tels  invariants  :  ainsi  la 

fonction  u  =  — ;-  {y" z"^ — ^"y"^)}  <!"'>  égalée  à  zéro,  exprime  qu'une  courbe  est 

'  plane,  est  un  invariant  différentiel;  il  en  est  de  même  de  la  fonction  ç  qui,  égak^ 
à  zéro,  exprime  que  les  langcnlcs  à  une  courbe  gauche  appartiennent  à  un  com- 
plexe linéaire;  si  l'on  pose  d'une  façon  générale 

I  y'zC')-  vC)-* 

"       ',.j.6...«    y''z''-y''z'    ' 

I  ri")  z"  —  y"  z^")     ,     ^,, 

u..|.j.../i    y  '^  — y  '^ 


(')  V(Mr  liultetin.  IV,,  i^i. 
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on  a 

L'examen  de  substitutions  particulières  montre  tout  de  suite  qu'un  invariant 
différentiel  ne  contient  ni  les  variables  elles-mêmes,  ni  les  dérivées  premières,  et 
qu'il  est  nécessairement  une  fonction  homogène  de  déterminants  binaires  tels 
qucy("')z(")— j^<")-z(*);  en  regardant  ce  déterminant  comme  une  figure,  on  voit 
de  plus  que  chaque  terme  d'un  invariant  entier  /  contient  un  nombre  de  figures 
qui  est  le  même  pour  tous  les  termes  de  l'invariant  :  ce  nombre  est  le  degré  de 
l'invariant;  ainsi  les  invariants  u  et  v  ont  les  degrés  i  et  3.  Le  quotient  d'un  in- 
variant différentiel  de  degré  6  par  u  est  une  fonction  entière  des  quantités  a,,  b^ 
précédemment  définies.  La  somme  des  indices  de  dérivation,  dans  un  même 
Uitme  d'un  invariant,  est  constante  pour  tous  les  termes  de  cet  invariant  :  c'est  le 
poids  de  ce  dernier;  quant  à  l'ordre  d'un  invariant,  c'est  l'ordre  des  plus 
hautes  dérivations.  Il  n'existe  pas  d'invariant  absolu  d'ordre  inférieur  à  7. 

Dans  un  invariant  différentiel  d'ordre  n,  si  l'on  prend,  parmi  les  termes  du 
plus  haut  degré  en  a^,  b^  simultanément,  celui  qui  est  du  plus  haut  degré  en  b^j 
le  coefficient  de  ce  terme  est  lui-même  un  invariant;  il  en  est  de  même  du  coef- 
ficient du  terme  du  plus  haut  degré  en  6,,  ce  terme  étant  considéré  isolément. 

Quand  un  invariant  différentiel  est  réduit  à  la  forme  d'une  fonction  des  quan- 
tités A,,  B^  (analogues  à  a^,  6^),  si  q  est  alors  son  poids,  l'effet  de  la  substitu- 

tion  homographique  X  =  ~»  Y  =  —  >  Z  =  —  »  où  ^,  t;,  (^,  u>  sont  des  polynômes  du 

(1)  fa>  u> 

premier  degré  en  a:,  y,  z,  est  de  le  reproduire  multiplié  par  (  -j-, — 5—7  )  ;  mis  sous 

une  forme  quelconque,  il  se  reproduit  multiplié  par  D^  ^-— =7-— =--7r—^»rf  étant  son  de- 
gré, p  son  poids  et  D  étant  le  déterminant  de  la  substitution.  Il  suit  de  là  que 
la  somme  de  deux  invariants  d'un  même  degré  et  d'un  même  poids  est  encore 
un  invariant;  que  leur  quotient  est  un  invariant  absolu;  que,  avec  trois  inva- 
riants, on  peut  former  un  invariant  absolu;  enfin  que  tout  invariant  d'ordre 
moindre  que  7  se  réduit  à  u'^v^. 

De  ce  qui  suit  on  supposera  toujours  les  invariants  exprimés  au  moyen  des 
quantités  a^,  b^  :  ils  sont  alors  de  degré  zéro. 

Sous  cette  condition  on  a  la  proposition  suivante  :  Si  ^  et  '^  sont  deux  inva- 
riants différentiels  d'un  même  poids,  la  quantité  ^^'  —  ç'^j'  est  un  invariant; 
cet  invariant  est  lui-même  de  degré  zéro  ;  il  est  exprimé  au  moyen  des  quan- 
tités a^,  b^i  et  les  dérivées  d'ordre  le  plus  élevé  n'y  entrent  que  linéairement. 
M»  Halphen  est  ainsi  conduit  à  la  notion  des  invariants  linéaires.  Un  invariant 
linéaire  d'ordre  n  est  celui  qui  ne  contient  a^  et  b^  que  linéairement. 

L'auteur  met  ensuite  en  évidence  l'existence  de  deux  invariants  linéaires  «„  /, 
du  septième  ordre,  qui  sont  de  la  forme 

où  9,  <{/,  S"  sont  des  quantités  d'ordre  au  plus  égal  à  6,  et  [x,  v  des  exposants  en- 
tiers et  positifs;  cette  forme  caractérislique  se  retrouve  dans  les  invariants  j„, 
t^  d'ordre  supérieur  à  7,  que  l'on  déduit  successivement  de  *,,  /,  et  de  l'inva- 
riant V  par  l'application  de  la  rôj;le  suivante.  En  désignant  par  a  et  t  les  poids 
de  *,,  /,,  on  aura 
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les  deux  invariants  linéaires  s^y  t^  étant  de  huitième  ordre  et  des  poids  9-f  f* 
T  4-  4-  On  aura  ensuite 

Les  invariants  s^^  t^,  s^y  /,,  ...,  s^y  t^  ainsi  formés  sont  Ai\A  fondamentaux,  et 
cette  dénomination  est  bien  justiGée  par  la  proposition  suivante  : 

Tout  invariant  différentiel  d'ordre  n'  est  exprimable  rationnellement  e/» 
fonction  des  invariants  fondamentaux  d'ordre  n  et  d'ordre  moindre,  ains^ 
que  l*  invariant  v.  Si  cet  invariant  est  une  fonction  entière  des  quantités  a,,  6.^ 
la  fonction  rationnelle  qui  le  représente  ne  contient  en  dénominateur  qvCume? 
puissance  de  v. 

On  voit  donc  que  la  recherche  de  tous  les  invariants  différentiels  se  ramène  4 
la  recherche  de  deux  invariants  du  septième  ordre.  C'est  en  se  plaçant  4  un 
point  de  vue  un  peu  différent  que  M.  Halphen  effectue  cette  détermination  : 
elle  résulte,  en  effet,  de  la  proposition  suivante,  dont  on  aperçoit  de  suite  tout 
l'intéréu 

11  est  en  général  possible,  par  un  choix  convenable  des  coordonnées  (et  cela 
d'une  seule  façon),  de  réduire  les  équations  d'une  courbe  à  la  forme  canonique 

y  =z  X*  -hq^x^  -hq^x*-h..., 

et  les  coefHcicnts  de  ces  développements  Pi, p%y  '"y  Çij  Çtt  •••  sont  des  inva- 
riants absolus.  En  effectuant  cette  réduction,  on   parvient  aux  expressions  de 


«,,  tff  à  savoir 


où 


«,  =  II,  —  3X„    tj  =  li.\  —  \m4-  ax;, 


\  =  à,—  a^b^  —  ^a^b^-^  l\albt  —  aa^a^-f- 2*5  4- aj -4- «J, 
11,  =  a, -h  Zb]  —  ^b^a^-h  Sb^a^  —  ^a^a^-h6ala^'-Za\t 
\  =  —  2a^\-h  b,^-  5b^b^  —  5 a, 6,  -f-  4 ^î *• 

La  considération  d'une  courbe  (m),  dite  adjointe  à  la  courbe  (M),  et  qui 
s'en  déduit  par  corrélation,  conduit  ensuite  M.  Halphen  à  la  notion  des  inva- 
riants différentiels  adjoints;  on  conçoit,  en  effet,  que  tout  invariant  différentiel  F, 
relatif  à  la  courbe  (M),  puisse  être  transformé  en  un  invariant  différentiel/, 
relatif  à  la  courbe  m.  Les  invariants  différentiels  peuvent  ainsi  être  classés  par 
couples;  un  invariant  différentiel  peut  d'ailleurs  élre  son  propre  adjoint;  tel  est 
le  cas  de  l'invariant  Vy  puisque  la  figure  corrélative  d'une  complexe  linéaire  est 
encore  une  complexe  linéaire. 

Les  résultats  précédents  reçoivent  une  interprétation  géométrique  intéressante 
par  rintroduclion  de  la  courbe  anharmonique  déjà  considérée  par  M.  Fouret  et 
dont  les  équations,  en  la  supposant  rapportée  à  un  tétraèdre  de  référence  conve- 
nable, sont 

M.  Fouret  a  montré  que,  en  chaque  point  d'une  courbe,  il  existait  une  courbe 
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anharmonique  unique,  ayant  avec  la  proposée,  au  point  considéréi  un  contact  du 
septième   ordre  :  les  exposants  r,  s  qui  la  caractérisent  sont   des   invariants 

s'    t' 

absolus,  liés  par  conséquent  aux  invariants  absolus  -^^  4;  au  lieu  des  quanti- 
tés r  et  s,  M.  Halphen  est  amené  à  introduire  deux  quantités  gf  h  qui  ne  chan- 
gent pas  les  modifications  qui  résultent  pour  les  nombres  r,  s  des  échanges  entre 
les  faces  du  tétraèdre  de  référence  ;  posons 

a  =  r  -h  s  —  ij     p=:r  — 4  — I,    Y  =  *--r  — i, 
on  a 


Si  maintenant  Ton  fait 


s 


1 


ces  deux  invariants  absolus  s'expriment  au  moyen  de  g^  h  par  les  formules 

"~2.5>.7^         g^         ' 

inversement  on  a 

_  3>.2«  1 

^""  5.7^  a='(7  — 36^^)3' 

2'. 3*  I 

4  —  25  /t  =  — ^ ; ■■■.,■,  • 

7     a(7  — 36&)» 

L'auteur  aborde  ensuite  une  autre  question  : 

Soient  9  =  o,  <]/  =  o  deux  équations  différentielles  simultanées  entre  la  va- 
riable indépendante  x  et  les  deux /onctions  y  et  z\  quelle  doit  être  la  nature 
de  ce  système  pour  qu'il  soit  invariant,  et,  dans  ce  cas,  quelles  simplifications 
peuvent  être  apportées  au  problème  de  l'intégration? 

Après  avoir  écarté  les  cas  particuliers  où  une  combinaison  des  deux  équations 
est  u  =y' z' — z'y"  =  o,  ou  bien  t;  =  o,  il  montre  que,  dans  le  cas  général,  ces 
deux  équations  consistent  en  des  relations  entre  les  coefficients  de  la  forme  ca- 
nonique, c'est-à-dire  entre  des  invariants  absolus  :  par  exemple,  si  elles  sont  du 
septième  ordre,  elles  se  réduisent  à 

s\  t.       . 

V*  *î 

a  et  6  étant  des  constantes,  et  l'intégrale  générale  est  formée  par  les  équations 
générales  de  la  courbe  anharmonique,  dont  les  invariants  gj  h  sont  déterminés 
en  fonction  de  a,  b  par  les  formules  précédemment  données.  Dans  le  cas  de  deux 
équations  d'ordre  /i,  l'intégration  se  ramène  à  l'intégration  successive  : 

I*  D'un  système  de  deux  équations,  l'une  d'ordre  (/i  —  7),  l'autre  d'ordre 
(/i-8); 

2*  D'un  système  de  deux  équations,  l'une  du  second,  l'autre  du  premier  ordre; 

3"  D'un  système  de  deux  C(|ualions  du  premier  ordre  rha<une; 

Bull,  des  Sciences  math.,  2®  Série,  t.  V.  (Juin  i8Sr.)  R   8 
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4*  D'un  système  de  deux  équations,  l'une  du  deuxième,  l'autre  du  troisième 
ordre  ; 

5"  Et,  enfin,  à  v'ïih\  quadratures  successives. 

Le  dernier  Chapitre  du  Mémoire  est  consacré  à  diverses  applications  et  à  di' 
vers  exemples  de  covariants  différentiels;  on  y  trouvera  la  détermination  à^ 
tétraèdre  principal  de  la  courbe  anharmonique,  osculatrice  en  un  point  d'uP^ 
courbe  donnée,  l'équation  de  la  surface  du  second  degré  osculatrice  en  un  point-» 
les  équations  différentielles  des  courbes  biquadratiques,  etc. 

Collignon  {E.),  —  Recherches  sur  la  formule  de  WalHs.  (io3^ — " 

i38). 

On  trouvera  dans  ce  Mémoire,  outre  diverses  transformations  de  la  formula 
de  Wallis  et  quelques  recherches  arithmétiques  relatives  au  numérateur  et  aiv^ 
dénominateur,  un  curieux  essai  de  démonstration  de  rincommensurabilité  der 
T.  et  de  ses  puissances.  M.  Collignon,  en  partant  de  Tégalité  hypothétique 


t:  _  Y  _  np  -h  m 


» 


où  —  serait  une  fonction  irréductible,  où 


2    a    \    'i       p-  i 
^^^       I    3   3    5  p 

p  étant  un  nombre  premier  et  m  et  n  étant  deux  nombres  entiers  premiers 
entre  eux,  dont  on  sait  seulement  que  m  est  inférieur  à  /i,  établit  que  la  possi- 
bilité d'une  telle  égalité  est  infiniment  peu  probable.  Il  ne  manque  pas  d'ail- 
leurs de  reconnaître  ce  qu'un  tel  mode  de  démonstration  a  de  défectueux. 

Lèauié  {II')*  —  Sur  un  perfectionnement  applicable  à  tous  les 
régulateurs  à  force  centrifuge.  (i3()-ï^5). 

On  connaît  un  firand  nombre  de  solutions  approchées  du  problème  de  Tiso- 
ciironisnic  du  réîîulatcur.  M.  Holland  en  a  donné  une  solution  exacte  :  toutefois, 
la  plupart  des  régulateurs  employés  dans  l'industrie  n'appartiennent  pas  aux 
types  qui  répondent  à  ces  solutions;  il  y  a  donc  intérêt  à  faire  connaître  un 
procédé  simple  permellanl,  sans  compliquer  sensiblement  les  régulateurs,  de  les 
rapprocher  de  l'isochronismc.  D'un  autre  c<^té,  Tisochronisme  parfait  est  sou- 
vent d'une  application  défectueuse  :  la  sensibilité  du  régulateur  doit,  en  effet, 
èlrc  en  rapport  avec  l'éncrîiie  du  volant;  de  là  résulte  la  nécessité  de  déterminer, 
dans  chaque  cas,  le  degré  d'isochronisme  qu'il  convient  d'adopter  et,  par  suite, 
l'utilité  d'un  système  permettant  d'obtenir  le  degré  d'isochronismc  qu'on  veut: 
enfin  il  est  nécessaire  de  pouvoir  modifier  la  vitesse  de  régime  de  la  machine, 
tout  en  conservant  le  degré  d'isochronismc  que  l'on  s'est  fixé;  le  système  indi- 
qué par  M.  Léauté  répond  à  ces  divers  desiderata  :  il  s'applique  à  un  régula- 
teur à  boules  quelconque;  il  procure  le  degré  d'isochronisme  qu'on  veut;  il 
permet  de  faire  varier  la  vitesse  de  régime  sans  même  arrêter  la  machine;  il 
donne  la  possibilité  de  maintenir  le  degré  d'isochronisme  obtenu,  quand  cette 
vitesse  est  modifiée;  enfin  il  est  simple  à  établir  et  ne  complique  pas  sensiblement 
le  niéranisiiM*. 
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Poincaré  {II*)-  —  Sur  un  mode  nouveau  de  représentation  des 
formes  quadratiques  définies  ou  indéfinies.  (i77-îi45)' 

Le  M«'?inoire  de  M.  Poiiiran;  comprend  cinq  Parties.  La  première  est  consa- 
rrre  à  Télude  arithmétique  des  réseaux  de  points  dont  les  coordonnées  x,  y  sont 
données  par  les  formules 

X  --  am  -f-  brij 

y  ~  cm  -î-  driy 

où  m,  n  prennent  toutes  les  valeurs  entières  possibles.  Ces  réseaux  jouissent  de 
propriétés  qui  rappellent  certaines  propriétés  des  nombres  :  ils  peuvent  être  en- 
tiers» fractionnaires,  incommensurables;  ils  sont  entiers  quand  a,  by  c,  d  sont 
entiers;  un  réseau  A  est  multiple  d'un  réseau  B  quand  tous  les  points  du  ré- 
seau A  appartiennent  au  réseau  B;  deux  réseaux  A,  B  sont  équivalents  quand 

ils  comprennent  les  mêmes  points;  le  rapport  du  réseau  //         r      w«  I 

au  réseau  ,  1  est  le  réseau  1        'I    ;  on  est  amené  ainsi  à  considérer  les  con- 

dilions  de  divisibilité  de  deux  réseaux,  leur  plus  grand  commun  diviseur,  leur 
plus  petit  multiple  commun;  ces  diverses  recherches  s'effectuent  aisément  par 
la  considération  d'un  réseau  équivalent  à  un  réseau  donné  et  ayant  la  forme  ré 

duite  I  I  ;   on  est  amené  aussi  à  considérer  des  réseaux  premiers  dont  U 

norme  ad  —  bc  est  un  nombre  premier  et  à  effectuer,  pour  les  réseaux  en- 
tiers, une  décomposition  analogue  à  la  décomposition  d'un  nombre  entier  en  ses 
facteurs  premiers.  Un  réseau  entier  peut  aussi  être  considéré  comme  l'ensemble 
des  points  dont  les  coordonnées  satisfont  à  une  congruence  de  la  forme 

ax  -\-  by  _i  o    (  mod  r), 

a,  by  c  étant  des  nombres  entiers;  on  est  ainsi  amené  à  traiter,  sous  cette  nou- 
velle forme,  les  problèmes  précédemment  indiqués. 
M.  Poincaré,  dans  la  seconde  l^artie,  traite  de  la  représentation  des  nombres 

complexes  de  la  forme  x  -h y  y  I>;  un  tel  nombre  est  représenté  par  le  point  a?, 
y;  son  module  et  son  argument  sont  les  quantités 

'  .       y 


\x^  —  y^[K     —=:;;_:_  arc  tang  — V       I), 
y     -  1)  "^ 

qui  s'interprètent  géométriquement  sans  difficulté;  l'introduction  des  nombres 
complexes  conduit  à  une  notation  nouvelle  pour  la  représentation  des  réseaux; 

ainsi   le  symbole  Am -r- B/i,  où   A,   B  sont  les  nombres  complexes  a -h  c  v'U» 

6 -T- rf  V  I^r^P''*^'**^"'^^^^ '*' ""^s*^^"  ^    •   Les  points  représentatifs  de  tous   les 

nombres  complexes  existants  qui  sont  multiples  d'un  nombre  complexe  donné, 
existant  ou  idéal,  forment  un  réseau  que  Ton  peut  regarder  comme  un  nouveau 
mode  de  représentation  de  ce  nombre  existant  ou  idéal  donné;  ce  mode  de  re- 
présentation conduit  l'auteur  au  théorème  suivant  : 

On  peut  représenter,  avec  une  approximation  aussi  grande  qu'on  voudra, 
un  nombre  complexe  quelconque  a       b  \  \) y  où  a  et  b  peuvent  être  incom- 
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mensurableSy  par  une  expression  de  la  forme 


i/7t 


OÙ  \^  et  m  sont  des  nombres  entiers,  aet^  des  nombres  fractionnaires  donnés 
{à  dénominateurs  plus  grands  que  2). 

Dans  la  troisième  Parlie,  M.  Poincaré  traite  de  la  représentation  des  formes 

par  des  réseaux. 

Le  réseau 

X  =  am  H-  bn^    y  =  cm  -h  dn 

représente  la  forme 

(am  -\-  bnY—  D(cm  —  rf/i)'; 

ce  mode  dç  représentation  s'applique  aux  formes  indéfinies  et  conduit  Tauteur  i 
l'interprétation  géométrique  des  formes  réduites  indéfinies,  interprétation  qui 
fournit  immédiatement  la  démonstration  des  principaux  théorèmes  qui  con- 
cernent ces  formes.  Dans  cette  même  Partie  on  résout  ces  deux  problèmes  : 

Heconnaltre  si  une  forme  en  implique  une  autre;  trouver  toutes  les  trans- 
formations d'une  forme  en  elle-même. 

La  quatrième  Partie  concerne  ce  que  l'auteur  appelle  le  produit  second  de 
deux  réseaux. 
Si,  A,  B,  X^t  B,  étant  des  nombres  complexes,  on  considère  les  deux  réseanx 

Am -h  B/i,    \^m^-hB^n^, 
leur  produit  second  sera 

AA,  |i,  +  AB,  pi,  -I-  BA,  II3  -I-  BB,  1A4, 

où  {1,,  {i,,  113,  (JL4  sont  les  nouvelles  indéterminées.  L'opération  est  évidemment 
rommutative;  appliquée  aux  réseaux  qui  représentent  deux  formes,  elle  conduit 
à  la  composition  des  formes,  au  sens  de  Gauss. 

Flnfm.  dans  la  cinquième  Partie,  l'auteur  montre  comment  les  considérations 
précédentes  permettent  d'exposer  d'une  manière  simple  et  concrète  la  théorie 
des  nombres  complexes  idéaux,  qui  correspondent  aux  formes  quadratiques  de 
déterminant  D. 
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Newcomb  (S.),  —  Note  sur  une  classe  de  transformations  par  les- 
quelles une  surface  peut  être  retournée  dans  un  espace  de  plus 
de  trois  dimensions.  (i-4)- 
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L*auteur  se  propose  de  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Si  une  quatrième  dimension  est  ajoutée  à  l'espace,  une  sur/ace  matérielle 
fermée  peut  être  retournée  par  une  simple  flexion  sans  déchirure  ni  dupli- 
cature, 

Hill  (G.'PF.).  —  Recherches  sur  la  théorie  de  la  Lune.  (0-26). 
Eddy  (H.'T.).  —  Le  théorème  des  trois  moments.  (aj-Si). 

Le  théorème  dont  il  s'agit  exprime  la  relation  entre  les  moments  de  flexion 
d'une  poutre  élastique  droite  en  trois  points  de  support  consécutifs;  il  a  été  pu- 
blié par  Clapeyron,  en  1857,  dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Acadé- 
mie  des  Sciences,  L'auteur  l'obtient  simplement  et  l'énonce  sous  une  forme  plus 
générale. 

TFeichold  (G.).  —  Solution  du  cas  irréductible.  (32-49). 

Une  traduction  française  de  ce  Mémoire  a  été  insérée  dans  le  Journal  de  Ma- 
thématiques de  M.  Resaly  3*  série,  t.  V;  1879.  Voir  Bulletin,  a*  série,  t.  III, 
11*  Partie,  p.  aai. 

Cayley.  —  Desiderata  et  suggestions.  (So-oa). 

Rowland,  —  Note  sur  la  théorie  de  l'absorption  électrique.  (53- 
58). 

Après  la  décharge  d'une  bouteille  de  Leyde,  il  se  produit  au  bout  d'un  certain 
temps  une  charge  nouvelle  de  même  signe  que  la  première.  L'auteur  cherche 
quelle  doit  être  la  constitution  de  l'isolateur  pour  qu'un  tel  phénomène  (qu'on 
explique  habituellement  au  moyen  d'une  absorption  de  l'électricité  par  l'isola- 
teur) soit  possible.  11  part  des  équations  fondamentales,  données  par  Maxwell, 

d  [    dV\       à  (    d\\       â  (    dS\      , 

5ir5î)"^jpr^)~^5ir^)~  di  "^"' 

où  V  est  le  potentiel,  p  la  densité  au  point  x,  y,  z,  %  le  pouvoir  inducteur,  k  le 
pouvoir  conducteur,  quantités  qui,  dans  le  système  de  corps  considéré  compre- 
nant des  conducteurs  et  des  non-conducteurs,  doivent  être  regardées  comme  va- 
riables. 

S'il  n'y  a  pas  absorption  électrique,  le  rapport  des  densités  en  deux  points 
quelconques  doit  rester  constant  :  si  l'on  pose 

P''      ' 
les  équations  précédentes  admettent  les  solutions 

d\'  k 

où  p  =  —  k  -7-  désigne  l'intensité  du  courant  cl  où  c  ~  311  wi,  nt  --     •    Invcrse- 
'^  dn         ^  '  X 

k 
ment  on  peut  tléduire  de  cv>  r«|ua(irM)s  (pril  v  a  alisorplion  lorsque  —  n'est  pas 
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conslanl  pour  toul  ie  système.  Ceci  peul  avoir  lieu  si  le  corps  comprend  des 
parties  hétérogènes,  si  la  conductibilité  dans  le  corps  ne  satisfait  pas  aux  lois  de 
Ohm,  c'est-à-dire  si  k  dépend  des  forces  électriques,  enfin  si  x  dépend  des  mêmes 
forces. 

L'auteur  s'occupe  ensuite  des  matériaux  qui  montrent  le  mieux  Tabsorptioa 
électrique  et  traite  le  cas  d'un  condensateur  composé  de  plaques  parallèles. 

Peirce  (C).  —  Esposizione  del  metodo  dei  mininii  quadrati. 
(59-63). 

Analyse  de  l'Ouvrage  publié  sous  ce  titre  par  M.  A.  Ferrero.  (Fircnze,  1876.) 

Sylvester.  —  Sur  une  application  delà  nouvelle  théorie  atomique 
à  la  représentation  graphique  des  invariants  et  covarianls  des 
quantités  binaires  avec  trois  appendices.  (64-125). 

M.  Sylvester  expose  dans  ce  Mémoire  de  singulières  analogies  entre  les  for- 
mules chimiques  (dans  la  théorie  atomique)  elles  formes  symboliques  des  inva- 
riants des  formes  binaires.  Ln  élément  est  représenté  par  une  forme  binaire 
dont  le  degré  est  égal  à  la  valeur  atomique  de  l'élément.  Ainsi  on  posera 


Les  combinaisons  saturées  sont  alors  représentées  par  les  mêmes  notations  que 
Clebsch  a  fait  connaître  pour  les  représentations  des  invariants 

qO  =  {oo'Y,     HjO  =  {ho)  {h'o), 

H,C  =  {hc)  (h'c)  {h'c)  (h^c), 
NO^II  -  (/io)'(/io')»(/ïo')  (oVi). 

Les  représentations  graphiques  dont  se  servent  les  chimistes  et  qui  consistent 
à  représenter  les  éléments  par  des  points,  et  les  systèmes  tels  que  {00')...  par 
des  droites  qui  les  joignent,  peuvent  aussi  servir  à  la  représentation  des  inva- 
riants. 

Le  noyau  d'une  combinaison  ou  une  combinaison  non  saturée  est  représenté 
par  un  covariant;  ainsi  la  figure  de  Lodenburg  pour  le  noyau  benzine  sera 

Il  faut  remarquer  qu'un  invariant  ne  correspond  pas  à  chaque  corps;  ainsi 
l'hydrogène  ne  peut  être  représenté  par  (/</t'),  puisque  {hh')  =  o.  Si  l'on  ne 
veut  pas  regarder  l'hydrogène  comme  un  corps  composé,  la  théorie  présente  une 
lacune. 

Dans  ce  système,  le  poids  des  invariants  ou  covariants  est  égal  au  nombre  des 
droites  qui  joignent  les  unités  alomi(|ues.  M.  Sylvester  cherche  quelles  doivent 
être  les  propriétés  de  la  figure,  si  la  forme  invariante  est  réductible,  ainsi  que 
cela  a  lieu  pour  le  covariant  ci-dessus,  du  sixième  «legré,  et  montre  sur  «{uelques 
exemples  comment  la  figure  d'un  produit  peut  être  composée  avec  les  figures  des 
facteurs  irréductibles.  A  une  relation  invariante  correspond  la  possibilité  de  dé- 
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former  les  figures  des  différeules  formes  les  uues  daus  les  aulrcs  :  uiiisi  la  loi  de 
réciprocité  de  M.  llermite  p:'iit  s'élablir  graplii({ucnieut  en  reiiiplaçaut  tn 
atomes  d'atomicité  n  par  n  atomes  d'atomicité  m. 

Clifford,  —  Extrait  d'une  Lettre  à  M.  Svlvesler.  (19.6-129). 

Dans  le  Mémoire  de  M.  Sylvestcr,  les  figures  chimiques  sont  réduites  à  des 
scliémes  géométriques,  les  éléments  chimiques  n'y  entrent  pas.  M.  ClifTord 
comble  cette  lacune. 

mu  {W.),  —  Recherches  sur  la  théorie  de  la  Lune.  (129-147). 
Franklin  {F,).  —  Coordonnées  biponctuelles.  (148-173). 

Dans  le  système  adopté  par  M.  Franklin,  les  coordonnées  d'une  droite  sont  les 
distances  mesurées  parallèlement  à  une  direction  fixe,  à  deux  ou  trois  points; 
l'auteur  se  sert  de  ces  coordonnées  pour  faire  l'étude  des  coniques. 

Cayley.  —  Desiderata  et  suggestions.  (174-^76). 

Slory.  —  Sur  le  potentiel  élastique  des  cristaux.  (176-183). 

Les  composantes  de  la  force  élastique  peuvent  être  regardées  comme  les  déri- 
vées partielles  d'une  fonction  entière  homogène  et  du  second  degré  des  six 
quantités 

du  ôs?  dw  du       f)v 

'     âx      -^  ^      Oy        *      ôz       -^  *      ôy      dx 

C'est  cette  fonction  que  l'auteur  appelle  potentiel  des  forces  élastiques;  elle 
contient,  si  l'on  fait  abstraction  de  toute  hypothèse  sur  la  nature  du  corps, 
vingt  et  une  constantes;  ce  nombre  se  réduit  à  deux  pour  les  corps  isotropes. 
M.  Story  s'occupe  spécialement  de  déterminer  le  nombre  des  constantes  pour  les 
divers  systèmes  cristallins. 

Lucas  (F,).  —  Théorie  des  fonctions  numériques  simplement  pé- 
riodiques. (184-240;  289-321). 

I.  Définition  des  fonctions  numériques  simplement  périodiques. 
Soient  a,  à  les  racines  de  récjuation  à  coefficients  entiers 

x^-  Vx  —  Q: 

l'auteur  pose 

fl»  —  i,n 

L„  = 7-  »     V„    :  a"  i-  6*  ; 

a  —  0  " 

telles  sont  les  fonctions  dont  l'auteur  étudie  les  propriétés  arithméti<{ues  ;  elles 
se  classent  en  trois  espèces  selon  que  les  racines  sont  réelles  et  entières,  réelles 
et  incommensurables,  imaginaires. 

II.  Des  relations  des  fonctions  U^  et  V^  avec  les  fonctions  circulaires  et  hyper- 
boliques. 

lli.  Des  relations  de  récurrence  pour  le  calcul  des  valeurs  des  fonctions  U„ 
et  V,. 

IV.  Des  relations  des  fonctions  l„  et  \„  avec  les  «lcltrniiiiiuil>. 
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V.  Des  relations  des  fonctions  U,  et  V,  avec  les  fractions  continues. 


Développements  de  -f—  > 


VI.  Développement  des  fonctions  U,  et  V^  en  séries  de  fractions; 
Développements  de  ^^^^,  ■%^- 

VII.  Des  relations  des  fonctions  U„  et  V„  avec  la  théorie  de  la  divisibilité. 
U^  est  divisible  par  U„  quand  m  est  divisible  par  n\  de  même  pour  V^,  V„  à 

condition  que  m  soit  impair.  U,  et  V,  sont  premiers  entre  eux. 

VIII.  Des  formes  linéaires  et  quadratiques  des  diviseurs  de  U,  et  V,  qui  corres- 
pondent aux  valeurs  paires  et  impaires  de  l'argument  /i. 

I\.  Des  formules  concernant  l'addition  des  fonctions  numériques. 
Le  produit  de  n  termes  consécutifs  de  la  série  U^,  est  divisible  par  le  produit 
des  n  premiers  termes. 

X.  De  la  somme  des  carrés  des  fonctions  numériques  U,  et  V^. 

XI.  Des  relations  des  fonctions  U^  et  V^  avec  la  théorie  du  plus  grand  com- 
mun diviseur. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  de  U„  et  de  U^est  Ud^  en  désignant  par  D  le 
plus  grand  commun  diviseur  entre  m  et  n, 

XII.  De  la  multiplication  des  fonctions  numériques. 

XIII.  De  la  loi  de  la  répétition  des  nombres  premiers  dans  les  séries  récur- 
rentes simplement  périodiques. 

Si  X  désigne  le  plus  grand  exposant  d'un  nombre  premier  p  contenu  dans  U, 
l'exposant  de  la  plus  haute  puissance  de/?  qui  divise  U^  est  égal  à  X  -4-i. 

XIV.  Nouvelles  formes  linéaires  et  quadratiques  des  diviseurs  de  U,  et  de  V,. 

XV.  Des  relations  des  fonctions  U„  et  V„  avec  les  radicaux  continus. 

XVI.  Développements  des  puissances  de  U„  et  de  V„  en  fonctions  linéaires  des 
termes  dont  les  arguments  sont  des  multiples  de  n. 

XVII.  Autres   formules   concernant   le   développement   des   fonctions    numé- 
riquos  U„  et  V„. 

XVIII.  Développements  en  séries  des  irrationnelles  et  de  leurs  logarithmes  né- 
périens. 

XI\.  Sur  le  calcul  rapide  des  fractions  continues  périodiques. 

XX.  Des  relations  des  fonctions  U„  et  V„  avec  la  théorie  de  l'équation  binôme. 
p  désignant  un  nombre  premier,  le  quotient  4  -r^  peut  se  mettre  sous  la  forme 

\i^p7^    ou     lY'-hpZ^ 
suivant  que  Ton  a 

/>  ~.  =hi     (mod  i). 

XXI.  Sur  les  congruenccs  du  triangle  arithmétique  de  Pascal  et  sur  une  géné- 
ralisation du  théorème  de  Format. 

X\II.  Sur  la  théorie  des  nombres  premiers  dans  leurs  rapports  avec  les  pro- 
gressions arilhniétiques. 
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XXIII.  Sur  la  théorie  des  nombres  premiers  dans  leurs  rapports  avec  les  pro- 
gressions géométriques. 

XXÏV.  De  l'apparition  des  nombres  premiers  dans  les  séries  récurrentes  de 
première  espèce. 
En  désignant  par  7 (m)  le  nombre  des  nombres  premiers  inférieurs  à  m,  on  a 

UçU)=o  .(ïnod  'w). 

Si  l'on  appelle  diviseurs  propres  de  U„  les  facteurs  premiers  de  U„  qui  ne 
divisent  pas  les  fonctions  d'indice  moindre,  on  a  les  propositions  suivantes  : 

Les  diviseurs  impropres  des  termes  U„  sont  des  diviseurs  propres  des  termes 
dont  le  rang  est  un  diviseur  de  n. 

Les  diviseurs  propres  des  termes  U.  des  fonctions  périodiques  de  première 
espèce  appartiennent  à  la  forme  2  Avi  -+- 1  ;  enfin  ces  diviseurs  appartiennent 
aux  diviseurs  de  la  forme  quadratique  x'^±py^. 

Ces  propositions  permettent  de  déterminer  les  diviseurs  des  fonctions  numé- 
riques de  première  espèce. 

XXV.  De  l'apparition  des  nombres  premiers  dans  les  séries  récurrentes  de  se- 
conde et  de  troisième  espèce. 

Si  le  nombre  premier  p  divise  A,  il  divise  aussi  le  terme  U  d'une  série  de  se- 
conde espèce. 

Suivant  que  l'on  a  f  -  ]  =  it  i,  le  nombre  premier  p  divise  le  terme  U^±,  d'une 

série  de  seconde  ou  de  troisième  espèce;  dans  les  mêmes  conditions  et  si  l'on  a 

affaire  à  une  série  de  seconde  espèce,  les  diviseurs  propres  de  U^  sont  de  la 

forme 

p  =  Au)  ifci. 

XXVI.  Sur  la  périodicité  des  fonctions  numériques  et  sur  la  jiftéralisation  du 
Canon  arithmeticus. 

Si  m  désigne  un  nombre  premier  avec  le  produit  des  racines  d'une  équation 
du  second  degré  à  coefficients  commensurables 

si  l'on  désigne  par  A  le  discriminant  de  l'équation  et  si  l'on  fait 

«,„,.,.-:.-.-....[,-(|)][.-(|)][.-(|)].... 

on  a 

U^^,„^  =  o     (mod  m). 

XXVII.  Sur  l'inversion  du  théorème  de  Fermât  et  sur  la  vérification  des 
grands  nombres  premiers. 

Si,  dans  l'une  des  séries  récurrentes  U„,  le  terme  U^_,  est  divisible  par  /?,  sans 
qu'aucun  des  termes  de  la  série,  dont  le  rang  est  un  diviseur  de  y?  —  i,  le  soit, 
le  nombre/?  est  premier;  de  même,  si  U^^,  est  divisible  par/?  sans  qu'aucun  des 
termes  de  la  série,  dont  le  rang  est  un  diviseur  de  /?  -f- 1,  le  soit,  le  module  p 
est  premier. 

WVIII.  Sur  la  division  géoriiétriifue  de  la  rircoiif«!TCiice  en  parties  égales. 
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WIX.  Sur  la  vériiication  de  Tassertion  du  P.  Merseune.  • 

\\\.  Sur  la  périodicité  numérique  des  cocfficienls  différentiels  des  fonction» 
rationnelles  d'exponentielles. 
Si  l'on  pose  symboliquement 


e*~  c 


—j 


où  y  dans  le  développement  du  second  membre,  on  remplace  E"  par  E,,  le^ 
nombres  entiers  E",  dits  eulériens  par  M.  Sylvester,  jouissent  des  propriété* 
suivantes  : 

Si  p  est  un  nombre  premier,  là  somme  des  nombres  enle'riens,  pris  avec  les 
signes  alternés  -f-  e/  — ,  dont  l'indice  est  plus  petit  que  p,  est  divisible  par  p. 

Les  résidus  des  nombres  eulériens,  suivant  un  module  premier  quelconque,  se 
reproduisent  périodiquement  dans  le  même  ordre,  comme  les  résidus  des  puis- 
sances des  nombres  entiers. 

Eddy  {H.).  —  L'arche  élastique.  (241-244)- 

HilL  —  Recherches  sur  la  théorie  de  la  Lune.  (24î>-26«i). 

Ilalsted,  -^  Bibliographie  de  l'hyperespace  et  de   la  Géométrie 
non  euclidienne.  (261-276;  384-385). 

Titres  des  travaux,  sur  ces  sujets,  dus  à  Lobatchefsky,  Gauss,  Bolyai  (W. 
et  J.),  Jacobi,  Grassmann,  Cayley,  Sylvester,  Riemann,  Salmon.  Baitzer,  HoQel, 
Beltrami,  Battaglini,  Helmhoitz,  Potocki,  Darboux,  Kroneckcr,  Christoffel, 
ClifTord,  Lipschitz,  Genocchi,  Nôtlier,  Betti.  de  Tilly,  Becker,  Schlaefli,  B«cz, 
Rosanes,  Flye  Sainte-Marie,  Lie,  Klein,  Saleta,  Kônig,  Jordan,  Frischauf,  Kober, 
Hoffmann,  Freye,  Cassani,  Frahm,  Lindemann,  d'Ovidio,  Stahl,  Schering, 
Spitz,  Halphen,  Escherich,  Spottiswoode,  Lewes,  Funcke,  ZOliner,  Frank,  Gûn- 
ther,  Réthy,  Frankland,  Erdmann,  Mehier,  Cantor,  Newcomb,  Tannery  (P.), 
LUroth,  Weissenborn,  Agolini,  Bouniakofsky,  Schmilz-Dumonl,  Mouro,  Young. 

Mallet.  —  Quelques  remarques  sur  un  passage  du  Mémoire  du 
professeur  Sylvester  sur  la  théorie  atomique.  (277-281). 

Mallet.  —  Données  historiques  sur  la  découverte  de  la  loi  de  va- 
lence. (282). 

Ilammond.  —  Description  mécanique  des  ovales  de  Descartes. 

(283). 

Dixon.  —  Nouvelle  méthode  pour  la  résolution  des  équations  du 
quatrième  degré.  (283-284). 

hendalL  —  Sur  un  procédé  rapide  pour  la  résolution  du  cas  irré- 
ductible de  Cardan.  (285-28-  ). 
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Glashan.  —  Extension  du  théorème  de  Taylor.  (287-288). 

Démonstration  de  la  formule 

/(x-h  a-^b-hc-he.,.) 
= /( X -h  ft -r  c -^  c -i- . . .  ) 

4-/    daf{x-^c-^e-\ ) 

da  I  il{a-r-b)/''{x^e—...) 

da  l  d{a-r-b)  I  d{a-^  b -r- c)f'{x -"...) 


Eddy,  —  Sur  les  deux  méthodes  réciproques  générales  de  la  Sta- 
tique graphique.  (289-335). 

Après  avoir  donné  quelques  renseignements  historiques  sur  le  développement 
de  la  méthode  de  la  Statique  graphique,  l'auteur  fait  remarquer  que  Poncelet, 
dans  un  travail  inséré  dans  le  Mémorial  de  VOfficier  du  Génie,  n*  12,  a  fait 
poser  les  bases  d'une  seconde  méthode  fondamentale,  aussi  générale  que  celle  du 
polygone  des  forces,  et  qui  est,  en  quelque  sorte,  réciproque  à  cette  dernière; 
c'est  cette  méthode  que  développe  M.  Eddy. 

Lipschitz,  —  Démonstration  d'un  théorème  fondamental  obtenu 
par  M.  Sylvester.  (336-34o). 

Voir  le  Mémoire  de  M.  Sylvester  contenu  dans  le  tome  85  du  Journal  de 
Borchardt. 

Sylvester,  —  Note  sur  le  théorème  contenu  dans  le  Mémoire  du 
professeur  Lipschitz.  (34 1 -343). 

Muir.  —  Letlre  au  professeur  Sylvester  sur  le  mot  continuant. 

(344). 

Frankland,  —  Extrait  d'une  Lettre  à  M.  Sylvester.  (34^-349). 

Clifford,  —  Application   de   l'Algèbre  exlensive  de  Grassmann. 
(350-358). 

Craig  (  T,).  —  Mouvement  d'un  point  à  la  surface  d'un  ellipsoïde. 
(339-364). 

Le  point  est  allirr  par  le  rentn*  proportionufllfinonl  à  la  distance. 

l'ranklin.  —  Sur  un  problème  d'isomérisnic.  {  365-368  ). 
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Franklin,  —  Sur  une  forme  exponentielle  indéterminée.  (368- 
369). 

Syhester,  —  Table  synoptique  des  invariants  et  des  covarianls 
irréductibles  d'un  quintic  binaire,  avec  une  scholie  sur  un  théo- 
rème relatif  aux  hyperdé terminants  conditionnels.  (370-378). 

Holman  et  Engler,  —  La  tangente  à  la  parabole.  (379-383). 

Cayley,  —  Mécanisme  pour  la  construction  de  x^,  (386). 

Philipps  {W,),  —  Mécanisme  pour  la  construction  de  la  lemnis- 
cate.  (386). 

Loudon  (y.).  —  Équations  d'Euler.  (387-388). 


»e4 


CRÔNICA  CIENTIFIGA,  Rbvista  internacional  db  Ciencias,  publicada  por 
D.  Rafaël  Roig  t  Torrbs.  Barcelona  (  ^  ). 

La  Crbnica  cientijica^  Revue  internationale  des  sciences,  diri- 
gée par  le  savant  don  Rafaël  Roig  y  Torres,  de  Barcelone,  a 
commencé,  avec  Tannée  1881,  sa  quatrième  année  de  publication. 
C'est  à  notre  connaissance  le  seul  recueil  de  ce  genre  qui  se  publie 
en  Espagne. 

La  Cronica  cieniijica  embrasse  dans  son  cercle  d'études  ijon 
seulement  les  sciences  mathématiques  et  astronomiques,  mais, 
aussi  les  sciences  physiques  et  naturelles  et  leurs  diverses  applica- 
tions à  la  médecine,  à  la  pharmacie  et  à  l'agriculture.  Laissant  de 
côté  les  travaux  qui  ne  rentrent  pas  dans  le  domaine  plus  circon- 
scrit du  Bulletin,  nous  nous  bornerons  à  regret  à  donner  ici  sim- 
plement la  liste  par  noms  d'auteurs  des  diverses  questions  mathé- 
matiques et  astronomiques  qui  ont  été  traitées  dans  les  vingt-quatre 
livraisons  de  la  Cronica  cieniifica  pendant  le  cours  de  l'année 
1880. 


(')  Paraissant  doux  f«»is  par  mois.  Callc  de  Fontanclla,  nuin.  i8. 
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MATHÉMATIQUES. 

A.  Angot.  —  Nouvelles  Tables  pour  calculer  les  hauteurs  par  le 
moyen  des  observations  barométriques.  (566). 

D.  Carrère.  —  Théorèmes  relatifs  à  la  décomposition  des  poly- 
nômes (3oo). 

Z.  Clariana y  Ricart,  —  Application  des  déterminants  à  la  Tri- 
gonométrie. (201). 

L.  Clariana  y  Ricart.  —  Application  des  déterminants  à  la  réso- 
lution des  équations  du  quatrième  degré.  (42^)* 

L,   Clariana  y  Ricart,   —   Points   ombilicaux   de    l'ellipsoïde. 

(5a.). 

G.  Enestrëm.  —  Letlres  inédites  de  Bernoulli  à  Euler.  (Sag- 
353-377). 

Faye,  —  Variations  séculaires  de  la  figure  mathématique  de  la 
Terre.  (277). 

Govi.  —  Détermination  de  la  longitude  du  pendule  simple.  (365). 

Landolt.  —  Nouveau  télémètre.  (173). 

Landry.  —  Décomposition  du  nombre  2"*-+- 1.  (366). 

Leclerc  et  de  Bernardières.  —  Différence  de   longitude  entre 
Paris  et  Bonn  (348). 

Lefébure.  —  Sur  Téquation  ^7^-4-^^"  =  5".  (32o). 

Loeivy  et  Th.  von  Oppolzer.  —  Différence   de  longitude  entre 
Paris  et  Bregenz(i23). 

Marey.  —  Appareil  pour  étudier  la  marche.  (397). 

Marre  {Aristide).  —  Deux  règles  de  l'arithmétique  des  Hindous. 

(153-177). 

E.  Mathieu,  —  Intégrations  relatives  à  Téquilibre  de  l'élasticité. 

(•94)- 
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C.'S.  Peirce.  —  Valeur  de  la  gravité  (pesanteur)  à  Paris. 
3a3). 

F.  Perrier,   —    Longitudes  et  latitudes   terrestres  en  Af 

(493)- 

H.  ResaL  —  Des  diverses  branches  de  la  Cinématique,  etpa 
lièrement  de  la  Géométrie  cinématique  de  M.  Mannlieim. 

F,  de  Rocquigny.  —  Calcul  de  la  somme  des  cubes  de  la 
naturelle  des  n  premiers  nombres  entiers,  (i  19). 

« 

ASTROAOMIE. 

Abney.  —  Carte  photographique  de  la  portion   infra-roug 
spectre  solaire  (99). 

Airy  el  Mouchez,  —  Observations  méridiennes  des  petites 
nètes.  (375). 

rfApples.  —  Calcul  abrégé  de  la  hauteur  du  Soleil  (358). 
Rarker,  —  Observation  spectroscopique  de  Téclipse  de  Se 

(342). 

Rell,  —  Application  du  photophone  aux  bruits  qui  se  produi 
en  la  superficie  solaire.  (538). 

Rigourdan,  —  Comète  de  Harlwig.  (3i5). 

Rrésil{S.  M.  V Empereur  du),  —  Nouvelle  comète.  C.\*^^ 

Callandreau,  —  Opposition  des  petites  planètes.  (7^^  • 

Callandreau.  —  Planète  217.  (538). 

Chapelas,  —  Etoiles  filantes  observées  les  9,  10  et     »- 

(4'7)- 
Chase.  —  Planète  intérieure  à  l'orbite  de  Mercure. 

Chase,  —  Position  des  principales  planètes.  (235). 

Coggia,  —  Planète  217.  (44'^)» 

Conrhe,  —  Photographie  du  spectre  solaire.  (192^  - 
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Lamey.  —  Visibilité  directe  du  réseau  (?)  photosphérîque  du  So- 
leil. (22-100). 

Landerer.  —  Géologie  lunaire.  (aSi-SoS). 
Landerer.  —  Atmosphère  des  corps  célestes.  (473). 

Landerer,  —  Appareil  pour  enregistrer  le  mouvement  des  astres. 
(54a). 

Meldola.  —  Apparition  des  rayons  brillants  dans  le  spectre  so- 
laire. (44)- 

Mouchez,  —  Observations  méridiennes  des  petites  planètes.  (ia3). 

Observatoire  de  Meudon,  —  (78). 

Observatoire  de  Stehio.  —  (79)- 

Observatoire  de  Plie  de  la  Réunion.  —  (200). 

Perry,  —  Courant  d'étoiles  filantes,  (i). 

Pickering,  —  Découverte  atmosphérique.  (53 1). 

Ray  et,  —  Position  de  la  comète  b  de  1880.  (276). 

Schàberle,  —  Découverte  d'une  nouvelle  comète.  (221). 

Schmidt.  —  Les  queues  des  météores.  (225). 

Schulhof  et  Rossert,  —  Comète  de  Hartwig.  (571). 

Smith.  —  La  grande  météorite  de  lowa.  (24a). 

Stephan.  —  Comète  de  Schàberle.  (242). 

Swift.  —  Une  grande  comète.  (543). 

Tacchini.  —  Le  Soleil  durant  le  second  semestre  de  1879.  (i64)- 

Tacchini.  —  Le  fer  dans  les  pluies  météoriques.  (347)« 

Tacchini.  —  Diamètre  apparent  de  Vesta.  (347). 

Tacchini.  —  Spectres  fugitifs  du  limbe  solaire.  (367). 

Tacchini.  —  Taches  et  facules  solaires.  (437). 

Tacchini.  —  Le  Soleil  durantle  premier  semestre  de  1880.  (5io). 
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Tempel.  —  La  comète  Faye.  (496). 
Thollon.  —  Tache  du  Soleil  le  3  janvier.  (76). 
Thollon.  —  Taches  et  protubérances  solaires.  (i34). 
Thollon,  —  Observations  sur  un  groupe  de  rayons  du  spectre. 

(4.6). 

Thollon.  —  Protubérance  solaire.  (440- 

Thollon.  —  Phénomènes  solaires  observés  à  Nice  le  28  mai.  (46a). 

Thompson.  —  La  grande  météorite  de  lowa.  (aSô). 

Tisserand.  —  Satellites  de  Mars  :  Phobos  et  Deinios.  (a3). 

Tisserand.  —  Eléments  de  Torbite  des  astéroïdes.  (376). 

Turner.  —  Occultation  de  l'étoile  64  du  Verseau  par  Jupiter. 
('37). 

Werebrusoff.  —  Inégalités  séculaires  du  grand  axe  dans  le  mou- 
vement des  planètes.  (564)* 

TVolf.  —   Statistique  des  taches   solaires  durant  Tannée  1879. 

(122). 

Young.  —  Variation  des  jours  terrestres.  (120). 

Z. —  —  Les  comètes  dans  le  moyen  âge.  (28,  5i,  i47)- 

Aristide  Maure. 


FORHANDUNGER  i  Videnskabs-Selskabet  i  Christiania  (*  ). 


Année  1879. 

Les  Mémoires  de  celle  année  ne  contiennent  aucun  article  mathématique  dé- 
veloppé, mais  seulement  de  courtes  Communications  de  MM.  Bjerknes  et  Lie. 

Les  intéressantes  Communications  de  M.  Bjerknes  se  rapportent  aux  forces  de 
pression  produites  par  le  mouvement  de  sphères  dans  un  fluide  incompressible, 


(')  Voir  Bulletin.  111,,  xm. 

Bull,  drs  Sciences  matUcm.,  j«  si'ric,  t.  V.   (Juillet  1881.)  ^«9 
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forces  qui,  dans  certains  cas,  présentent  une  remarquable  analogie  avec  les  forces 
naturelles  magnétiques  et  électriques.  Toutefois  les  forces  de  pression  dont  il 
est  question  agissent  toujours  dans  une  direction  opposée  À  celles  des  forces 
de  la  nature.  En  conséquence,  les  efforts  faits  depuis  de  longues  années  par 
M.  Bjerknes,  pour  expliquer  les  forces  de  la  nature  par  des  pressions  hydrodyna- 
miques, sont  restés  jusqu'à  présent  sans  résultat.  Les  résultats  mathématiques 
trouvés  par  M.  Bjerknes  ont  été  vérifiés  expérimentalement  de  la  manière  la 
plus  frappante  au  moyen  de  quelques  appareils  construits  par  Schjôtz  et 
Svendsen. 

Il  serait  à  désirer  que  les  recherches  étendues  de  M.  Bjerknes,  qui,  aux  yeux 
de  l'auteur  de  cet  article,  sont  d'une  valeur  mathématique  incontestable,  ne 
tardassent  pas  à  être  communiquées  in  extenso  au  public  mathématique. 

Les  Communications  de  M.  Lie  concernent  les  surfaces  dont  les  courbes  géo- 
désiques  permettent  une  infinité  de  transformations,  les  surfaces  minima  et  les 
surfaces  de  courbure  constante.  Elles  ont  été  développées,  depuis,  dans  le 
Recueil  norvégien  Archiv  for  Mathematik  og  Naturvidenskab. 


Année  1880. 

Lie  (S.)  Résumé  d'une  théorie  d'intégration,  (i-4') 

Il  existe  une  dépendance  générale  entre  la  théorie  de  Tintégration  des  équa- 
tions aux  différentielles  partielles  du  premier  ordre,  à  une  seule  fonction 
inconnue,  et  la  théorie  de  l'intégration  des  équations  simultanées  aux  différen- 
tielles partielles  d'ordre  supérieur,  traitées  par  M.  Darboux,  qui  ont  une  inté' 
grale  commune  contenant  une  ou  plusieurs  fonctions  arbitraires. 

Exemple  /.  —  Soient  données  deux  équations  du  second  ordre, 

F  (  J7,  y,  5,  /?,  <7,  r,  *,  0  =  o,    *  =  o, 
possédant  une  intégrale  générale  avec  une  fonction  arbitraire.  Posons 

ôx       ^  ôz        dp  âq      ~    * 

â{]  âV        àV  ÔV  ^ 

hq  -. h  -r—  *  H-    ,-  ^  =  o, 

ây       ^  dz         Op  âq 

et  formons,  par  l'élimination  de  r,  Sy  /,  une  équation  de  la  forme 

L'intégration  du  système  F  =0,  <ï>  =  o  se  réduit  à  l'intégration  de  û  =0. 
Exemple  II.  —  Soient  données  trois  équations, 

entre 

^yy?  Sy  S\yPyP\y  ^IiÇo 

Cl  admettons  rcxislcnre  d'une  intégrale  générale  avec  une  fonction  arbitrdire. 
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Posons 

et  formons,  par  l'élimination  de  Pt  p,i  Çy  q^,  une  relation  de  la  forme 

\     "^  ^    Ox    Oy    Oz    dzj 

L'intégration  du  système  /j  =  o  se  ramène  à  celle  de  Q  =  o. 

D'une  manière  analogue,  l'intégration  d'un  système  composé  d'un  nombre 
suffisant  d'équations  aux  diflTérentielles  partielles  du  /i'*™*  ordre  avec  m  variables 
indépendantes  se  ramène  à  l'intégration  d'un  système  d'équations  du  premier 
ordre  à  une  seule  fonction  inconnue.  Cette  dépendance  remarquable  ressort  de 
la  manière  la  plus  frappante,  lorsqu'on  prend  pour  base  la  généralisation,  due  à 
l'auteur,  de  la  notion  de  solution  complète  d'un  système  d'équations  aux  diffé- 
rentielles partielles  du  premier  ordre. 

I^  reste  du  Volume  ne  contient  plus  d'articles  mathématiques,  si  ce  n'est  de 
courtes  Communications  de  M.  Lie  sur  les  surfaces  de  courbure  constante,  et  de 
M.  Bjerknes  sur  les  analogies  hydrodynamiques  avec  les  actions  magnétiques  et 
électriques,  ainsi  qu'une  brève  discussion  entre  MM.  Bjerknes  et  Lie  au  sujet 
de  la  convenance  des  dénominations  de  Hydromagnétisme  et  de  Hydroélectri- 
cité, introduites  par  M.  Bjerknes. 

S.  L. 


NOUVELLES  ANNALES  db  Mathématiques,  rédigées  par  MM.  Gerono  et  Cu. 
Brissb  (').  —  a'  série. 

Tome  XX;  1881,  i**  semestre. 
Henry  (C).  —  Sur  le  calcul  des  dérangements.  (S-g). 

Solution  de  ce  problème,  proposé  par  M.  J.  Bertrand  :  «  Combien  y  a-t-il  en 
tout  de  dérangements  dans  le  Tableau  des  permutations  des  n  premiers  nom- 
bres?» 

^ucas  {E.).  —  Sur  la  déformation  du  cache-pot.  (9-1 1). 

Considérations  intéressantes  sur  les  hyperboloTdes  homofocaax  à  une  nappe. 

Kœnigs  (G.),  —  Construction  de  la  parabole  osculatrice  en  un 
point  d'une  courbe,  (i  i-i  2). 

Cette  construction  s'appuie  sur  la  longueur  du  rayon  de  courbure  en  un  point 
d'une  parabole. 

(')  Voir  Bulletin,  IV,,  260. 
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L'objet  de  l'article  est  de  donner  une  limite  qui  fasse  intervenir  le  rang  du 
terme  négatif  dont  le  cocflicient  est  le  plus  grand  en  valeur  absolue;  c'est  ce 
que  ne  font  pas  les  règles  de  Maclaurin  et  de  Lagrangc. 

Hunyady  (-£*.).  —  Sur  la  détermination  du  cercle  osculateur  d'une 
courbe  à  double  courbure.  (53-55). 

Emploi,  dans  le  calcul,  des  déterminants. 

Fauquembergue  {E,),  —  Solution  d'une  question  de  licence  : 
Faculté  de  Lille,  novembre  1878.  (SS-S^). 

Lignes  tracées  sur  une  surface  de  révolution,  et  telles  que  le  plan  osculateur 
en  chaque  point  comprenne  la  normale  à  la  surface. 

Barbarin  (P»)»  —  Solution  d'une  question  d'Analyse  proposée 
au  Concours  d'agrégation  de  1878.  (57-65). 

Problème  relatif  à  l'ellipsoïde.  L'auteur,  après  l'avoir  résolu  par  le  calcul,  en 
donne  une  solution  géométrique  fort  simple. 

Moret'Blanc,  —  Solution  de  la  question  proposée  en  1879  pour 
le  Concours  d'admission  à  l'École  Polytechnique.  (65-73). 

Sur  une  conique  à  centre. 

WeilL  —  Théorèmes  sur  les  normales  à  l'ellipse.  (73-g4,  no- 
ua). 

L'auteur  démontre  quatorze  propositions  relatives  à  l'ellipse  ou  à  l'ellipsoïde. 
Plusieurs  d'entre  elles  se  rattachent  à  ses  précédents  travaux,  fort  intéressants, 
sur  les  triangles  à  la  fois  inscrits  et  circonscrits  à  deux  coniques. 

Correspondance.  —  M.  E.  Amigues  :  «  A  propos  d'une  méthode 
de  transformation  des  figures,  due  à   M.    de   Longchamps.  » 

(94-95). 

Publications  récentes.  —  1.  Traité  de  Géométrie  supérieure, 
par  M.  Chasles;  2®  édition,  Paris,  1880.  — 2.  Leçons  sur  la 
Géométrie,  par  M.  A.  Clebsch,  traduites  par  A.  Benoist  ;  t.  II, 
Courbes  algébriques  en  général  et  courbes  du  troisième 
ordre  ;  Paris,  1880.  —  3.  Eléments  de  calcul  approximatif,  par 
Ch.  Ruchonnet;  3*  édition;  Paris,  1880.  —  4.  Exposition  géo- 
métrique des  propriétés  générales  des  courbes,  par  Ch.  Ru- 
chonnet; 4*  édition;  Paris,  1880.  —  5.  Éludes  géométriques  et 
cinématiques  ;  Note  sur  quelques  questions  de  Géométrie  et  de 
Cinématique,  et  réponse  aux  réclamations  de  M.  Tabbé  Aoust, 
parE.-J.  Habich;  Lima,  1880.  —  6.  American  Journal  of  Ma- 
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thematics;  editor  in  chief  J.-J.  Sylvester;  Vol.  III,  n**  2; 
Cambridge;  1880.  —  7.  Alti  délia  R.  Accademia  dei  Lincei, 
i88o-i88i  ;  Transunti,  vol.  V,  fascicoli  1°,  2**,  3°;  Roma,  1881. 

(95-96). 
Question  proposée  :  13o5.  (96*). 

Biehler{Ch.).  —  Théorie  des  points  singuliers  dans  les  courbes 
algébriques.  (97-110). 

Suite  de  Tarticle  antérieurement  publié  dans  le  même  Recueil  (voir  Bulletin 
IV,,  a65);  on  y  trouvera  une  discussion  complète  des  diverses  singularités  pos- 
sibles, fondée  sur  l'emploi  uniforme  de  la  méthode  imaginée  par  l'auteur. 

Picart  (A,).  —  Surfaces  applicables  sur  des  surfaces  de  révolu- 
tion, (l  l3-I20). 

L'auteur  reprend  la  question  consistant  dans  la  recherche  des  surfaces  qu'on 
peut  décomposer  en  carrés  infiniment  petits,  par  des  lignes  géodésiques  et  leurs 
trajectoires  orthogonales.  M.  Haton  de  la  Goupillière  a  démontré  en  1867  que 
les  seules  surfaces  jouissant  de  cette  propriété  sont  les  surfaces  applicables  sur 
des  surfaces  de  révolution.  C'est  ce  qui  est  de  nouveau  démontré  dans  le  présent 
article,  au  moyen  des  principes  les  plus  simples  de  la  Géométrie  des  surfaces. 
Comme  application,  M.  Picart  recherche  ensuite  quelle  est  la  surface  de  révo- 
lution sur  laquelle  peut  s'appliquer  la  surface  de  la  vis  à  filet  carré. 

Griess  («/.)•  —  Solution  de  la  question  proposée  au   Concours 
d'admission  à  l'École  Normale  en  1880.  (120-127). 

Problème  relatif  au  paraboloïdc  hyperbolique. 

Lez  (//.).  —  Solution  de  la  question  proposée  pour  le  Concours 
d'admission  à  l'École  Polytechnique  en  1880.  (127-131). 

Propriétés  d'un  système  d'hyperboles  équilatères. 

Crétin.  —  Sur  l'équation  de  Hcsse  aux  points  d'inflexion.  (i3i- 

l32). 
Application  des  identités  d'Eulcr  sur  les  fonctions  homogènes. 

Collin  (/.).  —  Sur  le  théorème  de  Rolle.  (i32-i33). 

Démonstration  s'appliquant  exclusivement  aux  équations  algébriques. 

Lebon  {E,).  —  Normale  menée  à  une  conique  à  centre  d'un  point 
de  Taxe  focal.  (i33-i34). 

Propriété  de  la  perpendiculaire  à  l'axe,  menée  par  le  pied  de  la  normale. 
CoJNCoiRs  GÉNKiui.  DE  1 88o.  —  Mathématiques  spéciales,  Philoso- 
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phie,  Mathématiques  élémentaires,  Rhétorique,  Seconde,  Troi- 
sième. Énoncés  des  compositions.  (134-13^). 

Nécrologie.  —  Notice  sommaire  sur  Giusto  Bellavitis.  (i8o3- 
1880),  par  un  abonné,  (137-139). 

Correspondance.  —  Général  Parmentier  :  «  Sur  l'origine  du  mot 
algèbre.  »  —  D.  Marchand  :  «  Sur  la  somme  des  cinquièmes 
puissances  des  n  premiers  nombres  entiers.  »  —  H.  Faure  : 
«  Sur  un  théorème  de  M.  Weill,  relatif  à  un  polygone  inscrit  et 
circonscrit  à  deux  circonférences.  »  —  P.  Mansion  :  «  Sur  un 
théorème  que  M.  Weill  lui  attribue  par  erreur.  »  —  M.  Roc- 
chetti  :  Sur  les  questions  1340  et  1353.  (i39-i43). 

Questions  proposées  :  1359  à  1361.  (i44)- 

Picart  {A,),  —  Nouvelle  méthode  d'intégration  de  l'équation 
différentielle  des  lignes  de  courbure  de  l'ellipsoïde.  (i45-i49)- 

L'auteur  essaye  d'intégrer  directement  l'équation,  sans  passer  par  le  détour 
d*une  différcntiation  dont  l'objet  est  d'éliminer  les  constantes. 

Moret-Blanc,  —  Questions  d'Analyse  indéterminée  proposées  par 
M.  Edouard  Lucas.  (i5o-i6o). 

Solutions  entières  des  équations  suivantes  : 


£*±r!_  .2 


p^-^p^q  -\-  ip'^q^  —  p(f-\-q^—  r»,    pq{p^—  q^)  -^  2(/?'-f- 7*)'=  r*. 

fVeilL  —  Note  sur  la  cardioïde  et  le  limaçon  de  Pascal.  (160-171). 

Démonstration  de  vingt  et  un  théorèmes  sur  les  courbes  du  quatrième  et  du 
troisième  degré. 

-f^auquemberguc  {E .),  —  Sur  une  question  de  licence.  (171- 178 ). 

Cet  article  se  rapporte  à  un  passage  de  la  Nouvelle  Correspondance  mathé- 
matique (novembre  1880)  concernant  un  énoncé  publié  par  les  Nouvelles  An- 
nales (2*  série,  t.  \\,  p.  35). 

CoRRESPOUDANCE.    —  M.  Dcsbovcs   ',   <(  Au    sujct   dcs    questions 
1296  et  1324.  (173-175), 

Genèse  (It.-JV.),  —  Solution  de  la  question  1275.  (175-177)- 

Théorème  sur  la  Géoméirie  de  la  droiie  ri  du  plan. 


1^  SECONDE  PARTIE. 

Realis  (S,).  —  Solotion  de  la  question  1313.  (177-178). 

p  étant  la  somme  de  n  cubes  entiers,  faire  que  p*q  soit  la  somme  algébrique 
de  n  cubes  entiers. 

Leinekugel  (A.),  —  Solution  de  la  question  1342.  (178). 

Propriété  de  deux  normales  menées  d*un  point  à  un  paraboloTde. 

Laudiero  {F-)'  —  Solution  de  la  question  1344.  (179). 

Propriété  de  deux  coniques. 

Boudènes  (/.).  —  Solution  de  la  question  1348.  (180-182). 

Problème  relatif  à  la  parabole. 

Delacourcelle^J.'B.).  —  Solution  de  la  question  13o3.  (182-184). 

Propriété  du  triangle. 

Pecquery  {E.)  et  Chrétien  {E.).  —  Solution  de  la  question 
13o6.(i84-i85). 

Il  y  a  trois  cubiques  passant  par  huit  points  donnés  et  tangentes  à  une  droite 
menée  par  l'un  de  ces  points. 

Publications  RÉCENTES.  —  1.  Leçons  de  Statique  g7*aphiquey  par 
A.  Favaro,  traduites  par  P.  Terrier;  P*  Partie  :  Géométrie  de 
position;  Paris,  1879.  —  2.  Cours  de  Calcul  différentiel  et 
intégral,  par  J. -A.  Serret;  2*  édition,  2  volumes;  Paris,  1880. 

—  3.  Traité  d'Algèbre,  par  H.  Laurent;  3*  édition,  3  volumes; 
Paris,  1881.  —  4.  Introduction  à  la  méthode  des  quaternions, 
par  C.-A.  Laisani;  Paris,  1881.  —  o.  Annuaire  pour  Tan  1881, 
publié  parle  Bureau  des  Longitudes;  Paris,  1881.  —  6.  Annuaire 
de  r01)servalolre  de  Montsouris  pour  Tan   1881  ;  Paris,   1881. 

—  7.  Eléments  d'x\rithmétique,  par  J.-B.-V.  Reynaud;  Paris, 
1879.  —  8.  Éléments  de  Géométrie,  par  A.  Amiot  ;  Paris,  1881. 

—  9.  Traité  de  Géométrie  descriptive,  par  E.  Lebon;  i"  vo- 
lume et  supplément;  Paris,  1880  et  1881.  —  10.  Notions  de 
Trigonométrie;  Tours,  1879.  —  il.  Tirages  à  part;  annonce 
de  cinquante-huit  brochures  étrangères  ou  françaises,  extraites 
pour  la  plupart  de  divers  Recueils,  (i 85-192). 

Questions  proposées  :  1362  et  1363.  (192). 

Candèze.  —  Remarques  sur  le  théorème  de  Sturm.  (igS-igô). 

PropriéU's    inlcrcssantr's  de  rerlaines  frariions  continues   obtenues   par  les 
foiirtions  tic  Sliirm. 


UEVUE  DES  PUBLICATIONS.  13; 

D^Ocagne  {M,),  —  Sur  la  construction  de  la  normale  dans  un 
certain  mode  de  génération  des  courbes  planes.  (197-200). 

Note  de  Géométrie  infinitésimale;  on  en  déduit,  comme  cas  particuliers,  les 
théorèmes  de  Joachimsthal  et  certaines  propositions  sur  les  ovales  de  Descartes 
et  les  lemniscates. 

D^Ocagne{M,).  —  Remarque  sur  le  centre  de  composition  d'un 
système  de  forces  quelconques  dans  le  plan.  (201). 

Addition  à  la  Note  :  «  Sur  la  composition  des  forces  dans  le  plan.  »  Voir  même 
Recueil,  3*  série,  t.  XIX,  p.  ii5  (mars  1880). 

Moret-Blanc,  —  Questions  d'Analyse  indéterminée  proposées 
par  M.  Edouard  Lucas.  (aoi-2i3). 

Ces  questions  portent  principalement  sur  l'Analyse  indéterminée  des  troisième, 
quatrième  et  cinquième  degrés.  Parmi  les  plus  simples  d'entre  elles,  nous  citerons 
les  suivantes  : 

L'équation  biquadratique  x^ —  5^*  =  1  a  pour  unique  solution  entières:  =  3, 
y  ^  l'y  l'équation  (J7  H-  1)*  —  ar'  =  5*  est  impossible  en  nombres  entiers;  trouver 
toutes  les  valeurs  de  x  telles  que  la  somme  des  cinquièmes  puissances  des  x 
premiers  nombres  soit  un  carré  parfait. 

Henry  (C).  —   Sur  un  procédé  particulier  de  division  rapide. 

(2l3-2l5). 

Cette  Note  est  fondée  sur  des  développements  dignes  de  remarque,  sous  forme 
décimale,  de  fractions  dont  les  dénominateurs  se  terminent  par  9.  Voir  sur  ce 
sujet  un  Mémoire  de  Cauchy  {Comptes  rendus,  t.  XI,  p.  853  ;  18^1  ). 

Picart  {A.).  —  Condition  d'équilibre  d'une  masse  fluide  homogène 
ayant  la  forme  d'un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux,  et  animée 
d'un  mouvement  uniforme  de  rotation  autour  de  l'un  de  ces  axes. 
(216-220), 

L'auteur  se  propose  d'établir  par  une  voie  plus  élémentaire  les  équations  de 
conditions  découvertes  par  Jacobi  et  démontrées  par  M.  Liou ville  {Journal  de 
V École  Polytechnique,  XXIll*  cahier). 

Scholtz  (D'^.).  —  Résolution  de  l'équation  du  troisième  degré. 

(220-224)* 

Emploi  —  un  peu  exagéré  peut  être  pour  une  question  de  celte  nature  —  des 
émanants,  covariants,  jacobiens,  hessiens,  discriminants  d'une  forme  cubique. 

Briot  {F,),  —   Résolution  de  l'équation    du  quatrième    degré. 

(225-227). 

*     Calcul  ingénieux,  mais  qui  ne  nous  semble  pas  constituer  une  simplification 
des  méthodes  connues. 

RulL  des  Sciences  math,,  a'  Série,  t.  V.  f  *  R.  lO 
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Escary,  —  Sur  la  résolution  d'un  système  particulier  de  deux 
équations  simultanées  du  degré  m  à  deux  inconnues.  (227-229). 

Solution  très  élégante  du  système  ax^  •+■  hy^  — f-  -—  =  c  par  la  considé- 

x^      yr^ 

ration    du   triangle   ayant  pour    côtés  a,  by    c,   considération   employée  par 

M.  Lannes,  ainsi  que  le  fait  remarquer  l'auteur  du  présent  article. 

Evesque,  —  Solution  d'une  question  de  licence  :  Faculté  de  Lille, 
novembre  1878.  (229-231). 

Lignes  géodésiques  d'une  surface  de  révolution. 

Fauquembergiie  {F.).  —  Problème  de  Mécanique.  (28 1-2^0). 

Équilibre  d'une  tige  rigide  pesante  appuyée  sur  deux  hémisphères  creux. 
--  Ce  problème  est  extrait  de  la  Nouvelle  Correspondance  mathématique. 

Bouderies  («/.)•  —  Solution  d'une  question  proposée  au  Concours 
d'admission  à  l'École  Centrale;  première  session,  187g.  (235- 
238). 

Sur  un  système  d'hyperboles  équilatères. 

Concours  d'admission  a  l'Ecole  Polytechnique  en  1880.  — 
Enoncés  des  compositions  de  Mathématiques  et  de  Géométrie 
descriptive  données  à  quelques  élèves  n'avant  pu  concourir  que 
tardivement.  (238-240). 

Correspondance.  —  M-  E.  Lebon  :  Remarque  sur  un  article  de  lui 
(même  Recueil,  1881,  p.  i33  ;  voir  ci-dessus).  (240). 

Jablonski  (E.),  —  Note  sur  les  limites  et  les  nombres  incommen- 
surables. (241-230). 

L'auteur  s'est  proposé  de  reprendre  les  principes  mêmes  de  la  théorie  des 
limites,  en  généralisant  le  théorème  fondamental,  ce  qui  permet  d'éviter  des 
difficultés  et  des  longueurs.  11  fait  ensuite  diverses  applications  à  la  longueur 
d'une  circonférence,  à  la  définition  d'un  radical,  et  aux  opérations  sur  les 
nombres  incommensurables. 

Baehr  {S.-F,-JV.).  —  Note  sur  une  enveloppe.  (250-262). 

Enveloppe  d'une  droite  qui  joint  les  extrémités  de  deux  aiguilles  d'une  montre, 
supposées  de  longueurs  égales. 

Moret'Blanc.  —  Questions  nouvelles  d'Arithmétique  supérieure 
proposées  par  M.  Edouard  Lucas.  (253-265). 

Les  quêtions  que  résout  M.  Moret-Blanc  se  rapportent  notamment  :  au» 
derniers  chiffres  des  termes  de  la  série  de  Lamé  o,  i,  i,  :i,  3,  5,  8,....  ;  —  à  la  rc- 
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cherche  du  plus  grand  commun  diviseur  entre  deux  termes  de  cette  série;  —  à 
des  séries  récurrentes  plus  générales  ;  —  enfîn  à  l'Analyse  indéterminée  et  à  la 
théorie  des  nombres  premiers. 

CoBRESPONDANCE.  —  M.  HaillecouFt  :  Au  sujet  dp  planimètre  po- 
laire. —  M.  Barbarin  :  Réponse  aux  observations  de  M.  Haille- 
court.  —  M.  V.  Jamet  :  Démonstration  nouvelle  de  la  propriété 
que  présentent  les  quatre  hauteurs  d^un  tétraèdre^  d'être  situées 
sur  un  même  hyperboloïde.  —  M.  Gambey  :  Sur  un  mode  de 
description  des  courbes  du  second  ordre.  (a65-2^5). 

Hioux  (F.).  —  Note  relative  à  la  question  1210.  (276-279). 

Enveloppe  d'une  sphère  qui  coupe  orthogonalement  une  sphère  fixe,  et  qui 
reste  tangente  à  un  système  de  trois  diamètres  conjugués  d'une  surface  à  centre 
du  second  ordre. 

GeneiX'Martin  [A.),  —  Solution  de  la  question  329.  (280-281). 

Sur  une  progression  géométrique  de  quatre  termes. 

Moret'Blanc,  —  Solution  de  la  question  1308.  (aSi). 

Sur  la  cinématique  du  plan. 

Aignan  [A,).  —  Solution  de  la  question  1357.  (282-288). 

L'énoncé  de  la  question  1357  est  celui-ci  :  ABC  étant  un  triangle  donné,  on 
joint  ces  sommets  à  un  point  O  de  son  plan  par  des  lignes  droites  qui  détermi- 
nent sur  les  côtés  du  triangle  six  segments  ;  trouver  le  lieu  du  point  O  pour 
lequel  le  produit  de  trois  segments  non  consécutifs  est  constant. 

A.  L. 


MATHEMATISCHE  ANNALEN,  begriindet  von  A.  Clebscr  und  C.  Neumann, 
gegenwârtîg  berausgegeben  von  F.  Klein  und  A.  Maykr  (') 

Tome  XV  ;  1 879. 

Canton  (G.).  —  Sur  les  variétés  de  points  infinis  linéaires.  (1-7). 

» 

L'auteur  a  déjà  étudié  (')  avec  soin  le  concept  des  variétés  de  points  infinies 
linéaires,  et  il  a  fait  voir  que  ce  concept  est  essentiel  pour  la  démonstration  de 
la  représentation  uniforme  d'une  fonction  par  une  série  trigonométrique.  Depuis, 


(*)  Voir  Bulletin,  Vl„  214. 
(*)  Mathem.  Annalen,  V. 
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Dini  (')  et  Hamack  (*)  ont  déTeloppé  encore  plus  loin  ce  coacepty  et  oat  démoatrè 
son  importance  pour  les  théorèmes  fondamentaux  dn  Calcal  intégral.  Dans  le 
présent  Mémoire,  l'aoteor  montre  d'abord  qne  les  Tariétés  de  points  se  dÎTisenl 
en  deux  espèces,  à  la  première  desquelles  appartiennent  tontes  les  Tariétés  qvi 
renferment  on  nombre ySni  de  groupes  de  points  dérivés.  Ces  Tariétés  ne  sont,  dans 
aocon  interralle,  denses  en  tous  points.  Par  dérioée  il  faut  entendre  la  variété 
de  toos  les  points  qoi  jouissent  de  la  propriété  d'un  point-Umile  de  P.  Dans  les 
multitudes  de  points  de  seconde  espèce,  le  nombre  des  S3rstèmes  dériTés  est 
infinL 

L'auteur  discute  ensuite  la  division  des  Tariétés  en  classes  de  même  puissance 
équiTalentes.  Ces  variétés  sont  celles  dont  les  éléments  peuTent  se  correspondre 
chacun  i  chacun  uniformément.  Dans  les  multitudes  linéaires  de  points,  on  peut, 
aTant  tout,  distinguer  deux  classes  :  premièrement,  la  classe  de  ceux  qui  ont 
même  puissance  que  la  suite  naturelle  des  nombres;  i  cette  classe  appartiennent 
toutes  les  multitudes  de  première  espèce  et  aussi  celles  de  la  seconde,  telles,  par 
exemple,  que  la  multitude  composée  de  tous  les  points  d'un  intervalle  dont  les 
abscisses  sont  des  nombres  rationnels  ;  en  second  lieu,  la  suite  crontinue  des 
points  d'un  intervalle.  On  démontre  que  ces  classes  ne  peuvent  pas  être  mises 
en  correspondance  l'une  avec  l'autre  d'une  manière  uniforme. 

Hurfvitz  {A.).  —  Sur  les  problèmes  de  Géométrie  înGnlment  mul- 
tiTormes,  et  en  particulier  sur  le  problème  de  la  fermeture.  (8- 

i5). 

Le  théorème,  consistant  en  ce  qu'une  équation  algébrique  à  une  inconnue 
possède  une  infinité  de  racines  dès  qu'elle  en  admet  plus  qu'il  n'y  a  d'unités 
dans  son  degré,  conduit,  dans  les  recherches  géométriques  sur  la  correspondance, 
k  ce  principe  général  : 

Si  entre  les  éléments  d*une  variété  rationnelle  d'une  dimension  il  existe 
une  correspondance  {m,  n),  et  si  dans  cette  correspondance  on  peut  signaler 
plus  de  m  -hn  coïncidences,  la  correspondance  aura  une  infinité  d'éléments 
de  cette  nature,  et  ainsi  chaque  élément  sera  un  élément  de  coïncidence. 

A  Taide  de  ce  principe,  Tauteur  démontre,  de  la  manière  la  plus  simple,  les 
théorèmes  connus  de  Steiner  et  de  Poncelet  sur  les  séries  fermées  de  courbes 
tangentes,  ainsi  que  d'autres  théorèmes  analogues  à  ceux-là. 

Halphen.  —  Sur  la  théorie  des  caractéristiques  pour  les  coniques. 
(i6-38;fr.). 

Aperçu  des  résultats  que  Fauteur  a  développés  dans  un  Mémoire  publié  dans  le 
Journal  de  l'École  Polytechnique,  45*  Cahier. 

BâckluncL  —  Sur  la  théorie  des  équations  aux  différentielles  par- 
tielles du  second  ordre.  (Sg-SS). 
Suite  des  recherches  publiées  par  Fauteur,  dans  les  Mathem.  Annalen,  t.  XI 


(')  Fundamenti  per  la  teorica  délie  funzioni  di  variabili  reali.  Pisa,  1878. 
(')  Elemente  der  Differential-  und  Jntegralrechnung.  Leipzig,  iftfii. 
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et  XIII,  sur  les  équations  aux  difTérentielIes  partielles  d'ordre  supérieur  qui  pos^ 
sèdent  deux  ou  plusieurs  séries  d'intégrales  premières. 

§  1.  Sur  les  systèmes  d'équations  aux  difTérentielIes  partielles  de  l'espace  de 
trois  dimensions.  —  §  2.  Sur  les  équations  aux  difTérentielIes  parlielles  du  pre- 
mier et  du  second  ordre  qui  restent  invariables  après  une  transformation  de 
contact  infinitésimale.  —  §  3.  Sur  les  relations  qui  peuvent  avoir  lieu  entre  les 
équations  aux  difTérentielIes  partielles  du  premier  et  du  second  ordre  de  l'espace 
de  quatre  dimensions.  —  §  4.  Des  équations  aux  différentielles  partielles  d'ordres 
supérieurs  de  l'espace  de  quatre  dimensions.  —  §  5.  Sur  l'extension  à  l'espace 
de  /i  + 1  dimensions. 

Klein  {F*)*  —  Sur  les  équations  du  multiplicateur  (*).  (86-88). 

Si  l'on  désigne  par  g^y  g^y  A  les  invariants  de  l'intégrale  elliptique  donnée  ; 
par  g\j  g\,  A'  les  invariants  de  l'intégrale  transformée,  on  fait  voir  que,  déjà 

pour  v/a',  dans  une  transformation  du  /i'*«»«  ordre  (/i  étant  premier  et>3),  on 
obtient  des  équations  du  (n  +  O^^me  degré,  dont  les  coefficients  sont  des  fonc- 
tions entières  de  ^,,  ^3,  ^A.  Pour  le  calcul  des  coefficients  de  cette  équation, 
l'auteur  développe  des  règles  générales.  Pour  /i  =  5,  7,  i3,  on  obtient  les  mêmes 
équations  que  l'auteur  avait  indiquée.^  précédemment  (').  Pour  /i  =  11,  l'équa- 
tion 

a"— 90.11.  ^'A.««4-4o.ii.ia^,.  v^.5*— i5.ii.2i6^3V^A.s* 

4-  2.ii.(i2^,)'^A.5'—  i'i^j.2i6^j.  ^.5  — 11  =  0, 

(pour  z  =  ^A')  s'accorde  avec  certaines  indications  que  M.  Brioschi  a  déduites 
par  une  autre  voie  relativement  à  la  forme  de  ces  équations  ('). 

Noether  {M,),  —  Sur  les  équations  du  huitième  degré  et  leur  rôle 
dans  la  théorie  des  courbes  du  quatrième  degré.  (89-110). 

Dans  ce  Mémoire,  l'auteur  étudie  d'abord  certains  systèmes  de  coniques  qui  se 
rencontrent  dans  l'étude  des  courbes  du  quatrième  ordre,  mais  dont  on  ne  s'était 
pas  occupé  jusqu'ici.  On  peut,  en  effet,  partager  les  a8  tangentes  doubles  en  sept 
groupes  de  quatre,  de  telle  sorte  que  par  les  points  de  contact  de  chaque  groupe  de 
quatre  passe  une  conique,  ce  qui  fournit  pour  chaque  décomposition  un  système 
correspondant  de  sept  coniques.  Maintenant,  de  ces  systèmes  septuples,  a4« 3 15  sont 
impropres,  parce  que  dans  ces  systèmes  chacune  des  coniques  joue  un  rôle  dis- 
tinct; mais,  outre  cela,  il  existe  i35  systèmes  propres. 

Pour  traiter  complètement  les  relations  de  ces  derniers  systèmes  entre  eux  et 
avec  les  autres  systèmes,  il  faut  développer  deux  théories  différentes,  que  l'au- 
tcur  expose  plus  en  détail  qu'il  ne  serait  immédiatement  nécessaire,  et  cela  en 
vue  de  les  rendre  susceptibles  d'applications  plus  générales.  Le  mode  habituel  de 
notation  des  tangentes  doubles,  au  moyen  des  couples  de  huit  quantités,  tels  que 
ceux  qu'emploient  liesse,  Aronhold  et  Cayley,  distingue  ici  un  des  3G  groupes 
de  courbes  de  contact  du  troisième  ordre  des  autres  groupes.  Cette  notation  a  dû 


(')  Hendiconti  del  H.  Jstituto  Lombardo,  2  janvier  1879. 
(')  Math.  Annalcn,  t.  \1V,  p.  %\'j  et  suivantes. 
(*)  AnnaU  di  Matemalica,  2'  série,  t.  1\,  p.  172. 
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par  cooséqueot  être  modi&ée  de  façon  qu'elle  puisse  s'employer  commodéineot 
pour  tous  les  passages  à  des  systèmes  quelconques. 

De  plus,  la  distinction  de  Tun  des  36  groupes  a  pour  conséquence  que  Téqua- 
tion  aux  tangentes  doubles  se  réduit  à  une  surface  du  huitième  degré,  pour  la- 
quelle le  système  de  coniques,  si  Ton  en  adjoint  un,  fournit  une  résolvante  im- 
portante, savoir,  une  équation  du  septième  degré  dont  les  racines  se  rangent  eo 
groupes  de  trois.  L'équation  modulaire  du  huitième  degré,  qui  correspond  à  la 
transformation  du  septième  degré  des  fonctions  elliptiques,  et  qui  a  été  étudiée 
par  Galois,  Betti,  Kronecker,  Hermite,  possède  une  résolvante  du  septième  degré, 
avec  un  groupe  de  i68  substitutions.  Mais  la  propriété  la  plus  essentielle  de  cette 
équation  spéciale,  propriété  qui  n*a  pas  encore  été  énoncée,  consiste  encore  dans 
le  rangement  dont  nous  venons  de  parler  des  racines  en  sept  groupes  de  trois. 
De  plus,  Mathieu  a  traité  les  équations  du  huitième  degré  dont  les  racines  sont 
rangées  en  couples  de  groupes  de  quatre;  ces  équations  aussi  possèdent  la  résol- 
vante du  septième  degré,  avec  la  propriété  des  groupes  ternaires.  Ces  relations 
n'ayant  pas  encore  été  éclaircies,  l'auteur  les  développe  complètement.  Il  re- 
marque à  ce  propos  que  les  équations  générales  du  septième  degré,  douées  de  la 
propriété  de  présenter  des  groupes  ternaires,  sont  les  mêmes  que  celles  qui,  d'a- 
près les  nouvelles  communications  de  F.  Klein,  peuvent  se  résoudre  par  les  fonc- 
tions elliptiques  ('). 

Hahn  (/.).  — Recherches  sur  les  réseaux  de  coniques  doat  la  forme 
jacobienne  et  la  forme  hermilienne  s'évanouissent  identique- 
ment, (i  1 1-121). 

Soient  ai  =  o,  6^  =  o,  ci  =  o  les  équations,  représentées  symboliquement,  de 
trois  coniques;  leur  forme  jacobienne  sera 

agbgCg{abc)i 
et  leur  forme  hermitienne 

{abu){bcu){cau). 

L'objet  du  présent  travail  est  de  répondre  à  la  question  de  savoir  de  quelle  es- 
pèce sont  les  réseaux  de  coniques  dont  la  forme,  soit  jacobienne,  soit  hermi- 
tienne, s'évanouil  identiquement.  L'auteur  parvient  aux  résultats  suivants  : 

1.  Si  la  forme  jacobienne  seule  s'évanouit  identiquement,  alors  toutes  les  co- 
niques du  faisceau  se  décomposent  en  deux  droites  passant  par  un  même  point. 
La  forme  hermilienne  est  alors  égale  au  cube  d'une  forme  linéaire  qui,  égalée  à 
zéro,  représente  l'équation  du  point  double  commun  à  toutes  les  coniques. 

2.  Si  la  forme  hermitienne  seule  s'évanouit  identiquement,  alors  toutes  les 
coniques  du  réseau  sont  réductibles,  et  ont  une  droite  commune  dont  le  cube  est 
représenté  par  la  forme  jacobienne. 

3.  Dans  le  cas  seulement  où  les  formes  jacobienne  et  hermitienne  s'évanouissent 
à  la  fois,  le  réseau  de  coniques  se  réduit  à  un  faisceau. 

Stolz  (O.).  —  La  multiplicité  des  points  d'intersection  de  deux 
courbes  algébriques.  (122-160). 

La  multiplicité  de  tous  les  points  d'intersection  de  deux  courbes  algébriques, 
d'ordres  met /i,  F{Xyy)  =  o,  G{XjX)  =  o,  laquelle  reste  invariable  par  rapport 

(')  Repertorium  der  Mathem.  von  Kônigsberger  u.  Zeuner,  t.  II,  p.  3 17. 
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aux  transformations  linéaires,  est  déterminée  par  Vordre  de  la  résolvante  dont 
Clebsch  a  fait  connaître  la  formation.  Le  même  ordre  fournit  le  produit  des 
équations  de  tous  les  points  d'intersection,  chacun  avec  leur  multiplicité  res- 
pective. L'auteur,  en  se  posant  le  problème  d'obtenir  immédiatement  la  multi- 
plicité d'un  point  d'intersection  {x^^y^)  situé  à  distance  finie,  c'est-à-dire  de 
l'obtenir  sans  le  secours  des  transformations,  au  moyen*  des  équations  F  =  o, 
G  =  G,  parvient  à  ce  théorème  :  Si  l'on /orme  toutes  les  racines  y ^  de  Véqua- 
tion  F  =  G  quiypour  lim  x  =  a?„,  se  changent  en  ^,,  et  de  même  toutes  les  ra- 
cines y'g  de  l'équation  G  =  o  jouissant  de  la  même  propriété,  et  si  l'on  déve- 
loppe le  produit  II  {yr  —  y 4)  suivant  les  puissances  ascendantes  {entières) 

de  X  —  a?„  Vexposant  du  premier  terme  de  cette  série  indiquera  le  degré  de 
multiplicité  du  point  (x^y y ^),  La  démonstration  de  ce  théorème  s'obtient  en 
étudiant  la  résultante  des  points  d'intersection  à  distance  finie,  au  point  de  vue 
de  la  multiplicité  de  ses  facteurs,  et  l'on  peut  effectuer  aussi  directement  le  dé- 
veloppement en  série  du  produit.  Cette  recherche  fournit  l'occasion  d^employer 
les  nombres  caractéristiques  introduits  par  M.  Halphen  (*). 

Au  moyen  de  la  résultante  X  =  Il  {yr-^y's)  et  de  la  résultante  analogue 
n  {Xf,— Xs)i  on  peut  encore  obtenir,  pour  la  multiplicité  totale  w  de  tous  les 

points  d'intersection  à  distance  infinie,  les  relations  suivantes.  Si  F  et  G  sont 
respectivement  des  degrés  m  —  jx,  n  —  v  en  ar,  et  des  degrés  m  —  pi',  /i  —  v'  en^, 
la  multiplicité  des  points  d'intersection  à  l'infini  situés  sur  la  droite  X  =  o  sera 
donnée  par  l'expression 

m,=  pi'v'-i-V4-ô', 

où  s  -f-  X'=  7'  est  le  degré  en  x  de  la  résultante  X,  t  la  multiplicité  totale  des 
points  d'intersection  à  distance  finie;  la  quantité  6',  qui  est  un  nombre  positif, 
est  prise  parmi  les  exposants  du  développement  en  série  à  la  place  considérée.  On 
détermine  de  même  le  nombre  analogue  m,  =  piv  4-  X  -f-  6.  Les  nombres  6  (et 
pareillement  8')  s'évanouissent  dans  le  cas,  et  dans  ce  cas  seulement,  où  parmi 
les  facteurs  des  plus  hautes  puissances  de  x  dans  F  et  G,  le  premier  au  moins 
atteint  le  degré  ]x,  ou  le  dernier  le  degré  v  en  y.  Si  to,  est  la  multiplicité  totale 
des  points  à  l'infini,  non  situés  sur  x  =  o  ni  sur^'  =  0,  on  a  alors 

u>  =  Cl),  -h  m,  4-  m,  =  }JLV  -H  pi' v'  -f-  X  -f-  X'  4-  8  -h  6'  -H  W|. 
On  a  donc 

e  =  mn  —  w  =  (mn  —  jxv  —  pi'v')  —  X  —  X' —  8  —  8' —  to, 

Le  nombre  s  des  intersections  à  distances  finies  peut  ainsi  être  au  plus  égal  à 

{mn  —  |xv  —  pi'v')  —  X  —  X' —  u>,. 

L'auteur  démontre  alors  les  nombres  de  multiplicité  relatifs  aux  équations 
incomplètes,  et  en  même  temps  il  rectifie  d'une  part,  et  généralise  de  l'autre  les 
relations  données  par  Bézout  (  Théorie  générale  des  équations  algébriques, 
1779,  p.  139). 


(')  Journal  de  Liouville^  3«  série,  t.  II,  p.  89. 
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Kbnig  (./.).  —  La  décomposition  en   facteurs  des  fonctions  en- 
tières, et  les  problèmes  d'élimination  qui  s'y  rattachent.  (161- 

.73). 

Dans  rintroductioD  à  ce  Mémoire,  l'auteur  dit  :  «  Les  considérations  que  Gauss 
a  employées  dans  la  deuxième  démonstration  du  théorème  fondamental  de  TAI- 
gèbre  se  composent  de  deux  séries  de  conclusions  essentiellement  différentes 
quant  à  leur  contenu.  La  première  de  ces  séries  peut  être  caractérisée  comme  une 
application  du  principe  de  l'élimination,  que  Gauss,  comme  il  ressort  de  ce  Mé- 
moire, a  bien  connu  et  appliqué,  mais  n'a  jamais  énoncé  généralement. 

»  A  la  suite  de  cela,  on  rencontre  une  idée  ayant  jusqu'à  un  certain  point  une 
existence  indépendante,  idée  qui  fournit  à  elle  seule  une  méthode  de  résolution 
des  équations  algébriques  et  qui  consiste  à  considérer  l'équation  f{x)  =0  comme 
coexistant  avec  l'équation  F(x,  u)  =  o.  Si  l'on  choisit  maintenant  convenable- 
ment la  forme  de  F,  de  telle  sorte  que  l'équation  résultante  en  u  puisse  être  ré- 
solue, alors  l'équation  primitive  se  trouve  ainsi  décomposée  en  facteurs,  et  par- 
tant résolue. 

»  Dans  la  démonstration  donnée  par  Gordan,  dans  le  t.  X  des  Annalen,  da 
principe  fondamental  de  l'Algèbre,  la  simplification  essentielle  consiste  précisé- 
ment dans  le  choix  convenable  de  F  (  jr,  li),  de  telle  sorte  que  le  degré  et  toutes  les 
autres  propriétés  de  l'équation  en  u  puissent  être  aperçus  presque  immédiate- 
ment, et  l'on  obtient  par  là  une  démonstration  algébrique  du  théorème  en  ques- 
tion, d'une  clarté  et  d'une  brièveté  qu'il  serait  difficile  de  dépasser. 

»  Malgré  cela,  il  n'est  peut-être  pas  sans  intérêt  de  nous  livrer  ici  à  une  étude 
sur  l'autre  idée  fondamentale  du  Mémoire  de  Gauss.  Là  il  est  encore  fait  usage 
du  principe  de  l'élimination  en  question,  pour  discuter  complètement  l'équatioD 
en  u,  plus  compliquée  par  suite  du  choix  de  l'équation  F{Xf  u)  —  o.  Or  ce  principe 
considéré  en  général,  contient  la  solution  complète  du  problème  de  la  décompo- 
sition en  facteurs  des  fonctions  entières,  de  sorte  qu'ainsi  la  demonstratio  nova 
altéra  fournit  les  matériaux  pour  deux  démonstrations  du  principe  fondamental 
complètcnient  indépendantes  entre  elles,  lesquelles  sont  de  nature  purement  al- 
gébrique, l'une  trouvant  sa  place  naturelle  dans  la  théorie  des  courbes,  l'autre, 
au  contraire,  ayant  la  sienne  dans  la  partie  de  l'Algèbre  dont  l'essence  consiste 
dans  l'emploi  des  méthodes  combinatoires.  » 

Koenigsberger  (/^.).  —  Sur  la  réduction  des  intégrales  abt'liennes 
aux  intégrales  elliptiques  et  hyperelleptiques.  (174-205). 

Dans  le  Tome  86  du  Journalde  Dorchardt,  l'auteur  a  traité  la  question  de  savoir 
si  l'on  peut  d'avance  indiquer  les  propriétés  caractéristiques  des  intégrales  ellip- 
tiques auxquelles  peuvent  se  réduire  certaines  intégrales  abéliennes  de  la  forme 


J Ax."sl^{^)\dx, 


où  /désigne  une  fonction  rationnelle  et  R  une  fonction  entière  de  x.  Un  des  ré- 
sultats trouvés  dans  ce  Mémoire  est  énoncé,   dans  le   présent  travail,  de  la  ma- 
nière suivante  : 
Les  intégrales  de  la  forme 


j  ^{x)Y\J\\i,x)\dx, 
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dans  lesquelles  r  et  n  sont  premiers  entre  eux,  fournissent,  comme  seules  for- 
mules possibles  de  réduction  aux  intégrales  elliptiques,  les  formules 


J  J   \/z*—i 


dont  la  dernière,  à  cause  de  la  transformabilité  de  l'intégrale  elliptique  du  second 
membre,  se  confond  avec  la  première. 

L'auteur  fait  voir  maintenant  que  les  mêmes  théorèmes  absolument  subsistent 
lorsqu'il  s'agit  en  général  delà  réduction  de  formes  semblables  d'intégrales  pour 
des  équations  algébriquement  résolubles,  c'est-à-dire  d'intégrales  de  la  forme 


/ 


Q.  et  j9  étant  des  fonctions  algébriques  d'un  ordre  déterminé,  et  que  l'on  pose 
alors  la  question  de  savoir  comment  on  peut  représenter  effectivement  toutes  les 
intégrales  réductibles  k  la  forme  indiquée.  On  trouve  d'abord,  en  supposant, 
pour  plus  de  simplicité,  dans  la  transcription  des  résultats,  que  Q.  et/7  désignent 
toujours  des  fonctions  rationnelles,  que  si  les  deux  fonctions /(j;)  et  R(J7)  sont 
déterminées  de  manière  que 

soit  une  fonction  rationnelle  n'ayant  que  des  facteurs  doubles,  toutes  les  inté- 
grales hyperelliptiques  de  première  espèce  réductibles  chacune  à  une  seule  inté- 
grale elliptique  s'obtiendront  sous  la  forme 

J  H{x)h{x}  ^  J  ^/(TZTTîy^TZTX^ 

[5=/(x)v/R(¥)]. 

En  ayant  égard  à  la  multiplication  complexe  des  intégrales  elliptiques,  dont 
il  s'agit,  et  en  s'appuyant  sur  le  théorème  d'Abel,  on  trouve,  de  plus,  si  /{x)  et 
\\{x)  sont  choisis  de  telle  manière  que  l'expression 


/{x)    R{x)   —i=V{x) 

ne  renferme  que  des  facteurs  doubles,  qu'alors  toutes  les  intégrales  abéliennes  de 
la  forme  demandée  qui  sont  réductibles  aux  intégrales  elliptiques  seront  contenues 
dans  l'expression 

y{x)\\'{x)-\-/'ix)n{x) 

^  -  [^WÏxiYcix. 

\\{x)\'  Jix)'  T{{x)9  —  i 

Par  la  substilution  -  —  /(•i^)[v^H(•^*)J^  elles  seront  rauicnct-s  à  l'inlcgralr  cl- 
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liptique 


/; 


dz 


^  z 
Pour  la  formule  de  rédaction 


3_, 


y +(x)  [î/RCiT]^  dx  =/ -/^ 


s/' 

il  n'y  a  rien  de  changé,  si  ce  n*est  que/(j:)  et  R(iF)  doivent  être  déterminés df 
telle  façon  que 

/(x)[7(^)'R(r/-i] 
soit  un  carré  parfait. 

Enfin,  par  une  application  répétée  du  théorème  d'Abel,  on  conclut  que,  parla 
forme  reconnue  nécessaire  de  la  formule  de  réduction 

y  4.(x)[t^(^]' dx  =y-|= , 

on  peut  obtenir  toutes  les  intégrales  réductibles,  si  Ton  pose 

^/(x)R'(x)-+-/(jr)R(x) 

^(x)  = » 

^^    '  R(j;)F(j?) 

la  fonction  rationnelle /(x)  et  la  fonction  entière  R(â;)  devant  être  soumises  à 
la  condition  que 

soit  le  carré  d'une  fonction  rationnelle  V{x), 

L'auteur  traite  encore,  de  plus,  la  question  de  la  réduction  des  intégrales abé- 
liennes  contenues  dans  la  forme  précédente  aux  intégrales  hyperelliptiquesy  et 
il  caractérise  l'équation  à  laquelle  doit  satisfaire  le  multiplicateur  complexe  des 
intégrales  hyperclliptiques  obtenues.  Il  étudie  ensuite  l'équation  de  réduction 


/ 


^  r/(z,)dz,    _^  r/(z,)dz,  _^  _^  rA=p)dz,_^ 

dans  laquelle,  comme  il  résulte  des  théorèmes  généraux  de  la  théorie  de  la  tran*. 
formation  des  intégrales  abéiiennes,  les  quantités  5,,  z^f  ,..,  z^  représentent  le* 
solutions  de  l'équation  du  piémt  degré 

^^/n/v  '^'yfp  sont  des  fonctions  rationnelles  formées  avec  les  quantités  qui  y 
sont  contenues,  et  où  les  irrationnalités  contenues  dans  les  quantités  z  sont  déter- 
minées par  une  expression  de  la  forme 

On  peut  maintenant,  en  faisant  parcourir  à  la  variable  x  des  contours  ferme-. 
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ramener  réquation  précédente  à  une  autre  de  la  forme 

en  posant 

/•(s)  =  A,4- A,5  -i- A,5, +  ...-}- A,-,^''-'. 


Au  moyen  de  la  substitution 


-pi=»"'V 


a  étant  une  des  racines  (a/?  -j-i)ièm««  primitives  de  l'unité,  etm^  satisfaisant  à  la 
congruence 

m,(A--f-i)  =  «    mod(2/>-hi), 

une  telle  somme  se  ramène  à  la  forme 


1 


et  on  la  traite  d'après  le  théorème  d'Abel,  en  cherchant  à  déterminer  la  forme 
des  coefficients  indéterminés  du  théorème  d'Abel.  Le  résultat  s'énonce  ainsi  : 
L'équation 

est  de  telle  nature  que,  si  l'on  pose 

où  l'on  a 

y=V^yJW^)\%    et    X(A-hi)-i,    niod(2/?  +  i), 

les  quantités 

étant  les  solutions  d'une  équation 

>¥"+  ^.Wi»-'  +  ^3  W-'-t-. .  .-h  ^,_,  W  +  At^  =  o, 

dont  les  coefficients  sont  composés  rationnellement  en  x,  tandis  que  les  irra- 
tionnalités 


peuvent  se  représenter  comme  des  fonctions  rationnelles  de  W.,  dont  les  coeffi- 
cients sont  eux-mêmes  composés  rationnellement  en  x.  Dans  les  formules  ci- 
dessus  sont  contenues  toutes  les  relations  que  fournissent  les  transformations  de 
cette  espèce. 

Ainsi  la  résolution  du  problème  pour  les  intégrales  hyperellipliques  du  pre- 
mier ordre  se  trouve  complètement  achevée.  Comment,  pour  les  intégrales  iiy- 
pcrelliptiques  d'ordre  supérieur,  faut-il  établir  les  équations  de  condition?  C'est 
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ce  que  l'auteur  a  montré  dans  un  travail  publié  poslérieuremeat  (Journal  de 
Borchardt,  t.  87)  ('). 

Le  Paige  (C).  —  Sur  une  propriété  des  formes  algébriques  pré- 
parées. (206-210;  fr.). 

Démonstration  de  ce  théorème  :  Deux  substitutions  transposées,  opérées  sur 
les  variables  d'une  fonction  préparée,  induisent  deux  substitutions  tram- 
posées  sur  les  coefficients. 

Krey  (//.).  —  Sur  les  tangentes  singulières  des  surfaces  algé- 
briques. (21 1-237). 

Au  moyen  des  méthodes  de  la  Géométrie  numérique  (  principe  de  correspon- 
dance) développées  par  M.  Schubert,  l'auteur  détermine  une  longue  série  de 
nombres  relatifs  aux  tangentes  singulières  des  surfaces  algébrlqaes.  Les  surfaces 
elles-mêmes,  dans  cette  étude,  ne  sont  pas  toutes  supposées  des  surfaces  géné- 
rales en  coordonnées  de  points,  mais  peuvent  posséder  les  singularités  ordi- 
naires. Dans  le  système  de  notations  de  l'auteur,  les  résultats  les  plus  importants 
de  son  étude  peuvent  s'énoncer  comme  il  suit  : 

Soit  T''  une  droite  tangente  r-uple  qui  touche  la  surface  en  r  points,  tandis 
que  T|^  désigne  une  tangente  rencontrant  la  surface  en  (i  points  consécutifs  (tan- 
gente {!.- ponctuelle).  L'auteur  détermine  les  nombres  suivants  : 

(T^),  c'est-à-dire  l'ordre  de  la  surface  réglée  formée  par  les  tangentes  triples; 

(T*),  ou  le  nombre  des  tangentes  quadruples; 

(T4),  ou  l'ordre  de  la  surface  réglée  formée  par  les  tangentes  quadriponc- 
tuclles; 

(TJ,  ou  le  nombre  des  tangentes  quintiponctuelles. 

Mais,  outre  ces  nombres,  le  calcul  fournit  une  série  de  nombres,  correspondant 
à  des  conditions  mixtes,  tels,  en  particulier,  que  (T^T),  qui  donne  Tordre  de  la 
surface  réglée  formée  des  tangentes  principales  qui  sont  tangentes  encore  une 
fois  déplus;  de  même,  (T^T»),  (T^T),  (TJ). 

Carier  (A.).  —  Sur  la  correspondance  des  homographies  et  des 
rotations.  (238-240;  angl.). 

/Jrioschi (F.),  —  Sur  Téqualion  modulaire  du  huitième  degré  de 
Jacohi.  (241-250). 

Klein  {FJ),  —  Sur  la  résolution  de  certaines  équations  du  sep- 
tième et  du  huitième  degré.  (251-282). 

Ce  travail  forme  la  continuation  des  recherches  de  l'auteur  sur  la  transforma- 
tion du  septième  ordre  des  fonctions  elliptiques  (*),  et  a  pour  objet  de  montrer 
comment  la  resolution  de  ces  équations  du  septième  et  du  huitième  degré,  qui 
ont  le  groupe  des  équations  modulaires,  peut  se  ramener  à  la  résolution  des 
équations  modulaires  elles-mêmes.   Les  recherches  de   l'auteur   sont   en   menu* 


(')  lie/perioriuiiL  dcr  Mdlliematilx  von  Aoni^sOerger  und  Zcuncr^  t.  11. 
(•)  Bulletin,  111,,  \ni<. 
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• 

temps  un  programme  pour  la  manière  de  traiter  toutes  les  équations  d'affert 
quelconque,  programme  qui  comprend  à  la  fois  la  résolution  des  équations  cy- 
cliques par  les  radicaux,  ainsi  que  la  théorie  de  Kroneckeret  Brioschi  des  équa- 
tions du  cinquième  degré. 

La  méthode  de  résolution  des  équations  du  septième  degré  à  168  substitutions 
peut  s'exprimer  comme  il  suit. 

En  employant  les  notations  précédemment  introduites  ('),  on  obtient  le  sys- 
tème des  168  substitutions  linéaires  ternaires  par  la  répétition  et  la  combinaison 
des  opérations  suivantes  : 


(i) 


V=vX,     ix'=YV»    v'=YÎv,    \y  =  cTJ^ 


(a)  5^'- H-»      l^'=v,        v'=X, 


(3)  j  /i:7.p,'=(^-v«)>.H-(Y«-r  )i^-^(r*-r')v, 

Ici  les  quatre  fonctions/,  v>  C,  K  restent  invariables,  et  l'équation  modulaire 
peut  être  remplacée  par  le  système  d'équations 

/=o, — —  =  J. 

•'  1728V' 

Soient  maintenant  Ar,,ar,,  ...^â?,  les  sept  racines  d'une  équation  du  septième 
degré  à  168  substitutions.  Alors  la  première  chose  à  faire  est  de  former  trois  fonc- 
tions rationnelles  X,  ]x,  v  des  x,  qui,  dans  les  168  permutations  des  a?,  éprouvent 
les  substitutions  ternaires  linéaires  indiquées.  Ce  résultat  peut  s'obtenir,  par  les 
procédés  de  la  théorie  des  invariants,  d'un  grand  nombre  de  manières  diffé- 
rentes. ^ 

Soient,  par  exemple,  X,  X',  X'  trois  fonctions  rationnelles  quelconques  de  x, 
qui,  pour  ,2:  =  â?,,  x, , . . . ,  jr, ,  prennent  les  valeurs  X^,  Xp  . . . ,  X^, . . . .  En  désignant 
toujours  par  7  une  racine  septième  de  l'unité,  posons,  pour  abréger, 

et  de  même  Z'f'X'^^  p\y Enfin,  à  la  place  du  déterminant 

Pi    Pk     Pi 

I  r  t 

Pi    Pk    PI 

»       t        » 
Pi    Pk     Pi 

écrivons  simplement  (i,  A-,  /).  Alors  il  y  a  trois  fonctions  jouissant  de  la  propriété 


(•)  Math.  Ann.,  t.  \1V,  p.  444- 
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rherchée  et  données  par  les  équations 

X  =  (4,3,  5)  4- (1,6,  5) +  (4,  a,  6), 
Il  =  (2,  5,  6) -+-(4,  3,  6) -h  (a,  1,3), 
V  =(1,6,3) -h  (a,  5,  3) +  (1,4,  5). 

Si  Ton  calcule  maintenant,  pour  ces  fonctions  \,  pi,  v,  les  formes  /,  v»  C,  K,  il 
en  résultera  des  expressions  qui  ne  changeront  pas  par  les  i68  permutatioos 
des  X  et  qui  sont  ainsi  connues  rationnellement.  La  résolution  de  Téquation  da 
septième  degré  en  x  est  ramenée,  d'après  cela,  au  problême  des  X,  p.,  v,  savoir  : 
des  valeurs  connues  de  /,  v»  C,  K  tirer  celles  de  X,  pi,  v.  Maintenant,  si  Ton 
considère  les  rapports  des  quantités  X,  pi,  v,  l'équation  modulaire,  sons  la  forrof 
indiquée  plus  haut,  est  un  cas  particulier  de  ce  problème.  La  question  est  main- 
tenant de  ramener  le  problème  général  des  X,  pi,  v  à  ce  cas  particulier.  On  y  par- 
vient à  l'aide  d'une  équation  du  quatrième  degré,  qu'il  est  impossible  d'éviter, 
comme  on  peut  le  montrer  par  les  propriétés  de  la  courbe  /  =  o.  Soient  X',  |i.',  v' 
les  inconnues  du  problème  particulier;/',  vS  •  •  •  les  valeurs  que  prennent  /,  v,.... 
Ecrivons  les  équations  suivantes  : 

/=o,    X'X.ii'ii.v'v  =  o,     -I^^  =  J. 

L'élimination  de  X'  :  p.'  :  v'  donne  alors  pour  J  une  équation  du  quatrième  degré 
dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  entières  de  /,  V)  C,  K,  c'est-à-dire,  sont 
des  quantités  connues,  que  l'on  peut  déterminer  a /^riori.  Il  suffît  de  déterminer 
une  seule  des  racines  de  l'équation  du  quatrième  degré  :  soit  J,  cette  racine.  On 
a  alors  l'équation  modulaire 

et,  après  l'avoir  résolue,  on  obtiendra  les  X,  p.,  v  du  problème  primitif,  et  par 
suite  les  x^^  j:,,..  .,â?gde  l'équation  proposée  du  septième  degré,  par  des  calculs 
rationnels  (*). 

Du  Bois-Reymond  {P*)- —  Eclaircîssemenis  sur  les  premiers  prin- 
cipes du  Calcul  des  variations.  (283-3 1 4?  564-570). 

Le  premier  Mémoire  contient  la  discussion  de  la  démonstration  du  théorème 
que  la  corde  est  la  ligne  la  plus  courte  entre  ses  extrémités.  La  notion  de  la  rer- 
tificabilité  est  une  restriction  nécessaire.  Dans  la  méthode  ordinaire  de  démon- 
stration, au  contraire,  on  se  restreint  sans  nécessité  à  la  considération  de  fonc- 
tions qui  sont  continues  en  même  temps  que  leurs  dérivées  du  premier  et  du 
second  ordre.  L'auteur  montre  comment,  à  l'aide  de  l'intégration  par  parties,  on 
peut  eflfectucr  la  démonstration  dans  la  seule  supposition  de  la  continuité  de  la 
dérivée  première. 

Le  second  Mémoire  traite  du  problème  général  du  Calcul  des  variations.  La 
méthode  de  Lagrange,  qui  exige,  pour  la  détermination  du  minimum  ou  du 
maximum  d'une  intégrale  \ {x,}\y\. .  .,y(*0  dx^Xdi  continuité  des  a/i  premières 
dérivées,  est  modifiée  de  telle  façon  qu'on  n'a  plus  besoin  de  la  continuité  des 
n  —  I  premières  dérivées  et  de  l'intégrabilité  de  la  /i'*«n«. 


(')  liepert.  d.  Math.  u.  Phrs.,  Bd.    >,  p.  '|o^- 
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Rohn  (AT.). —  Transformation  des  fonctions  hyperellîptiques/?  =  î>. 
et  son  rôle  dans  la  surface  de  Kummer.  (3i5-354)« 

\o\r  Bulletin,  V,,  327. 

Voss  {A,),  —  Sur  la  théorie  des  connexes  linéaires.  (355-358). 

Démonstration  de  ce  théorème  de  Clebsch  : 

Dans  toutes  les  collinéations  dans  lesquelles  les  points  correspondant  à 
cinq  points  donnés  sont  situés  sur  cinq  droites  données,  il  existe  toujours  un 
sixième  point  dont  les  points  correspondants  sont  tous  situés  sur  une  droite, 
et  ce  sixième  point  et  cette  droite  peuvent  se  construire  linéairement^  au 
moyen  de  ce  théorème  général  : 

Dans  une  série  (Schaar)  linéaire  de  connexes  linéaires  quadruplement  in- 
finie, il  se  trouve  six  connexes  spéciaux, 

Halphen  {G.-H.).  —  Recherches  sur  les  courbes  planes  du  troi- 
sième degré.  (359-379;  fr.). 

Désignons  par  la  notation  x^  des  points  en  chacun  desquels  il  existe  des 
courbes  du  degré  /n,  ayant  avec  la  cubique  des  contacts  de  l'ordre  3  m  —  i.  Quand 
on  emploie  la  représentation  des  courbes  cubiques  par  les  fonctions  elliptiques, 
les  points  x^  sont  ceux  dont  les  arguments,  multipliés  par  3m,  reproduisent  les 
périodes,  si  Ton  a  choisi  l'argument  de  telle  sorte  qu'il  soit  nul  pour  un  point 
d'inflexion. 

Le  covariant  qui  s'évanouit  en  chacun  d'eux  est  un  combinant  pour  le  faisceau 
des  cubiques  qui  ont  neuf  points  d'inflexion  communs. 

Le  lieu  des  points  x  pour  le  faisceau  des  cubiques  se  compose  de  9  courbes 
distinctes  quand  m  n'est  pas  divisible  par  3;  de  8  courbes  distinctes  quand  m  est 
un  multiple  de  3. 

Si  m  =  3*,  chacune  des  8  courbes  est  du  degré  3'*-'. 

Si  m  =  3* pi,  pi  n'étant  plus  divisible  par  3,  et  a  pouvant  être  zéro,  et  que  p, 
p\  p'y  . . .  désignent  les  facteurs  premiers  du  nombre  ]x,  distincts  entre  eux,  cha- 
cune des  8  courbes  (pour  a^i)  ou  des  9  courbes  (pour  a  =  o)  est  d'un  degré 
égal  à 

'"-''•(-?)(-?=)(-,-)■■■■ 

MeisseL  —  Contribution  à  la  Géométrie  de  la  sphère.  (38o). 

Markoff  {A,).  —  Sur  les  formes  quadratiques  binaires  indéfinies. 
(38i-4o6;  fr.). 

Sturm  (/?.).  —  Simplification  du  problème  de  la  projecti vite  dans 
l'espace.  (407-423). 

L'auteur  traite,  avec  des  simplifications,  au  moyen  des  méthodes  de  la  Géo- 
métrie des  nombres,  le  problème  suivant  déjà  résolu  par  lui  {Hiath.  Annalen, 
i.  M): 
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Dans  l'un  des  deux  espaces  considérés,  on  donne  k  points  A,,  A,,. . .,  A|,  ti 
l  plans  a, ,  a,, . . . ,  a,,  et  comme  homologues  à  ces  points  et  à  ces  plans,  dans 
l'autre  espace,  k  points  B,,  B„  . . .,  B^,  et  l  plans  p,,  p„  . . .,  p^.  Il  s'agit  main- 
tenant de  trouver  des  droites  associées  a,  b,  telles  que  le  faisceau  de  plans 
rt(A,,  A„. . .,  Aj),  et  le  système  de  points  a{ci^y  a„. . .,  a,)  soient  respectivement 
projecti/s  à  6(B,y  B,, . . .,  Bj^)  e<  à  6(  Pp  p,,  . . .,  p,). 

Bachmann  {P.).  —  Sur  quelques  intégrales  définies.  (424-430' 

Schitr  {F.),   —   Recherches  géométriques  sur  les  complexes  de 
rayon  du  premier  et  du  second  degré.  (432-464). 

Voir  Bulletin,  V,. 

Lie  (S.),  —  Contributions  à  la  théorie  des  surfaces  minîma.  (46> 
5o6). 

Voir  Bulletin,  IV,,  34o. 

Noether  (M.).  —  Sur  les  systèmes  de  points  d'intersection  d'une 
courbe  algébrique  avec  des  courbes  non  adjointes.  (So^-SaS). 

Schubert  {H.),  —  Description  des  dégénérescences  des  courbes 
gauches  du  troisième  ordre.  (529-532). 

Klein  (/^.).  —  Sur  les  transformations  du  onzième  ordre  des  fonc- 
tions elliptiques.  (533-555). 

Par  des  considérations  empruntées  à  la  théorie  des  fonctions,  Tanteur  est  par- 
venu, pour  la  transformation  du  onzième  ordre,  aux  résultats  suivants  : 

I.  Établissement  de  la  résolvante  du  66o*  degré  de  Galois  pour  l'équation 
modulaire.  —  Soumettons  les  cinq  variables  (•) 

y  {y  y  kl  y  ht  y»}  y^ 

aux  quinze  équations  qui  se  tirent  des  trois  suivantes, 

o  ^^ yxy^y^    y^y^y^    ytyiyp^ 
'^=y'*y»-^ylyh-^y\yv 

par  une  permutation  cyclique  des  y;  posons,  d'autre  part, 

*-  X'" 


(•)  On  a  pris  pour  indices  de  ces  variables  les  résidus  quadratiques  correspon- 
dants au  module  1 1. 
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J  étant  rinvariaDt  absolu  ^  de  Tintégrale  elliptique,  C  étant  une  fonction  du  «p- 
zième  degré  des^,  que  nous  défînirons  tout  à  l'heure  avec  plus  de  précision, 

G  =  (rr  -+-rr  -t-ri*  -+-r;'  +ri*)  h-  • ., 

et  A  représentant  la  fonction  suivante  du  troisième  degré 

Il  existe  alors  660  systèmes  de  solutions 

qui  résultent  d'un  seul  d'entre  eux  par  la  répétition  et  la  combinaison  des  sub- 
stitutions  linéaires  suivantes  \  p  =  e  "  /  : 


(S') 


ri  =  pr„  y\  =  p*r4»  y\  =  pVs»  y\  =  p*r»»  y 3  =  p'rs; 


(T) 


'  /^.yi  =  (p'- 


/^^./4  =  (p*  — 


1 


/-»!•/«  =  (P*- 


V'^^./9=  (P*  — 


/-»»./3  =  (P*- 


p')rl-^(p*- 

+  (p^- 

-p'  )r4-+-(p'- 
-p'  )r9-^(p'- 

■  p»  )r» 

-  p'')rr 

p'  )r,  +  (p'- 
H-(p'- 

-p"  )r«^-(p* 
■p'^)r9-^(p''- 

-  p"  )r» 

-  p'  )r,^ 

pMr.-^(p'- 
h-Cp''- 

-pMr4-+-(p'- 

■p')r9+(p*- 

■p'")rs 
■  p'  )yv 

p')ri^-(p'- 
+  (P*- 

■P")>'4-^(P'- 

■p'  )r»-^(p'- 

■  p"  )rs 

p'"')r.  +  (p'- 
+  (P'- 

-p'  )r4-+-(p'- 

-pMr9+(p'- 

-  p'  )y, 

-  p'  )r3» 

tf£  le  problème  de  calculer,  pour  une  valeur  donnée  de  J,  les  systèmes  corres^ 
pondants  des  solutions  y  peut  être  considéré  comme  la  résolvante  de  Galois  de 
l'équation  modulaire. 

La  fonction  déjà  désignée  par  C  est  un  multiple  numérique  de  la  somme  des 
onzièmes  puissances  des  660  expressions  qui,  en  vertu  des  substitutions  en  ques- 
tion, se  présentent  à  la  place  dc^,,  par  exemple,  savoir  : 

II.  Établissement  de  la  résolvante  du  onzième  degré.   —  Il  existe  deux 
formes  des  plus  simples  de  la  résolvante  du  onzième   degré.  L'une  d'elles  est  la 
Bull,  des  Sciences  mathém.^  2*  série,  t.  V.  (Août  1881.)  R.  1 1 
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suivante  : 

J:(j -.):■  =  [>'-3>-H(5±v^rTT)](>'+>'-3.1^^,  + 7^  V^y 

[,.  ^  ..  ,•+ 3.  iiiEÎI,>+ (5  qz »/:rT7) ,  _  3.  l^iEîi 


X 

11728; 

on  trouve  pour  Tautre 


3±!\/^^  12^,       1^/4^5 


2  J^  Î^A» 

On  passe  de  Tune  à  l'autre  en  posant 

Au  moyen  des^  que  l'on  vient  de  définir,  les  11  valeurs  de  },  ainsi  que  celles 
de  ^,  s'expriment  comme  il  suit.  On  a,  pour  une  valeur  de  }f 

V'}  =  {y\  4-rî  -^yl  -^yl  n-r!) 

-  3(r.rir»+r4rsr3-+-r6r97i  +.r9r3j'4-+-r3r.rs) 

et  pour  la  valeur  correspondante  de  ^, 
i 

v*.^  =  W  -+-7Î  -»-rî  -+-rî  -+-r!) 


^ —  (7.^4-1- r4r5H-r5r.  H- r^r3-^r3r.), 

et  les  dix  autres  valeurs  de  ^  ou  de  ^  s'obtiennent  en  répétant  dans  les  seconds 
membres  des  égalités  précédentes  la  substitution  que  nous  venons  de  désigner 
par  S. 

III.  Interprétation  transcendante  des  équations  ci-dessus,  —  Par  ana- 
logie avec  l'équation  de  Jacobi  du  douzième  degré,  dont  M.  Klein  a  parlé 
récemment   {Math.  Ann.y  t.  XII),  posons,  en  désignant  par  \i  un  facteur  de 
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proportionnalité, 
jiA,  =  ^ 


,^*^M*V*  ^.  \^  (—  |)A+1^134*+»U+14 


l)A<7*»*VlM+i  4.  V(_,)»^-lç 


SMS^I4.ff 


|lA,=  ^ 


-h» 


(_,)*-»-l^3UV>»»+ï_^X^  (—  i)*^>5AM»A4  4 


— ao 


L— •  —00 


I^A3  = 


On  a  alors,  pour  déterminer  les  rapports  des  y,  les  relations 

•?i  =  — ^,    rs__A«^    >'»=_^,    J!!î=_^»,    Zi=— ^. 
r»  a/    >-,  a/    ^3  a/    ^,  a/    ^'i  a,* 

{Repert,  der  Afathem,  von  Kônigsberger  u.  Zeuner,  t.  X\,y 

Stolz  (O.).  —  Sur  les  limites  des  quotients.  (SSô-Sog). 
\oiT  Bulletin,  IV„  216. 

Uarnack  {Ax.).  —  Note  sur  la  représentation  algébrique  au  moyen 
de  paramètres  de  la  courbe  d'intersection  de  deux  surfaces  du 
second  ordre. 

Voir  Bulletin,  1\'    3q. 

Ax.  H. 


AMERICAN  JOURNAL  or  Mathbmatics  pure  and  applied,  Editer  in  cbief 
J.-J.  Stlvbster,  Baltimore. 

Tome  II;  1879  (»). 
Ladd  {Miss  Christine).  —  L'hexagrammc  de  Pascal,  (i-ia). 

Miss  Ladd  se  propose  de  donner  une  notation  nouvelle  pour  les  lignes  et  les- 


(')  Voir  Bulletin,  V,,  116. 
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points  qui  se  préscntenl  dans  la  théorie  de  Thexagramme  de  Pascal.  Elle  expose 
brièvement,  en  partant  de  là,  les  recherches  de  M.  Veronese  sur  ce  sujet  [voir 
Dewulf,  Sur  rhexagramme  mystique  {Bulletin,  I„  p.  348)]|et  donne  quelques 
propriétés  nouvelles. 

Burr  (William-H,),  —  Sur  la  théorie  de  la  flexion.  (i3-45). 

Après  avoir  rappelé  les  différentes  hypothèses  faites  successivement  dans  h 
théorie  de  la  flexion,  par  Mariotte  et  Leibniz,  Navier,  Parent,  l'auteur  prend 
comme  base  de  sa  théorie  les  deux  hypothèses  suivantes  :  i*  le  corps  a  une  struc- 
ture non  cristalline;  a"  les  forces  qui  causent  la  flexion  ne  produisent  point  de 
compression  en  leurs  points  d'application.  Si  la  première  hypothèse  nous  semble 
bien  acceptable,  il  ne  nous  paraît  pas  en  être  de  même  de  la  seconde. 

Ilalsted  {Georges  Bruce).  —  Note  sur  le  premier  Euclide  anglais. 
(46-48). 

Quelques  mots  sur  un  manuscrit  de  la  bibliothèque  de  Princeton,  contenant 
en  particulier  une  copie  de  la  première  édition  des  Éléments  d'Euclide  qui  ait  été 
publiée  à  Bàlc,  en  i533,  chez  Jean  Hervagius,  par  Simon  Grynaeus.  Ce  manuscrit 
a  appartenu  à  Henry  Billingsley,  et  c'est  sur  cette  copie  que  Billingslej  aurait 
fait  la  première  traduction  en  anglais  des  Éléments  d'Euclide. 

Gibbs  {J,'TV.),  —  Sur  les  formules  fondamentales  de  la  Dyna- 
mique. (49-C)4)' 

L'auteur  arrive  à  des  formules  nouvelles  pour  les  équations  du  mouvement, 
en  substituant,  dans  les  formules  ordinaires,  aux  variations  des  coordonnées  les 
variations  des  composantes  de  l'accélération. 

Ilalsted  (G.- B,).  —  Suppléments  à  la  bibliographie  de  l'hyper- 
espace  (Géométrie  à  n  dimensions)  cl  de  la  Géométrie  non  eu- 
clidienne. (fiS-jo). 

Suite  de  la  bibliographie  commencée  dans  le  vol.  1,  p.  261-276,  384-385. 

Caylev  [A .).  —  Calcul  de  la  fonction  génératrice  numérique  minima 
de   la   forme  homogène,  à  deux,  variables  du  septième  ordre. 

(71-84). 

M.  Cayley  rectifie  une  erreur  qu'il  avait  faite  dans  la  détermination  de  cette 
fonction,  publiée  d'abord  dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie 
des  Sciences j  t.  LXXVII;  1878,  p.  5o5,  et  explique  la  méthode  qu'il  a  suivie  pour 
la  calculer. 

Syhester{J,-J,),  —  Remarque  sur  le  Mémoire  précédent.  (84). 

M.  Sylvcstcr  explique  comment  il  avait  trouvé  la  faute  de  M.  Cayley. 

Eddj  {Henry),  —  Sur  la  déviation  latérale  des  projectiles  sphé- 
riques.  (85-88). 
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Sylvester  (/.).  —  Note  sur  les   déterminants  et  les  disynthèmes 
doubles.  (89-96  et  214-222). 

M.  Sylvester  traite  dans  cette  Note  différents  problèmes  :  il  calcule  le  nombre 
de  termes  distincts  d'un  déterminant  symétrique;  u^  étant  le  nombre  des  termes 
distincts  obtenus  dans  le  développement  d'une  matrice  symétrique  du  même 
ordre,  il  démontre  que  l'on  a 

(m  —  i)  (m  —  2) 
ou  bien,  en  posant 

et  on  en  déduit  facilement  que  v„  est  le  coefficient  de  t„  dans  le  déYeloppement 

des 

— f-— 
e> *_ 

v/i  — / 

fonction  que  l'on  peut  appeler  /onction  génératrice. 

Pour  le  déterminant  symétrique  dont  la  diagonale  n'est  formée  que  de  zéros, 
la  fonction  génératrice  est 

t    t* 

H  — 

e   »     « 
Pour  un  déterminant  quelconque, 

et  si  le  déterminant  quelconque  a  une  diagonale  formée  de  zéros, 


y  = 


<?' 


I— ^ 
Étude  de  la  série  to, 

I,  3,  8,  5o,  . . . , 

formée  par  les  coefficients  du  développement 

Ci  £  t^  O 


coefficients  qui  représentent  les  nombres  de  termes  distincts  du  déterminant 
gauche  d'ordre  A^,  divisés  par  les  produits  des  nombres  entiers  pairs  inférieurs 
a  A.. 

Cayley  (A.),  —  Desiderata  et  suggestions.  (97). 

Sur  l'extension  au  cas  des  coefficients  imaginaires  et  des  racines  imaginaires 
du  théorème  de  Newton,  complété  par  Fourier  et  relatif  à  la  résolution  par 
approximations  successives  de  l'équation /(j?)  =  o.  Dans  quelle  région  du  plan 
imaginaire  l'application  de  la  régie  ^'^«i  qu'on  emploie  pour  les  ra- 
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cines  réelles  d'une  équation  à  coefficients  réels  conduira-t-elle  à  un  procédé 
convergent? 

Cayley(A.).  — Sur  le  système  complet  des  formes  fondamentales 
(Grund/ormen)  de  la  forme  homogène  à  deux  variables  du  neu- 
vième ordre.  (98-99). 

Extrait  d'une  Lettre  de  M.  A.  de  Gasparis  à  M.  Syhester.  (99- 
100). 

Sur  certaines  séries  où  les  éléments,  tels  que  le  rayon  vecteur,  les  anomalies 
excentrique  et  vraie,  etc.,  sont  exprimés  en  fonction  de  Tanomalie  moyenne 
donnée  en  parties  du  rayon,  sans  sinus  ni  cosinus. 

Me  Clintock  (Emory).  —  Essai  sur  le  Caleul  d^ extension  (Cal- 
culus  of  Enlargement).  (101-161). 

Ce  Calcul  est,  à  un  certain  point  de  vue,  une  extension  du  Calcul  des  diffé- 
rences finies;  à  un  autre  point  de  vue,  une  extension  du  Calcul  des  opérations. 
Il  comprend  comme  branche  la  plus  importante  le  Calcul  différentiel  et  le  Cal- 
cul des  variations.  L'objet  de  ce  Mémoire  est  de  donner  une  esquisse  prélimi- 
naire de  cette  méthode  et  de  prendre  date  pour  sa  découverte. 

Craig  {Thomas).  —  Le  mouvement  d'un  solide  dans  un  fluide. 

(162-177). 

Exposé  rapide  des  résultats  obtenus  jusqu'ici.  La  méthode  symétrique  de 
M.  Craig  lui  permet  d'arriver  rapidement  à  des  démonstrations  très  simples  et 
aussi  d'établir  d'une  façon  élégante  les  formules  générales  du  mouvement  du 
corps  et  du  liquide. 

Lucas  {Éd.).  —  Sur  l'analyse  indéterminée  du  troisième  degré. 
Démonstration  de  plusieurs  théorèmes  de  M.  Sylvester.  (178- 
i85). 

!•  Xj  y  y  z  étant  des  nombres  entiers  vérifiant  réquatiou 

x^  -H  y^  —  Ac', 
on  a  une  autre  solution  au  moyen  des  formules 

ou  encore 

X       y       z 
a*>  Soit  réquatiou 


Si  l'on  a  une    première   solution  en  nombres  entiers  kx.y,  -).  ou  en  aura  u 


iir 
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autre  (X,  Y,  X)  en  posant 


X  =  T(Br*-Ca'), 

\^y{Cz'~Xa;*), 

Z=--z(A^^-B^) 

oa  encore 

-  -h  i  4^  -  =  0,      AXj:>-4-  BY^» 

X     y      z 

CZ5»=0. 

M.  Lucas  s'occupe  aussi  de  la  question  quand  on  donne  deux  solutions  dis- 
tinctes de  Téquation. 

3*  Application  de  la  théorie  des  cubiques  à  la  théorie  des  nombres.  Significa- 
tion géométrique  des  propositions  établies  précédemment. 

4*  Démonstration  d'un  théorème  de  Sylvestcr.  Si  p  et  q  désignent  des  nombres 
des  formes  respectives  iSn  +  5  et  iSn  -f-  ii,  il  est  impossible  de  décomposer  en 
deux  cubeSi  soit  entiers,  soit  fractionnaires,  aucun  des  nombres  suivants  : 

/?,  2/?,  4/>»;  4^,  q\  2q*. 

S*  Pour  que  X'-f-  Y*=  AZ'  soit  vérifiée  par  des  valeurs  entières  de  X,  Y,  Z,  A, 
il  faut  et  il  suffit  que  A  appartienne  à  la  forme 

préalablement  débarrassée  des  facteurs  cubiques  qu'elle  peut  contenir. 

On  a,  par  exemple,  contrairement  à  ce  que  Legendre  affirme,  des  solutions  en 
nombres  entiers  pour  A  =:  6, 

i7'-f-  37'  =  6.31*. 

Cayley  {A,),  —  Desiderata  et  suggestions.  (186). 

Est-il  possible  de  fabriquer  un  appareil  permettant  de  construire  des  figures 
semblables  dans  leurs  parties  infiniment  petites  ? 

Franklin  (F.).  —  Note  sur  la  partition  des  nombres.  (187). 

Stringham  (  W.).  —  Quelques  formules  pour  l'intégration  des  frac- 
tions irrationnelles.  (188-190). 

Burr  {William).  —  Note  sur  la  Théorie  de  la  flexion  (vol.  II, 
p.  i3  àvx  même  Journal), 

Crofton,  —  Généralisation  d'un  théorème  de  Statique  de  Leib- 
niz. (192). 

Si  un  système  de  force  est  en  équilibre,  le  centre  de  gravité  des  points  d'ap- 
plication est  le  même  que  celui  des  extrémités  des  forces. 

Kempe.  —  Sur  le   problème  géographique  des  quatre  couleurs. 
(193-201). 

Story,  —  Note  sur  Tarticle  précédent.  (201-204). 

M.  Kempe  s'occupe  de  la  manière  la  pins  convenable  de  disposer  les  couleurs 
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sur  une  carte  géographique  donnée,  et  M.  Story  se  propose  de  démontrer  rigon- 
reusement  un  théorème  de  Géométrie  de  position  qui  s'était  présenté  dans  les 
recherches  de  M.  Kempe. 

Stone  (Ormond).  —  Sur  la  dynamique  d'un  projectile  sphérique. 

(aii-2i3). 

Relevé  d'une  faute  faite  par  M.  Eddy  dans  son  Mémoire  Sur  la  déviation 
latérale  des  projectiles  sphériques, 

Sylvester  (J.)  et  Franklin  (F,).  —  Table  des  fonctions  généra- 
trices et  des  formes  fondamentales  pour  les  formes  homogènes 
à  deux  variables  des  dix  premiers  ordres.  (223). 

Craig  (Th,).  —  Note  sur  la  projection  du  lieu  général  d'un  espace 
à  quatre  dimensions,  dans  Tespace  à  trois  dimensions.  (aSa- 
209). 

M.  Craig  se  propose  le  problème  de  la  représentation  conforme  (similitade 
dans  les  parties  infiniment  petites).  Il  résout  aussi  le  problème  dans  le  cas  gé- 
néral d'un  espace  quelconque 

F{X^J  X,,  ...,  X^)  =0, 

dont  on  cherche  la  représentation  conforme  sur  l'espace  o,  \^  Ç,,  . .  .,5,^,. 

Craig  (Th,). —  Sur  le  mouvement  d'un  ellipsoïde  dans  un  fluide. 
(261-279). 

L'auteur  traite  le  cas  du  mouvement  d'un  ellipsoTde  dont  la  masse  est  S3rmé- 
trique  par  rapport  aux  trois  plans  principaux.  Le  mouvement  a  lieu  dans  an 
fluide  incompressible,  sans  frottement.  Le  corps  est  soumis  à  l'action  de  forces 
instantanées;  on  demande  le  mouvement  résultant  du  corps  et  celui  du  fluide. 

Poisson  s'était  déjà  occupé  d'un  problème  de  ce  genre  :  le  mouvement  du  pen- 
dule dans  un  gaz;  mais,  en  réalité,  l'idée  de  déterminer  le  mouvement  d'na 
corps  dans  un  fluide  revient  à  Dirichlet,  qui  attaqua  spécialement  le  cas  du  mou- 
vement de  la  sphère  {Monatsberichte  iind  Abhandlungen  der  Akademie  der 
Wissensc/ia/tenzu  Berlin;  1802).  Après  lui  Clebsch,  dans  son  Mémoire:  Utber 
die  Bewegung  eines  Ellipsoids  in  einer  tropfbaren  Fliissigkeit  {Crelle's  Jour- 
nal, t.  52  et  53),  s'occupa  du  problème  général  et  du  cas  particulier  où  le  corps 
est  un  ellipsoïde.  Il  fut  suivi  dans  cette  voie  par  beaucoup  d'autres  : 

KiRcnoFF,  Ueber  die  Bewegung  eines  Rotationskôrpers  in  einer  Fliissigkeit 
(Borchardt's  Journaly  vol.  71).  Il  donne  aux  équations  différentielles  une  forme 
très  élégante,  reprise  plus  lard  par  Clebsch  {Math.  Ann.,  t  Ilï).  Citons  encore  : 

FcRBEBs,  The  motion  of  an  infinité  mass  0/  water  about  a  moving  ellipsoid 
{Quart.  Journal,  n**  52;  1870). 

KÔPCEE,  Zur  Discussion  der  Bewegung  eines  Botationskôrpers  in  einer 
Fliissigkeit  {Math.  Ann.,  vol.  \II,  p.  887). 

Webcr,  Anwendung  der  Theta/unctionen  zweier  Variabeln  au/ die  Théorie 
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der  Bewegung  eines  festen  Korpers  in  einer  Fliissigkeit  (Afath,Ann.,  vol.  XIV, 
p.  173). 

HoppE  {Ann.  de  Poggendorffy  t.  LXIII). 

Thomso?!  et  Tait  {Natural  Philosophy). 

M.  Craig  traite  d'abord  le  cas  particulier  d'un  mouvement  parallèle  à  Tun  des 
axçs;  puis,  arrivant  au  cas  général  et  employant  les  formules  établies  dans  le 
même  volume  dans  son  Mémoire  Sur  le  mouvement  d*un  solide  dans  un  fluide, 
il  démontre  entre  autres  choses  l'existence  d'un  ellipsoïde  analogue  à  l'ellip- 
soïde de  Poinsot  dans  la  dynamique.  M.  Craig  tire  parti  successivement  de  l'em- 
ploi des  coordonnées  elliptiques  et  des  coordonnées  générales  de  Lagrange. 

Sylvester  (J.-J.).  —  Sur  certaines  équations  homogènes  à  trois 
variable  du  troisième  degré.  (280-281). 

Chapitre  I.  —  Sur  la  résolution  des  nombres  en  sommes  ou  en  différence  de 
deux  cubes. 

Section  I.  —  p  et  q  étant  des  nombres  premiers  des  formes  respectives  18/1  -h  3 
et  18/1  4- II,  l'équation 

est  irrésoluble  en  nombres  entiers  ou  fractionnaires  si  A  a  une  des  formes 

P>  Çy  P\  ^'»  P^^P^9''yP\P\y  9i9h 

9Py  9Qy  9P*y  9^S  9P9y  9P^Ç^  9PiP\y  9^i^î» 
2/7,  4/?,  4/?»,  2q\ 

De  plus,  on  a  les  deux  théorèmes  suivants  : 

1*  c,  4',  ?  étant  des  nombres  premiers  des  formes  respectives  iS/i  -h  i,  18/14-7, 
18/1  -f- 13,  si  p,  4'»  ?  ne  sont  pas  de  la  forme/* -t-  27^*,  et,  par  suite,  n'ont  pas  le 
résidu  cubique  3,  tous  les  nombres  d'une  des  huit  classes 

2P,  4p,  2p',  4p',  a^j/,  4+»,  4®,  aç' 

donnent  aussi  des  nombres  indécomposables  en  la  somme  de  deux  cubes. 

a*  Si  3  n'est  pas  résidu  cubique  par  rapport  k  v,  3v  et  Sç*  donnent  aussi  des 
nombres  indécomposables  (sous  certaines  conditions  cependant). 

Ces  théorèmes,  seulement  énoncés  ici,  sont  suivis  de  quelques  remarques  com- 
plémentaires sur  les  travaux  analogues  de  M.  Lucas  et  du  P.  Pépin. 

Petersen  (Julius),  —  Démonstration  nouvelle  du  théorème  de  ré- 
ciprocité. (280-286). 

Hall  [H.),  —  Sur  une  action  nouvelle  du  magnétisme  sur  les  cou- 
rants électriques.  (287-292). 

Sylvester  (J.-J.)  et  Franklin  (F.),  —  Table  des  fonctions  géné- 
ratrices et  des  formes  fondamentales  pour  les  formes  homogènes 
à  deux  variables  des  quatre  premiers  ordres  prises  deux  à  deux. 
(293-306). 

Bull,  des  Sciences  mat/t.,  a«  Série,  t.  V.  (Septembre  i88i.^ 
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Me  Clintock  {Emory), —  Une  nouvelle  méthode  générale  d'inler- 
polatîon.  (3o7-3ii). 

M.  Me  Clintock  se  propose  de  donner  une  méthode  d'interpolation  plus  facile  à 
démontrer  et  aussi  à  employer  que  les  méthodes  en  usage  maintenant. 

Ayant  d  abord  examiné  la  méthode  de  Lagrange^  qui,  en  réalité,  doit  être 
't^  attribuée  à  Euler,  puis  celle  de  Newton,  il  donne  une  nouvelle  formule  peu  dif- 

^.  férenle  de  la  dernière,  mais  un  peu  plus  symétrique. 

Au  lieu  de  poser,  comme  Newton, 


3         ^    _  92t^jL±_9m£2tM 


il  emploi  la  formule 


X  —  X 


'^H  «^«M-l 


On  a,  dans  les  deux  cas, 

ça:  =  ?^|-+-  {x  —  x^)  ^^x^-\-  {x  —  x^)  {x  —  x.^)  ^^x^-à- 

Me  ClintoeA' (Emorj). —  Notesurladémonslralion  d'une  cerlaine 
formule  d'interpolation.  (3ii-3i4)- 

Application  du  calcul  d'extension  à  la  démonstration  de  deux  théorèmes  de 
Newton  et  Stirling. 

Chace.  —  Étude,  au  moyen  des  quaternions,  d'une  certaine  classe 
de  surfaces  du  troisième  degré. (3 1 5-3 a3). 

Étude  des  surfaces  que  M.  Chace  appelle  cubiques  à  centre,  par  suite  de  la 
forme  de  leur  équation.  Recherche  du  rayon  de  courbure  de  la  section  normale 
en  un  point  d'une  des  surfaces  et  classification  des  différentes  familles  de  sur- 
faces qui  se  présentent. 

Syhester  (J.-J,). —  Remarques  sur  les  Tables  pour  les  formes  ho- 
mogènes à  deux  variables,  publiées  précédemment.  (324-329). 

Peiree,  —  Sur  les  raies  du  spectre  de  diffraction  de  Rulherfurd. 

(339-347)- 

Me  Clintock  {E,).  —  Sur  le  développement  des  fonctions  de  fonc- 
tions. (348-353) 

Application  du  calcul  d'extension  au  développement  de  9[/(a7)],  où 

/  (j?)  =  a  -+-  frx  H-  -  cx^-Ji da^  -h 

2  a. 3 

Rosvland  {H,).  —  Notes  préliminaires  sur  la  découverte  récente 
de  M.  Hall.  (354-356). 

Sylvester  (J.-J.).  —  Sur  certaines  équations  homogènes  à  trois 
variables  du  troisième  degré.  (357-393). 
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Sur  les  diviseurs  des  fonctions  cyclotomiques  : 

I*  Fonctions  cyclotomiques  de  première  espèce.  Soit  q  nombre  premier 
p=:  mk -h  if  a?»— I  est  facteur  de  a?p"'— i.  Si  XkW  ^^^  ^^  facteur  de  j?*— i, 
qui  contient  toutes  ses  racines  primitives.  La  fonction  x  s'appelle  fonction  cy- 
clotomique  de  première  espèce,  relativement  à  k. 

2*  Fonctions  cyclotomiques  de  seconde  espèce.  Théorie  des  diviseurs  de  la 

fonction  qui  a  pour  racines  les  sommes  de  groupes  à  deux  termes  des  racines 

primitives  de  3C* — i,  ou,  en  d'autres  termes,  toutes  les  valeurs  distinctes  de 

Xt  k 

acos-T-i  X  étant  un  nombre  plus  petit  que  -est  premier  à  X.  Cette  fonction 

est  la  fonction  cyclotomique  de  seconde  espèce  et  de  classe  conjuguée  à  k. 

3*  Fonctions  cyclotomiques  d'espèce  et  de  classe  quelconques.  Généralisation 
des  théorèmes  trouvés  dans  les  paragraphes  précédents.  L'auteur  termine  son 
Étude  de  la  cyclotomie  par  ces  mots  :  «  La  cyclotomie  me  semble  ne  devoir  pas 
être  regardée  comme  une  simple  application,  mais  bien  comme  le  centre  natu- 
rel, la  base  fondamentale  de  l'Arithmétique  de  l'avenir.  » 

Remarques  sur  les  diviseurs  intrinsèques  des  fonctions  cyclotomiques  de  pre- 
mière espèce. 

Notes  sur  le  premier  article  du  Mémoire  : 

L  Sur  le  triangle  rationnel  inscrit  et  circonscrit  à  la  cubique 

Contrairement  à  ce  qui  a  été  dit  dans  le  premier  Mémoire  sur  la  correspondance 
entre  la  résolution  en  nombres  entiers  des  équations 

(i)  x^  —  y^-h\z^=Of 

(a)  ar*— 3j7^'  — y^-h  3A5*=  o, 

on  a  cependant,  pour  A  =  i,  les  solutions  suivantes  de  (a) 

x:y:z=  I  :  i  :  i 
=  — a  :  I  :  I 
=      I  :  —  a  :  i; 

mais  ces  points  sont  les  sommets  d'un  triangle  à  la  fois  inscrit  et  circonscrit  à  la 
cubique.  Ce  sont  les  seuls  points  rationnels  de  cette  courbe,  et,  quand  on  étudie 
la  correspondance  entre  (i)  et  (a),  on  voit  qu'aux  trois  points  (3)  correspondent 
sur  la  cubique  (i)  des  points  pour  lesquels  x  =  o  ou  ^  =  o. 

Sur  les  triangles  et  les  polygones  à  la  fois  inscrits  et  circonscrits  à  une  cubique 
quelconque. 

Note  sur  la  même  question,  d'après  M.  F.  Franklin. 

Note  sur  la  condition  pour  que  a  et  3  soient  résidus  cubiques  par  rapport  à  un 
nombre  premier  de  la  forme  6i  +  i. 

IL  Sur  certains  nombres  et  certaines  classes  de  nombres  non  décomposablcs 
en  la  somme  ou  différence  de  deux  cubes  rationnels. 
Si  A  est  un  des  nombres  i,  a,  3,  4^  iS,  36,  ou  un  nombre  de  la  forme 

9/^»  97»  9PS  97*» 
^P,  'i7»  ♦/>'»  37'' 
P^/r  PiPl  7i7l»  />*7'; 
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p  et  q  étant  des  nombres  premiers  des  formes  respectives  \%n  -h  5  et  i8n  4-  ii, 
A  n'est  pas  décomposable  en  la  somme  de  deux  cubes  inégaux.  (Le  Mémoire  se 
continue  dans  le  volume  suivant.) 

Peirce  (C.-S.).  —  Sur  une  projection  quinconciale  de  la  sphère 
(394-39G;  1  pi.). 

Projection  conforme  obtenue  en  transformant  la  projection  stéréographique 
avec  un  pôle  à  l'infini  au  moyen  des  fonctions  elliptiques.  La  planche  représente 
une  mappemonde,  bien  préférable,  ce  nous  semble,  aux  projections  de  Mercator 
ou  stcréographiqucs.  Des  Tables  sont  données  pour  la  construction  de  la  mappe- 
monde. 

Johnson  {If  oolsej')  et  S  tory.  —  Notes  sur  le  taquin  {\S  puzzle). 
(397-399,  399-404).'  Brukel. 


BULLETTINO  di  Bibliograpia   e  di  Storia  delle  Scienze  matematiche  e 
FisicHB,  pubblicato  da  B.  Boncompagni  (*). 

Tome  XI;  1878. 

Millosevich  (Elia),  —  Sur  la  vie  et  les  travaux  de  GiovAurNi  Sam- 
TTNI.  (i-iio). 

Né  le  29  janvier  1787,  mort  le  26  juin  1877,  Santini  fut  un  astronome  du  pre- 
mier ordre,  un  grand  cométographe,  un  professeur  éminent.  Directeur  de  l'Ob- 
servatoire de  Padoue  en  1817,  *'  fut  nommé  directeur  de  la  Faculté  des  Sciences 
mathématiques  en  i845,  et  acquit  une  réputation  européenne  par  son  enseigne- 
ment et  ses  travaux.  C'est  dans  ses  Elementi  di  Astronomia  con  le  applica- 
zioni  alla  Geogra/ia,  Nautica,  Gnomonica  e  Cronologia  que  plusieurs  géné- 
rations d'Italiens  ont  appris  le  mécanisme  du  ciel.  Giovanni  Santini  ne  fut  pas 
seulement  un  grand  astronome,  un  illustre  savant  :  il  ne  cessa  jamais  de  se  mon- 
trer, pendant  tout  le  cours  de  sa  longue  carrière,  l'ami  sincère  et  dévoué  de  son 
pays,  de  la  Science  et  de  la  jeunesse  des  écoles. 

Pour  plus  amples  renseignements  sur  le  noble  caractère  de  Santini,  on  pourra 
lire  encore  le  discours  du  professeur  Lorenzoni,  de  Padoue,  et  l'écrit  du  pro- 
fesseur Turazza,  de  Vienne. 

Genocchi  (Ang.).  —  Fragment  d'une  lettre  à  D.  B.  Boncompagni. 

Annonce  de  la  prochaine  publication  des  Œuvres  d'Augustin  Cauchy,  notre 
grand  analyste  parisien,  avec  une  Note  du  prince  Boncompagni,  rappelant  que, 


(')  Voir  Bulletin,  ÏI„  191. 
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en  1869,  c'est-à-dire  dés  son  apparition,  le  Dullettino  avait  signalé  la  grande  uti- 
lité qu'aurait  pour  tous  les  amis  des  Sciences  mathématiques  la  publication  des 
Œuvres  de  Cauchy. 

Mayer  (Ad.),  trad.  par  Biadego  (G.-B.),  —  Histoire  du  principe 
de  la  moindre  action.  (i55-i56). 

Ciirtze  {M,)y  trad.  par  Sparagna  (A,),  —  Noi^a  Copernicana 
d'Upsal.  Rapport  lu  à  la  Société  Copernicienne  des  Sciences  et 
Arts  de  Thorn,  le  4  jui"^  ^^77-  (167-176). 

M.  Max.  Curtze  avait  été  chargé  par  le  prince  Boncompagni  de  rechercher  en 
Suéde,  et  spécialement  à  Upsal,  les  manuscrits  autographes  de  Copernic  et  les 
Livres  annotés  de  sa  main.  Le  D'  Sparagna,  qui  a  traduit  ce  Rapport  en  italien, 
Ta  enrichi  de  nombreuses  annotations.  n 

Giordani  (Enr.),  —  I  sei  Cartelli  di  matematica  disfida,  prima- 
mcnte  intorno  alla  générale  risoluzione  délie  equazioni  cubiche 
di  Lodovico  Ferrari^  coi  sei  Contra-Cartelli  in  riposta  di  Ni- 
colo  Tartaglia,  comprendenti  le  soluzioni  de'  Quesiti  dall'  una 
e  dair  altra  parte  proposti  ;  raccolti,autografati  e  pubblicati  da 
Enrico  Giordani^  Bolognese.  Premesse  notizie  bibliografiche 
ed  illpstrazioni  sui  Cartelli  medesimi,  eslratte  da  documenti  già 
a  stampa  ed  altri  manoscritti  favoriti  dal  Comm.  Prof.  Sihestro 
Gherardi.  Milano,  1876.  In-8",  220  pages  (*).  (i77-i96). 

En  1544)  Maria  del  Fiore  s'était  vanté  de  savoir  résoudre  les  problèmes  con- 
duisant à  des  équations  de  la  forme 

x*-\-  ax  =  by 

et  l'année  suivante  avait  eu  lieu  le  cartel  entre  Tartaglia  et  del  Fiore.  Ces  car- 
tels étaient  soutenus  publiquement  et  presque  toujours  dans  les  églises.  C'est 
ainsi  que,  le  10  août  de  l'année  i548,  l'église  de  Santa  Maria  del  Giardino,  à  Milan, 
avait  été  assignée  comme  lieu  de  rendez-vous  pour  vider  le  différend  mathé- 
matique entre  Tartaglia  et  Ferrari,  le  disciple  de  Cardan.  On  sait  que  Nicole 
avait  été  surnommé  Tartaglia  (le  Balbutiant)  à  cause  du  balbutiement,  résul- 
tat physique  d'une  horrible  blessure  à  la  mâchoire  qu'il  reçut  à  la  prise  de  Bre- 
scia  par  les  Français.  Il  n'avait  alors  que  douze  ans,  et  s'était  réfugié  avec  sa 
mère  dans  il  DuotnOy  croyant  échapper  ainsi  à  la  poursuite  des  soldats  furieux. 
Il  faut  lire,  dans  les  Notes  du  prince  Boncompagni  (p.  i8i-i83),  l'autobiographie 
de  Tartaglia,  telle  qu'elle  est  reproduite,  sous  forme  de  dialogue,  entre  lui  et  le 
prieur  de  Barletta  (*). 


(')  Tradurtion  d'un  article  de  M.  Canlor,  publié  dans  le  Zeitschri/t  fiir  Math^ 
u.  Phys.,  t.  Wll. 
(M    Voir  cnrorc  Liinu,  ///.v/.  des   Math,  im  lldlic. 
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Cette  intéressante  Noticei  due  an  D'  Maurice  Cantor,  est  précédée  d'une  dédi- 
cace de  l'auteur  au  prince  Balthazar  Bonconipagni,  «  le  magnanime  et  savant 
promoteur  des  éludes  historico-mathématiques  à  Rome  ». 

Cantor  (AL),  trad.  par  Favaro  {A.),  —  La  correspondanGe  entre 
Lagrange  et  Euler.  (197-216). 

C'est  le  28  juin  1764  que  Lagrange  écrivit  sa  première  Lettre  à  Euler.  Par  le 
nombre  des  années,  il  n'était  encore  qu'un  enfant;  mais  par  la  maturité  de  la 
pensée,  c'était  déjà  un  homme  et  un  savant.  Le  D'  Cantor  fait  l'historique  de  la 
Correspondance  et  des  travaux  qui  ont  immortalisé  les  noms  d'Ealer  et  de  La- 
grange. Il  rend  un  juste  hommage  au  prince  Boncompagni  pour  ses  publications 
de  Lettre»  inédites  de  Lagrange  à  Euler. 

Gilbert  (Ph,).  —  Essai  historique  et  critique  sur  le  problème  de 
la  rotation  dhin  corps  solide  (•).  (a  17). 

M.  Gilbert  a  fait  paraître,  en  1878,  une  étude  historique  et  critique  sur  le  pro- 
blème fameux  de  la  rotation  d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe.  M.  Siacci 
s'est  empressé  de  donner  de  cet  Ouvrage  un  compte  rendu  auquel  nous  ne  fe- 
rons qu'un  reproche,  celui  d'être  trop  bref.  Le  jugement  qu'il  porte  sur  l'auteur 
sera  ratifié  par  tous  les  mathématiciens. 

Grâce,  dit-il,  à  l'exposé  lucide  et  bien  ordonné  de  M.  Gilbert,  son  étude  con- 
stitue^ un  Chapitre  qui  n'est  plus  à  faire  de  l'histoire  de  la  Mécanique  ration- 
nelle. 

Garbieri  (C).  —  Lehrbuch  der  Determînanlen-Thcorie  fur  Stu- 
dirende  von  D**  Siegmund  Guktheb.  Zweite  durchaus  nmgear- 
beitete,  vermehrte  und  durch  eine  Âufgaben-Sammiung  berei- 
cherté  Auflage.  Erlangen,  1877  (*).  (257-318). 

Le  D'  Giovanni  Garbieri  rend  compte  de  la  seconde  édition  d'un  Ouvrage  de 
M.  Gilnthcr,  ou  plutôt  il  donne  une  étude  fort  instructive  sur  cette  branche  spé- 
ciale dL'S  Mathématiques  qu'on  appelle  la  Théorie  des  Déterminants  et  sur  les 
mathématiciens  qui  en  ont  fait  l'objet  de  leurs  travaux. 

C'est,  paralt-il,  à  Leibnitz  qu'il  faut  faire  remonter  la  première  invention  des 
déterminants;  c'est  à  Gauss  qu'on  doit  cette  dénomination  nouvelle,  et  c'est 
Cauchy  qui  a  posé  le  couronnement  de  cet  édifice,  auquel  avaient  travaillé  Cra- 
mer, Eulcr,  Bézout,  Vandcrmonde,  Laplacc,  Lagrange,  suivis  dans  cette  voie, 
qui  semble  attractive,  par  une  phalange  de  vaillants  chercheurs  :  Albeggiani, 
Armcnantc,  Baltzer,  Battaglini,  Bellavitis,  Binct,  Borchardt,  Brioschi,  Casorati, 
Catalan,  Cayley,  Chiô,  Clebsch,  Dahlander,  Darboux,  Davidof,  Diekmann,  Die- 
trich,  Dôlp,  Dostor,  Falk,  Ficdler,  Fontebasso,  FUrstenau,  Garbieri,  De  Gaspa- 
ris,  Germain  (Sophie),  Glaisher,  Grassmann,  Gundclfinger,  Gtinther,  Hankcl, 
Heine,  Hesse,  Hindenburg,  Hotici,  larochcnko,  Jacobi,  Janni,  Laisant,  Lucas  (Éd.), 
Mansion,  Mcllberg,  Mcylink,  Monro,  Nachreiner,  Nâgelsbach,  Ncwmann,  Bamus^ 


(')  Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles,  a«  année,  1878;  98  pages, 
in-8».  Voir  Bulletin,  IV,,  88. 
(«)  Voir  Bulletin.  I,,  .S77. 
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Reidt,  Reiss,  Rothe,  Rubini,  Salmon,  Scheibner,  Schering^Seeliger^Siacci,  Smith, 
Somof,  Souillart,  Sperling,  Spottiswoode»  Stern,  Studnicka,  Sylvesler^Tait^Thiele, 
Trudi,  VeltmaDDy  Weyrauch,  Zehfuss,  Zeipei.  Dans  cette  liste,  encore  iocom- 
plète,  les  Allemands  sont  en  majorité;  on  y  rencontre  bon  nombre  d'Italiens  et 
peu  de  Français  contemporains. 

Favaro  (Ant.).  —  Sur  la  publication  faite  par  le  D'  Carlo  Mala- 
gola  de  quelques  documents  relatifs  à  Nicolas  Copernic  et  à 
d'autres  astronomes  et  mathématiciens  des  xv'  et  xvi'  siècle. 

(319-334). 

L'important  Ouvrage  de  Malagola  offre  un  tableau  fidèle  de  la  vie  scientifique 
et  littéraire  de  l'Université  de  Bologne  vers  la  fin  du  xv*  siècle;  il  a  valu  à  son' 
auteur  les  éloges  mérités  des  écrivains  les  plus  éminents  de  l'Italie,  Domenico 
Berti,  Cesare  Correnti,  Francesco  de  Sanctis,  Federico  Sclopis,  etc.,  etc.  On  sait 
que,  d'après  des  documents  trouvés  dans  la  citadelle  de  Ferrare,  publiés  et  an- 
notés par  le  prince  B.  Boncompagni,  Nicolas  Copernic  fréquenta  les  cours  de 
l'Université  de  Bologne  pendant  les  années  149^,  '497^  '499»  1^00;  qu'il  étudia 
ensuite  le  droit  canon  à  Ferrare,  et  qu'il  se  trouvait  encore  dans  cette  ville  le 
3i  mai  i5o3,  jour  où  le  titre  de  docteur  lui  fut  publiquement  décerné. 

Bierens  de  Haan  (D,).  —  Notice  sur  un  pamphlet  mathématique 
hollandais,  intitulé:  «  Bril voorde Amsterdamschebelachelj^cke 
geometristen  (*).  Amsterdam,  i663.  (383-452;  franc.).  » 

Il  s'agit  d'un  pamphlet  publié  par  Gornelis  Sackersz  van  Leeuwen  contre  ses 
compatriotes  et  collègues  Abraham  de  Graaf,  Gietermaker,  Anhaltin  et  autres. 
Dans  cet  écrit  de  mauvais  goût,  l'auteur  distribue  à  tort  et  à  travers  les  épi- 
thètes  de  singes,  de  pirates,  de  brigands,  de  voleurs,  de  charlatans  et  autres  amé- 
nités de  ce  genre.  De  Graaf  répondit  à  Van  Lecuwcn  en  le  traitant  à  son  tour 
d'ignorant,  de  pillard,  de  plagiaire,  de  pitoyable  géomètre,  etc.  M.  Bierens  de 
Haan  ne  s'est  pas  contenté  de  nous  faire  assister  à  cette  curieuse  lutte  de  ma- 
thématiciens hollandais  du  xvii*  siècle;  il  a  tracé  un  aperçu  des  principaux. 
Ouvrages  de  Mathématiques  publiés  dans  les  Pays-Bas  pendant  les  xvi*  et 
XVII*  siècles  et  de  leurs  méthodes. 

Son  Catalogue  biographique  et  bibliographique,  de  plus  de  soixante-dix  ma- 
thématiciens néerlandais,  offre  un  réel  intérêt  pour  l'histoire  des  Sciences*  ma- 
thématiques. Parmi  les  géomètres  qu'il  cite  se  rencontrent  les  noms  du  grand 
Huygens^  d'Adrien  Metius,  de  Hudde,  de  Schooten,  de  Simon  Stevin,  de  Ludolf 
van  Ceulen,  etc. 

Somof  {André )j  (trad.  par //o(/e/).  —  Nécrologie  de  Xoseph  Iva- 
îfOTiTCH  SoMOF.  (453-486;  franc.). 

Joseph  Ivanovitch  Somof,  né  le  i3  juin  i8i5,  au  village- d'Otrada,  gouverne- 
ment de  Moscou,  membre  de  l'Académie  des  Sciences^  de  Saint-Pétersbourg,  a 
inscrit  son  nom  en  caractères  inclTaçables  dans  l'histoire  des  Sciences  mathé- 


(*)  Lunettes  pour  les  géomètres  ridicules  à'An  sterdam.. 
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matiques.  Pour  s'en  coDYaincre,  il  suffit  de  jeter  un  coup  d'œil  sur  le  Catalogue 
donné  par  le  prince  Boncompagni,  des  trente-huit  Ouvrages  et  Mémoires  qui 
composent  son  œuvre.  Ce  Catalogue  est  suivi  d'une  Lettre  de  Somof  au  prince 
Boncompagni,  et  d'observations  y  relatives  par  le  prince  lui-même. 

Boncompagni  (B.)  et  Siacci  {F,).  —  Solution  de  la  question  Sgi 
de  la  Nouvelle  Correspondance  mathématique,  (487). 

La  somme  des  carrés  des  nombres  im^pairs  de  rang  pair,  diminuée  de  la 
somme  des  carrés  des  nombres  impairs  de  rang  impair,  est  le  double  d'un 
carré.  Deux  solutions  de  cette  question,  dues  Tune  au  prince  Boncompagni, 
l'autre  au  professeur  Siacci. 

Caverni{Raffaello).  —  Notices  historiques  sur  Tinvention  des 
thermomètres.  (53 1-586,  i  pi.). 

L'auteur  examine  successivement  le  thermomètre  de  Galilée,  ceux  de  Saoto- 
rio,  de  Sagredo,  de  Torricelli,  et  le  thermomètre  multiplicateur  des  académi- 
ciens del  Cimento.  On  pourra  consulter  utilement  sur  ce  dernier  thermomètre 
le  Mémoire  de  Libri,  publié  au  tome  4^  ^^^  Annales  de  Chimie  et  de  Phy- 
sique (i83o)^  et  intitulé  :  «  Mémoire  sur  la  détermination  de  l'échelle  du  ther- 
momètre de  l'Académie  del  Cimento.  » 

Les  conclusions  de  M.  R.  Caverni  sont  que  l'invention  première  du  thermo- 
mètre à  air  appartient  à  l'Italie,  aussi  bien  que  celle  du  thermomètre  à  liquide. 
L'auteur  compare  sa  patrie  à  une  mère  défiante  de  ses  forces,  qui  cède  les  droits 
sacrés  de  la  maternité  à  quelque  nourrice  accorte.  On  pourrait  en  dire  autant 
de  la  France,  dont  les  inventions  et  les  découvertes  sont  lancées  dans  le  monde 
par  d'habiles  exploiteurs,  qui  ont  tous  les  bénéfices  de  l'invention  au  détriment 
des  véritables  inventeurs. 

Boncompagni  (B.),  —  Sur  deux  Lettres  du  P.  abbé  D.  Benedetto 
Castelli,  moine  du  Mont-Cassin,  à  Monsignor  D.  Ferdinando  Ce- 
sarini.  (587-644)- 

Castelli{B.). —  Deux  Lettres  du  P.  abbé  D.  Benedetto  Castelli  à 
MonsignorD.  Ferdinando  Cesarini.  (645-65^). 

Mazzucchelli  (C^'^  Giovanni  Maria).  —  Castelu  (Benedetto). 
Article  inédit  de  l'Ouvrage  intitulé  :  Gli  Scrittori  cVItalia. 
(658-665;  i  pi.). 

Benedetto  Castelli,  moine  du  Mont-Cassin,  mathématicien  en  titre  du  pape 
Urbain  VIII,  fut  l'un  des  plus  grands  mathcniaticicnsetph^sicicnsdc  l'Italie.  Né  à 
Brescia  le  2^  juin  1677,  il  mourut  à  Rome,  au  monastère  de  Saint-Calixte,  en  i64^, 
et  non  en  avril  i6'}3,  comme  le  dit  le  comte  Mazzuchclli.  Élève  et  ami  de  Gali- 
lée, il  ne  cessa  jamais  de  prendre  la  défense  de  son  maître  et  de  propager  ses 
doctrines.  Il  fut  le  maître  et  le  bienfaiteur  de  Torricelli  et  compta  parmi  ses 
élèves  les  princes  Ferdinand  et  Léopold  de  Médicis,  Taddeo  Barberini,  Alfonso 
Borelli,  Bonaventura  Cavalieri,  etc.  Le  prince  Balthasar  Boncompagni  a  mis 
en   relief  cette  grande   figure  dans  une  Notice  intéressante:  il  a  publié   deux 
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Lettres  de  Castelli  écrites  à  Mgr  />.  Ferdinando  Cesarini,  l'une  ^  la  date  du 
ao  septembre  i638,  l'autre  à  la  date  du  la  août  1639.  La  première  de  ces  Lettres 
établit  que  le  thermomètre  ou  mieux  le  thermoscope  fut  inventé  par  Galilée 
avant  i6o3;  elle  n'avait  été  publiée  qu'en  partie  par  J.-B.  Clément  de  Nelli;  le 
prince  Boncompagni  l'a  donnée  tout  entière,  telle  qu'elle  existe  à  Florence,  où 
elle  est  conservée  précieusement,  bien  que  ce  ne  soit  qu'une  copie,  mais  une  co- 
pie faite  de  la  main  du  célèbre  mathématicien  Viviani.  La  seconde  de  ces  Lettres 
traite  de  la  mesure  «  délie  Fontane  ». 

Un  exemplaire  manuscrit  autographe  de  cette  Lettre,  datée  du  13  août  i63g, 
se  trouve  dans  un  Volume  petit  in-4*'  de  la  Bibliothèque  royale  de  Parme,  inti- 
tulé :  Castelli  :  1  Acque  correnti  \  Lettere  j  Mss.  |  191. 

En  1664  parut  à  Castres  une  traduction  en  français  de  cet  Ouvrage  de  Castelli, 
sous  le  titre  :  Traicté  \  de  \  la  Mesure  des  \  Eaux  courantes  de  |  Benoist  Cas- 
telli, Reli  I  gieux  du  Montcassin  et  |  Mathématicien  du  pape  Urbain  VIII  | 
traduit  d'italien  en  françois  |  avec  un  discours  de  la  ionction  des  Mers,  adressé 
à  Mes  I  seigneurs  les  Commissaires  députez  par  Sa  Majesté.  |  Ensemble  un  Traité 
du  mouvement  des  eaux  d'Evangcliste  Torriceili  j  mathématicien  du  Grand  Duc 
de  Toscane  |  Traduit  de  latin  en  françois.  |  A  Castres,  |  Par  Bernard  Barcouda, 
imprimeur  du  Roy,  de  la  |  Chambre  de  l'Edict,  de  la  dite  Ville  et  Diocèse. 

I  1664.  I 

L'article  du  prince  Boncompagni  sur  le  P.  abbé  Benedetto  Castelli  se  ter- 
mine par  un  extrait  inédit  de  l'Ouvrage  du  comte  Giovanni  Maria  Mazzuchelli, 
intitulé  :  Gli  Scrittori  d'Italia^  coté  sous  le  n**  9266  des  manuscrits  du  Vatican. 

Favaro  {A ni.)    —  Étude  sur  la  vie  et  les  écrits  physico-mathéma- 
tiques de  Hermann  Grassmadt.  (699-736). 

Hermann  Grassman  ne  fut  pas  apprécié  à  sa  juste  valeur  par  ses  contempo- 
rains; il  n'est  pas  encore  suffisamment  connu,  malgré  les  écrits  de  ses  compa- 
triotes :  DclbrQck,  Junghans,  Schlegel,  Sturm,  Schrôder  et  Sohncke.  Le  D'  Fa- 
varo  a  pensé  avec  raison  que  l'étude  des  œuvres  d'un  savant  est  le  monument 
le  plus  durable  que  la  postérité  puisse  élever  à  sa  mémoire,  et  il  s'est  appliqué  à 
faire  revivre  cette  singulière  physionomie  d'un  homme  d'une  activité  infatigable, 
qui  fut  tout  à  la  fois  philosophe,  théologien,  mathématicien,  physicien,  philo- 
logue et  musicien.  L'esprit  créateur  de  Grassmann  ne  se  reposait  d'une  œuvre 
que  par  une  autre  de  genre  tout  différent.  Hermann-Gunther  Grassmann  na- 
quit le  i5  avril  1809  a  Stettin,  en  Poméranie,  où  son  père  était  professeur  de 
Physique  et  de  Mathématiques;  il  étudia  l'Analyse  supérieure  dans  les  œuvres  de 
Lagrange,  de  Lacroix  et  de  Laplace.  Le  plus  grand  et  le  plus  remarquable  peut- 
être  de  ses  travaux  mathématiques  est  V Ausdehnungslehre.  Hermann  Grass- 
mann mourut  le  26  septembre  1877. 

Favaro  (Ant,). —  Geschîchte  der  Astronomie  von  Rudolf  Wolf. 
Munchen,  1877.  (757-777). 

L'Académie  des  Sciences  de  Munich,  sous  les  auspices  du  roi  Maximilien  II 
de  Bavière,  a  publié  un  Recueil  de  Rapports  sur  l'Histoire  des  Sciences  en  Alle- 
magne dans  les  temps  modernes.  Parmi  ces  Rapports  figure  V Histoire  de  V As- 
tronomie par  Rodolphe  Wol/j  professeur  de  l'Université  de  Zurich.  L'auteur  ne 
s'est  pas  borné  à  faire  l'Iiistoire  Je  l'Astronomie  en  Allemagne  dans  les  temps  mo- 
dernes: il  a  considérablementélargi  son  cadre  dans  le  temps  et  dans  l'espace;  il  s'est 
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occupé  de  l'Astronomie  chez  les  Égyptiens,  les  Chinois,  les  Babyloniens^  les  Grecs, 
dans  les  écoles  d'Alexandrie,  de  Bagdad,  du  Caire,  de  Samarcande  et  de  Cordone. 
L*école  chrétienne  de  Tolède,  Alphonse  de  Castille  et  les  Tables  alpbonsincs  oal 
trouvé  place  dans  ce  vaste  tableau  d'ensemble. 

«  11  n'y  a  pas  d'histoire  possible  »,  dit  Wolf,  «sans  les  calculs  de  temps,  eiiln'y 
a  pas  de  calcul  de  temps  sans  Astronomie.  »  L'Histoire  de  rAstronomie  de  Wolf 
est,  certes,  un  bel  Ouvrage;  mais  nous  adresserons  à  l'auteur,  d'accord  avec  le  sa- 
vant professeur  Favaro,  de  Padoue,  certains  reproches  qui  nous  paraisseal  iaé- 
vîtes.  Wolf  a  dit  quelques  mots  seulement  de  l'Astronomie  des  Hindovs;  il  a 
commis  dans  l'histoire  des  travaux  de  Copernic  et  de  Galilée  qvelqses  omissionâ 
bibliographiques  qui  ont  été  signalées  par  le  prince  Balthazar  Boacompagni  :  de 
lluygens  il  parle  peu;  de  M.  Chasles,  le  vénéré  doyen  de  nos  géomètres  fraa- 
çais,  il  parle  avec  une  passion  injuste  et  jalouse.  Dans  rUistoirederAstroMMÛe 
il  a  passé  sous  silence  des  hommes  tels  que  Striborio,  Ramas,  BiascaBo.  11  a 
omis  de  citer  la  Biblioteca  matemaiica  itaiiana,  œuvre  d'importance  capitale: 
il  a  omis  de  mentionner  la  Société  degli  Spetinucopisii  si  coaaae  ca  lulîe  d 
si  utile  à  la  Science  astronomique.  Enfin,  quand  Wolf  parle  de  la  dîlitsâoa  des 
Observatoires  dans  le  monde  entier,  il  ne  trouve  pas  un  seul  itaUea  à  sàgaakr, 
et  pourtant  il  a*avait  que  l'embarras  du  choix  ! 

Fax^aro  {AniX  —  Grundlînien  der  maihematischcn  Géographie 
und  elenientaren  Astronomie  zum  Gebraoche  in  hôl^rra  Mittd- 
schulUassen  und  bet  akademischen  Vorbrigen,Ton  D^Sie&htsd 
Genrasm.  (778-78*). 

Ce  titr^  de  i36  pages  in^  est  destiné  à  Teaseigaeneat  riassâf«e.  B  frit  aae 
large  part  à  l'Histoire  scientifique,  et  ce  trait  caractênstiqae  o»^MBa»Ae  FaBka- 
titui  di!^  lectears  du  BHiietiÙHK  C'est  voe  iaaovatioa  à  laqaelle  affâaaAt  Ir  I^ 
F^varcK  ei  toas  les  amis  des  scieaces  partageât  soa  avis  à  œt  êç»nâ.  Crt  e&cd- 
kat  petit  livre  est  divisé  ea  doaie  Chapitres;  d*aa  boat  à  Taatie.  û.  ci^nDr  tva- 
tinaellea>eat  TîntèrH  de  IVIève  et  doaae  satisCactioa  aax  savaats  d  aiax  «aàt» 
par  sa  5Cieace  et  sa  haute  èmdîùoa. 

LtiCtis  I  £\/.^,  —  Sur  la  série  rêcurrenle  de  FemaL.  •  -N>--v>>  - 


\l.  K<iKMiarvl  Lttca<a  prc^hiit  de  reaMir\|a^bkr>  travaux  5«r  ^Jaa.^^«e  ii.S!^inm 
ft  sur  U  thoiMTte  iler<  av^aibrtfT>:  îl>  5«>«t  biea  cx>aaa<-  >!<:«  Icctearç  éz  B^Jàism- 
^aî  a\>«t  p«a5  oaMié  sams  «kmte  5«<  R>tckierxrhfs  sssr  p^xsànsrr  lunmr-xzrf»  éiU^ 

Niées»  vtaa^  le*  cahiers  de  awirs.  avril  et  aftat  «ie  faxAre  :"*" — .  Les-  ji»iinir-«  à?  ^ 
f.^rvttxT  *'  rr  1  vsal  <'\<Tv>f.  Jep«i>  Fcrawî.  b»^ai  a.'ct^cr  i^-fîîocrî*  in»«ni;!iwcti«ï'  ^ 
la  |Nia>  kkaaîe  f^Mrt<ee.  et  je  cv^ascaîe  a^ec  f  ta.-iu-  c^  û.î  ^pt:  ra:3o«;îïe  ^  Ijime^ 
L»c*>v  a  sivvKr  qae  >i  V.  Lcf  La^sear.  ,!«'  Va«:i^  a  trs'a.v-  hr-rDf^nîîtc  '*s*** 
t*v«v'«r<  lie  r*  —  i.  e>>t  au  UK^yiira  d'mjitc-  a^^c^xf-f  aai^i^LQ*  iter  ar.**#aij0Mitfwa  à^- 
jLraaJb  »v^>aafr€e>^  s2ae  a  AurirV^^IIf^  af-a  vva^iaîctjiiî  a  nEi&!>ci:au.i/a  3ar>ft  *'' 

aMt»{ae<>  aa  Lvv^ee  «le  Ts^ak^a::^. 


f*ttv-%ti^k  y^Ami^  ,  —  LTù>l%>ir^  de<  MalJbêflaat]îifiB<<:s  i  ÎT  3r*<rî«ttî  a? 
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Dans  cette  Lettre  pleine  de  sens,  le  savant  professeur  sommet  aa  prince  Bon- 
compagni,  comme  à  son  maître  dans  l'Histoire  des  Sciences,  ses  vues,  ses  idées, 
sa  méthode  et  son  programme  du  premier  Cours  d'Histoire  des  Sciences  qu'il  a 
ouvert  à  l'Université  de  Padoue. 

En  France,  l'enseignement  de  l'Histoire  des  Sciences  n'existe  nulle  part,  c'est 
en  vain  qu*on  le  chercherait  dans  les  grandes  écoles  nationales  scientifiques, 
voire  même  au  Collège  de  France. 

Garbieri(G.),  — Elemente  der  Théorie  der  Determinanten  mît 
vielen  Uebungsaufgaben ,  von  D"^  P.  Mansion,  Professor  der 
Universîtat  zu  Gent.  (8o2-8o3). 

Le  D'  Giovanni  Garbieri  a  rendu  compte  de  ce  savant  travail  non  sur  l'édi- 
tion originale  française,  mais  sur  la  traduction  faite  du  français  en  allemand 
par  le  D'  Horn,  parce  que  dans  l'édition  allemande  quelques  points  sont  mieux 
et  plus  amplement  développés,  et  que  les  exercices  y  sont  plus  nombreux  et  plus 
variés  que  dans  l'édition  française. 

AififoifCEs  de  publications  récentes.  —  (i  12-1547  2i8-256,  335- 
382,  488-530,  666-698,  8o4-854).  Ab.  Marrb. 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l*  Académie  des  Sciences  (  '  ]. 

Tome  XCII;  1881,  i*"  semestre. 

N<»  14^  4  airil. 

Puiseux  (F.).  —  Sur  les  mesures micrométrîques  effectuées  pen- 
dant le  passage  de  Vénus  du  8  décembre  1874*  (808). 

Alouchez.  —  Note  sur  les  mesures  micrométriques  du  passage  de 
Vénus  sur  le  Soleil.  (8i3). 

Villarceau  (K).  —  Note  sur  les  méthodes  de  Wronskî.  (81 5). 

^anssen.  —  Sur  la  photométrie  photographique  et  son  application 
à  Tétude  des  pouvoirs  rayonnants  comparés  du  Soleil  et  des 
étoiles.  (821). 

^Jalphen.  —  Sur  des  fonctions  qui  proviennent  de  Féquation  de 
Gauss.  (856). 
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Soient  trois  Bombres  entiers  positifs  m,  tL,  p,  posant 

II         I a 

m       n       p~         jJL 

M.  Schwarz  a  montré  comment,  lorsque  ji  est  négatif,  Téquation  hypergéomé- 
trique,  où  Ton  suppose 

I  /         I         I         i\       _       I  /         I         I         i\  I 

a=-(i h  -  1»      3=-(i )t      7  =  1——, 

2\        m       n       pj       ^       i\        m       n       p)  m 

s'intégre  algébriquement  ;  M.  Halphen  montre  comment  tous  les  cas  où  celte 
hypothèse  est  réalisée  peuvent  être  réunis  en  un  seul  ;  il  examine  ensuite  le  cas 
où  {1  est  positif;  faisant,  pour  abréger, 

il  pose 

[p,  n,  m,  -  j 

« 

Aux  développements  doivent  être  substituées  les  intégrales,  qui  subsistent  tou- 
jours. 

a:  est  une  fonction  uniforme  de  t,  ;  il  en  résulte  que  le  point  r^  reste  nécessai- 
rement dans  une  région  limitée  du  plan,  à  savoir  un  cercle  ayant  l'origine  pour 
centre  et  dont  M.  Halphen  calcule  le  rayon.  Dans  ce  cercle,  les  fonctions 


1 
X(T.)=  (-!)"•     (^/?,/i,m,  M 

^'^'■'>=('-î)"('''"'"''î) 


m 


n 

1 


^<^''=(     'xY  {'''"•"'' ij 


\  B  » 


sont  dévcloppablcs  en  séries  procédant  suivant  les  puissances  entières  et  posi- 
tives de  T,. 

Poincaré  (II,).  —  Sur  une  nouvelle  application  et  quelques  pro- 
priétés des  fonctions  fuchsiennes.  (859). 

Sur  certains  types  d'équations  différentielles  linéaires  qui  s'intégrent  par  les 
fonctions  fuchsiennes,  lorsque  celles-ci  n'existent  qu'à  l'intérieur  du  cercle  fon- 
damental. 

Wolf  (C).  —  Sur  les  relations  entre  les  taches  solaires  et  les  va- 
riations magnétiques.  (8(ji). 

Crookes  (\V,).  —  Sur  la  viscosité  des  gaz.  (862). 
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Violle  («/.)•  —  Intensités  lumineuses  des  radiations  émises  par  le 
platine  incandescent.  (866). 

Bouty  (i?.).  —  Sur  le  changement  de  volume  qui  accompagne  le 
dépôt  magnétique  d'un  métal.  (868). 

Blondlot.  —   Sur  la  conductibilité  voltaïque  des  gaz  échauffés. 

(870). 

Villa  ri.  —   Sur  les  décharges  internes  des   condensateurs  élec- 
triques. (872). 

Laurent.  —  Sur  les  miroirs  magiques.  (874)- 

NM5^  U  avril. 

Gyldén.  —  Sur  l'intégrale  eulérienne  de  seconde  espèce.  (897). 

Application  des  formules  données  par  M.  Hermite  {Journal  de  Borchardt, 
t.  90,  p.  33a)  pour  le  calcul  numérique  de  l'intégrale 


X 


dx. 


{i-hxy 


Cailletet  et  Hautefeuille.  —  Recherches  sur  la  liquéfaction  des 
mélanges  gazeux.  (901). 

Lockyer.  —  Sur  les  raies  du  fer  dans  le  Soleil.  (904). 

Poincaré  {JI')»  —  Sur  l'intégration  des  équations  linéaires  par  le 
moyen  des  fonctions  abéliennes.  (91 3). 

Partant  de  deux  fonctions  abéliennes  quelconques,  l'auteur  montre  qu'on  peut 
former  des  équations  différentielles  linéaires  du  troisième  ordre  dont  les  coeffi- 
cients sont  des  fonctions  algébriques  de  x  et  de  un  ou  trois  paramètres  arbi- 
traires^ et  qui  s'intégrent  au  moyen  des  fonctions  abéliennes  proposées;  il  s'occupe 
ensuite  de  former  les  groupes  des  équations  à  coefficients  rationnels  qui  peuvent 
s'intégrer  par  ce  procédé,  c'est-à-dire  le  groupe  des  substitutions  linéaires  que 
subissent  les  intégrales  quand  x  décrit  un  contour  quelconque. 

Du  Bois-Reymond  (P.).  —  Sur  les  formules  de  représentation 
des  fonctions,  (pio). 

L'auteur  traite  des  intégrales  représentantes    j      *P{^j  h)d(x  qui,  comme 
'      dXf  ont  pour  h  croissant  à  l'infini  une  valeur  limite  indépendante 

a 
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de  a;  il  en  résulte,  pour  o  <  a  <  6,, 


lim    /      4>(a,  A)rfa  =  o. 

%J  a 


f{x)  étant  une  fonction  arbitraire,  on  a  les  équations 

(A)  lim    r   /(a)4»(3t,  A)rfa=o, 

(B)  lim    r   /(«)*(a,A)rfa  =  /(o)lim  j      <i»(a,A)</a. 

La  formule  (A)  suppose  seulement  Fîntéçrabilité  de/(x). 
La  formule  (B)  a  certainement  lien  si  la  fonction  ^{x,h)  est  telle  que 

lim    /      mod^ (oLy  h)  doL 

soit  finie,  si  en  outre /(j;)  est  intégrable  et  si  /(o)  =   lim  {x)  est  détermine. 

a  -i-o 

En  dehors  de  ces  conditions  générales,  on  peut  rechercher  des  conditions  col- 
lectives pour  des  classes  d'intégrales  représentantes. 

L'égalité  (B)  subsistera  toujours  et  pour  toutes  les  fonctions  <fr(â:,  h)  remplis- 
sant la  condition  qui  a  servi  à  les  définir  si  les  différences/(x)ne  changent  pas 
de  signe  entre  x  =  o  et  x  =  €,  €  étant  aussi  petit  qu'on  le  veut  :  l'égalité  (B) 
aura  donc  lieu  si 

/(x)  =  ^ix)—^ix)y 

les  différences  de  ç(â;)  etde4'(^)  étant  constamment  non  positives  entre  x  =  o 
et  AT  =  e.  Sous  l'hypothèse  que  /(x)  a  une  dérivée  intégrable /'(j?),  cette  con- 
dition équivaut  à  celle  de  la  convergence  de  l'intégrale 


X 


mod/'(a)cfa. 
o 


L'intégration  par  parties  appliquée  à  l'intégrale    /     /(oi)4>(3,  h)da  conduit 

au  résultat  suivant  :  x*P(Xy  h)  s'annulant  avec  x  et  ne  dépassant  pas  des  limites 
finies  pendant  que  h  croît  à  l'infini,  (B)  aura  toujours  lieu  quand  l'intégrale 

est  convergente.  Cette  condition  contient  la  condition  relative  aux  différences 
àc/{x).  L'examen  de  cette  intégrale  conduit  en  outre  au  théorème  suivant  : 

En  supposant  \im  a74»(a7,  A)  =  o,    lim  x^{x,  h)  finie,  f{x)  intégrable  et 
l 'intégrale 

y'^mod[/(a)-/(o)] 
convergente,  l'égalité  (B)  sera  vraie. 


REVUE  DES  PUBLfCATlONS.  175 

Kn  faisant 

on  peut  déterminer  p(:r)  en  sorte  que  cette  fonction  devienne  infinie  pour:r  =  o 
avec  des  différences  constamment  négatives  et  que  lim  X(â;)  ne  soit  ni  l'infini 
ni  zéro. 

La  fonction  p(x)  est  ce  que  M.  P.  du  Bois-Reymond  appelle  le  degré  de  con- 
tinuité de  la  fonction  /(x)  pour  x  =  0. 

L'égalité 


y=   r*$mod[/(a)-/(o)]=   r*rf.îîî^ 


dX(a) 


montre  que,  si  l'intégrale    /      — -— r  est  finie,  il  suffit  que  X(â;)  soit  intégrable, 

et  que,  si  clic  est  finie,  X(x)  devra  osciller' de  manière  à  rendre  l'intégrale  y  con- 
vergente. 
Enfin  l'auteur  ajoute  quelques  mots  sur  ses  recherches  relatives  à  la  représen- 

cos  ^  (x) 
tation  par  les  formules  de  Fourier  des  fonctions  /(x)  de  la  forme  — 7\     » 

p{x)  étant  le  degré  de  continuité  pour:r  =oet  ^(x)  devenant  infinie  pour  j;=:  o 
[  Untersuchungen  ùber  die  Convergenz  und  Divergenz  der  Fourierschen  Dar- 
stellungaformeln  {Abhandl.  d.  Bayer.  Akad,  d.  W»,  IL  Cl.,  XII.  Bd.,  IL  Abth.)]. 


N°  16;  18  iTril. 

Gyldén,  —  Sur  l'intégrale  eulérlennede  seconde  espèce.  (94^)- 
Brioschi.  —  Sur  la  surface  de  Kummer  à  seize  points  singuliers. 

(944). 

L'auteur  expose  quelques-uns  des  résultats  contenus  dans  un  Mémoire  qu'il 
fait  imprimer,  relatifs  à  l'expression  des  coordonnées  de  la  surface  de  Kummer 
en  fonctions  de  deux  paramètres. 

Bresse.  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  S.  Périsse,  intitulé  : 
((  Des  causes  qui  tendent  à  gauchir  les  poutres  des  ponts  en  fer, 
et  des  moyens  de  calculer  ces  poutres  pour  résister  aux  efforts 
gauchissants  )>.  (g4S)- 

Poincaré.  —  Sur  les  fonctions  fuchsiennes.  (957). 

Poincaré.  —  Sur  les  fonctions  abéliennes.  (gSS). 

Généralisation  des  résultats  dus  à  M.  Picard  concernant  la  réduction  de  cer- 
taines fonctions  abéliennes  à  des  fonctions  elliptiques  et  d'autres  résultats  dus  à 
'  M.  Appcll  sur  la  décomposition  de  certaines  fonctions  abéliennes  en  éléments 
simples. 


176  SECONDE  PARTIE. 

Appell.  —  Sur  une  classe  de  fonctions  dont  les  logarithmes  sont 
des  sommes  d'intégrales  abéliennes  de  première  el  de  troisième 
espèce.  (960). 

X  et  ^  étant  deux  variables  liées  par  une  équation  algébrique  ¥{x,y)-Q 
d'ordre  m  et  de  genre/?,  l'auteur  considère  des  fonctions  du  point  analytique  {x,y) 
qui  n'ont  sur  toute  la  sphère  d'autres  pointe  singuliers  que  des  p^les  et  des  points 
critiques  algébriques,  à  savoir  les  points  critiques  de  la  fonction  y  de  jr;  de  plos 
ces  fonctions  se  reproduisent  multipliées  par  un  faisceau  constant  quand  le  point 
{x^y)  décrit  un  cycle  quelconque.  . 

M.  Appell  montre  comment  ces  fonctions  peuvent  s'exprimer  au  moyen  des 
fonctions  8  et  donne,  pour  elles,  une  formule  de  décomposition  en  éléments 
analogue  à  celle  que  M.  Hermite  a  donnée  pour  les  fonctions  doublement  pério- 
diques. 

Du  Bois-Reymond  (P-)-  —  Sur  les  formules  de  représentation  des 
fonctions.  (962). 

Draper,  —  Sur  la  Photographie  stellaire.  (964). 

N«  17-,  23  âYrii. 

Faye.  —  Sur  une  question  de  métrologie  ancienne;  origine  du 
mile  anglais.  (975). 

Léaiité.  —  Théorie  générale  des  transmissions  par  cÀbles  métal- 
liques ;  règles  pratiques. 

Appell,  —  Sur  une  classe  d'équations  différentielles  linéaires  à 
coefficients  doublement  périodiques.  (ioo5). 

Soit  une  équation  linéaire 

dont  les  coefficients/?,,. .  .,77^  sont  des  fonctions  uniformes  doublement  pério- 
diques de  X  n'ayant  d'autre  point  singulier  essentiel  que  le  point  qo  .  Supposons 
que  l'intégrale  générale  n'ait  elle-même  d'autre  point  singulier  essentiel  que  le 
point  00  ;  de  plus,  en  désignant  par  a  un  point  quelconque  où  certains  des  coef- 
ficients p  deviennent  infinis,  supposons  que  les  racines  de  l'équation  fonda- 
mentale déterminante  relative  à  ce  point  soient  des  nombres  commensurables 
ayant  des  différences  entières,  mais  que  les  éléments  d'un  système  fondamental 
ne  contiennent  pas  de  logarithmes  dans  le  voisinage  de  a:  =  a;  ces  conditions 
étant  remplies  pour  tous  les  points  singuliers,  on  peut  obtenir  l'intégrale  géné- 
rale de  l'équation. 

Par  exemple,  l'équation  de  Lamé 

-~—[n{n  +  i)k^%Ti'^x-hh]r, 
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pour 


I        .  I  -h  A  ' 


/i  =  -,     h  =  — 


2'  -        4 

a  pour  intégrales  les  fonctions  v^'cna?  •+■  dna:,  v^^'sna?  ■+■  dnx. 

Croullebois,  —  Production  normale  des  trois  systèmes  de  franges 
des  rayons  rectilignes.  (1008). 

Gaiffe,  —  Causes  perturbatrices  des  transmissions  téléphoniques. 
(1009). 

NM8;  2  Bii. 

Faye.  —  Sur  une  propriété  de  Tindicatrice  relative  à  la  courbure 
moyenne  des  surfaces  convexes.  (10 19). 

Jamin,  —  Sur  la  force  éleclromolrice  inverse  de  Tare  électrique. 

(1021). 

Grldén,  —  Sur  les  inégalités  à  longues  périodes  dans  les  mouve- 
ments des  corps  célestes.  (io33). 

Bigourdan.  —  Observations  de  la  comète  f  1880  (Pechiile), 
faites  à  l'Observatoire  de  Paris.  (io45). 

Le  Paige  (C).    —   Sur  une  propriété  des  formes  trilinéaires. 

(1048). 

Lippmann.  —  Sur  le  principe  de  la  conservation  de  Télectricité, 
ou  second  principe  de  la  théorie  des  phénomènes  électriques. 
(io5o). 

NM9;  9  iiL 

Fave,  —  Réponse  à  quelques  critiques  relatives  à  la  Note  du 
ai  février  sur  la  parallaxe  du  Soleil.  (1072). 

Sylvester,  —  Sur  les  diviseurs  des  fonctions  des  périodes  des 
racines  primitives  de  Funité.  (1084). 

Soit /7  un  nombre  premier  égal  à  ef-\-i\  la  fonction  du  e'**^  degré  dans  les 
racines  sont  les  e  périodes  entre  lesquelles  on  peut  distribuer  les  e//?'*"**  racines 
primitives  de  l'unité  en  ce  que  Fauteur  désigne  comme  la  fonction  à  e  périodes 
par  rapport  à  p. 

On  sait  ( Bachmann,  Kreistheilungj  etc.)  que/?  et  une'*"*  résidu  quelconque  par 
rapport  à  p  sont  toujours  diviseurs  de  cette  fonction.  Tout  autre  diviseur  est 
dit  exceptionnel;  M.  Sylvester  énonce  la  proposition  suivante  : 

Uull.  des  Sciences  math.  2«  Série,  t.  V.  (Octobre  t88l.)  R  .  l3 
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!•  Si  le  nombre  des  périodes  e  est  un  nombre  premier  de  la  forme  2**-+- 1,  /^ 
nombre  3  ne  peut  pas  être  un  diviseur  exceptionnel, 

2*  Si  e  est  un  nombre  premier,  un  faisceau  exceptionnel  K  {s'il  en  existe) 
doit  entrer  à  la  seconde  puissance  au  moins  comme  facteur  dans  e  —  1. 

Desvulf,  —  Du  déplacement  d^une  figure  de  forme  invariable  dans 
son  plan.  (1091). 

Baillaud  {B.),  —  Observations  des  satellites  de  Saturne,  faites  à 
Toulouse  en  18^9  et  1880. 

Bigourdan.    —    Observations,   éléments   et  éphémérides  de  la 
comète  a.  (1881). 

Halphen.  —  Sur  un  système  d'équations  différentielles,  (iioi). 
Il  s'agit  du  système 

En  posant 

^"  a'n-hb'' 
où  a^  b,  a' y  b'  sont  des  constantes,  puis 

2a'  ab'—ba' 


le  système  transformé  se  déduit  du  proposé  en  remplaçant  les  u  par  les  v. 

Une  intégrale  particulière  conduit  donc  à  l'intégrale  complète.  Or,  en  prenani 
a  =  log  q,  on  a  une  solution  en  choisissant,  pour  z/,,  u,,  k^,  les  dérivées  logarith- 
miques par  rapport  à  a  des  trois  fonctions  0*(K),  B*{o),  H*(K). 

Le  Paige  (C).  —  Sur  les  formes  trîlinéaires.  (1  io3). 

Puiseux  (P-)'  —  Sur  quelques  mesures   actinométriques  faites 
dans  les  Alpes  en  1880.  (iio5). 


N<^  20^  16  Bii. 

Mouchez.  —  Observations  méridiennes  des  petites  planètes,  faites 
à  rObservaloire  de  Greenwich  (transmises  par  TAstronome 
Royal  M.  G.-B,  Airy)  et  à  TObservatoire  de  Paris  pendant  le 
premier  trimestre  de  Tannée  1881.  (11 25). 

Stephan,  —  Nébuleuses  découvertes  et  observées  à  rObservatoire 
de  Marseille,  (i  126). 
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Tresca.  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Graeff,  relatif  à  une 
série  d'expériences  faites  au  réservoir  du  Furens  sur  Técoulement 
des  eaux,  (1 135). 

Borrelly,  —  Comète  découverte  par  M.  Swift  le  3o  avril  1881. 
Observations  faites  à  l'Observatoire  de  Marseille.  (11 46). 

Laguerre,  —  Sur  la  séparation  des  racines  des  équations  numé- 
riques. (1146)- 

Soit,  en  désignant  par  co  une  quantité  positive  quelconque  et  par  a,,  s,,  a,, . . ., 
>ji.a)  >ii-i  des  quantités  réelles  quelconques  rangées  par  ordre  croissant  ou  dé- 
croissant de  grandeur, 


Cela  posé,  \  désignant  une  quantité  quelconque  comprise  entre  a^  et  a^^,,  le 
nombre  des  racines  de  l'équation  F(a?)  =  o,  qui  sont  comprises  entre  \  et  s,^,, 
est  au  plus  égal  au  nombre  des  alternances  de  la  suite 


( L'auteur  entend  par  nombre  des  alternances  d'une  suite  A  +  B  +  C  +  D+... 
le  nombre  des  variations  des  termes  A,  A  +  B,  A  +  B  +  C,  . . .,  nombre  qui  ne 
peut  surpasser  le  nombre  des  variations  des  termes  A,  B,  C,  D, . .  .)• 

Si  (0  est  une  quantité  positive  quelconque,  l'équation 

a  -h  bx-i-cx^X  --  w)  -t-  dx(x  —  ta)  {x  —  2ia)  -h  . , ,  =  o 
a  au  moins  autant  de  racines  positives  que  l'équation 

a~{-bx  -\'  cx^-h  dx*-{-  ...  =0. 
a  désignant  une  quantité  arbitraire,  considérons  la  suite 

Ax)-h/'{x)ia-x)-hr{x)  i^-I-^IV.... 

Soient  V^,  Vp  le  nombre  d'alternances  que  présente  cette  suite  quand  on  y  rem- 
place successivement  x  par  a  et  par  p;  le  nombre  des  racines  de  l'équation 
f(x)  =  o  qui  sont  comprises  entre  a  et  p  est  au  plus  égal  à  la  somme  des  nom- 
bres V.  et  V^  si  a  est  compris  entre  a  et  p,  et  au  plus  égal  à  leur  différence  dans 
le  cas  contraire. 

Le  cas  particulier  de  :r  =  a  conduit  à  un  énoncé  remarquablement  simple. 

N«  21  ;  25  Bai. 

Lesseps  {de).  —  Sur  l'ancien  Observatoire  du  Caire,  (i  181). 

Stéphan.  —  Nébuleuses  découvertes  et  observées  à  l'Observatoire 
de  Marseille,  (i  i83). 
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Sléphanos,  —  Sur  la  géométrie  des  sphères.  Rapprochcmenl 
entre  les  «  semî-plans  »  et  «  semi-sphères  »  de  M.  Laguerre  et 
les  recherches  de  M.  Lie  \^Ueber  complexe,  insbesondere 
Linien-  und  Kii gel-Complexe  {Math,  Ànn.,  t.  V^;  p.  164-188; 

.87a)]. 

Poincaré  (H.).  —  Sur  les  fonctions  fuchsiennes  (i  198). 

Posant 

-1  —  *i    ^Tl     •"         ^1 

-'I         Pi  "         ?i 


'w-t-i  *»»-+-|   ^_      .     "  ""w-H 


OÙ  l'on  suppose  que  chacun  des  angles  X,, . .  .y\^i  est  une  partie  aliquote  de  ar, 
satisfaisant  à  l'inégalité 

X, -f-  qXj4-  2X,H-...-h2X,-hX,^, <  21:  (/i  —  i), 

il  existe  une  infinité  de  fonctions  F  {z)  uniformes  en  z^  n'existant  qu'à  l'intérieur 
du  cercle  fondamental,  méromorphes  à  l'intérieur  de  ce  cercle  et  telles  que  l'on 
ait 

¥(z)  =  F(z,)  =  ¥{z,)  =:...=  F(«J  =  F(z,^,). 

Toutes  ces  fonctions,  dites  fuchsiennes,  peuvent  s'exprimer  rationnellement  au 
moyen  de  l'une  d'entre  elles;  si,  de  plus,  on  pose 


on  aura 

ç  (a? )^  étant  une  fonction  algébrique  de  x. 
Si,  en  outre,  on  impose  à  la  fonction  V{z)  les  conditions  suivantes  : 
!•  Elle  est  une  des  fonctions  fuchsiennes  à  l'aide  desquelles  toutes  les  autres 

s'expriment  rationnellement; 
a*  On  a 

F(a,)=o,     F(a,)  =  i,    V{ii,)=cc; 

il  en  résultera  que  9  est  rationnel  en  x  et  que  les  points  singuliers  de  l'équation 

seront 

F  (a.),     F(at,),     .-m     F(a„),     F(«n^.). 

Tous  ces  points  singuliers  sont  réels.  Pour  n  =  2  cette  équation  se  réduit  à 
l'équation  hypergéométrique  et  F(-3)  se  réduit  à  une  fonction  particulière,  sur 
laquelle  M.  Poincaré  a  déjà  appelé  l'attention  (  i4  février  1881  ),  et  que  M.  Halphen 
a  étudiée  (4  avril). 

Dans  le  ras  où  n  est  quelconque,  on  parvient,  par  celte  méthode,  à  l'intégration 
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de  toulcs  les  équations  différentielles  linéaires,  à  coefficients  rationnels,  et  dont 
tous  les  points  singuliers  sont  réels. 

Turquan,  —  Sur  rinlégration  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 
du  second  ordre  (1200). 

[/auteur  indique  une  méthode  qui  ramène  la  recherche  de  Tintégrale  complèlc 
de  l'équation 

à  Tintégration  d'un  système  d'équations  simultanées  aux  différentielles  ordinaires 
entre  les  huit  variables  x,  y%  5,  /?,  q,  r,  s,  t, 

TVolf  (C  ).  —  Les  étalons  de  poids  et  mesures  de  l'Observatoire 
de  Paris  et  les  appareils  qui  ont  servi  à  les  construire;  leur  ori- 
gine, leur  histoire  et  leur  état  actuel.  (1202). 

]\°  22-,  30  nai. 

Stéphan.  —  Nébuleuses  découvertes  et  observées  à  l'Observatoire 
de  Marseille.  (  1 260). 

Gyldén.  —  Sur  la  théorie  du  mouvement  des  corps  célestes. 
(1262.) 

Système  de  formules  pour  calculer  la  position  d*un  corps  céleste  dans  le  plan 
de  son  orbite. 

Bigourdan.  —  Observations  et  élérnents  de  la  comète  a  1881 
(Swift).  (1272). 

Poincaré  (H.).  —  Sur  les  fonctions  fuchsiennes.  (i274)« 

Généralisant  la  méthode  exposée  par  lui  dans  une  précédente  Communication, 
l'auteur  énonce,  sous  forme  dubitative,  cette  proposition  :  Toutes  ces  équations 
linéaires  à  coefficients  algébriques  s'intégrent  par  les  transcendantes  fuch- 
siennes et  zétafuchsiennes,  La  démonstration  de  cette  proposition,  d'une  si  haute 
généralité,  est  ramenée  par  lui  à  la  démonstration  de  l'existence  d'une  solution 
réelle  pour  un  système  de  2/1  —  4  équations. 

Rouyaujr.  —  Relations  algébriques  entre  les  sinus  supérieurs 
d'un  même  ordre.  (1277). 

West,  —  Sur  les  sinus  d'ordre  supérieur.  (1279). 

i\"  23;   6  JBJn. 

Faye,  —  Sur  les  ascensions  droites  de  la  Lune,  observées  à  Alger. 
(i3o6). 
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Todd.   —  La  parallaxe  solaire  déduite  des  photographies  améri- 
caines du  passage  de  Vénus  de  1874*  (i328). 

Fuchs,  —  Sur   les  fonctions  de  deux  variables  qui  naissent  de 
rinversion  des  intégrales  de  deux  fonctions  données.  (  i33o). 

Conclusion  du  Mémoire  présenté  à  la  Société  Royale  de  Gôttingve  (t.  XXVll), 
dont  la  traduction  a  paru  dans  le  Bulletin  (3*  série,  t.  V;  1**  Partie,  p.  5a). 

Picard  (E.).    —  Sur  les    expressions   des    coordonnées  d^uue 
courbe  algébrique  par  des  fonctions  fuchsiennes  d^un  paramètre. 

(i332). 

M.  Poincaré  a  montré  dans  diverses  Communications  que,  pour  une  infinité  de 
courbes  algébriques,  les  coordonnées  d'un  point  pouvaient  être  exprimées  soos 
formes  de  fonctions  fuchsiennes  d'un  paramètre,  laissant  d'ailleurs  dans  le 
doute  la  réponse  à  cette  question  :  un  tel  mode  d'expression  est-il  possible  pour 
toutes  les  courbes  algébriques? 

Dans  la  présente  Communication,  M.  Picard  indique  une  marche  à  suivre  pour 
répondre  à  la  question  suivante  : 

Étant  donnée  IVqualion 

F(m,  i^)  =  0 

d'une  courbe  algébrique,  reconnaître  si  l'on  peut  exprimer  les  coordonnées  u,  v 
d'un  quelconque  de  ses  points  par  des  fonctions  fuchsiennes  d'un  paramètre 
correspondant  à  un  groupe  fnchsien  donné. 

Poincaré  {H.).  —  Sur  une.propriété  des  fonctions  uniformes. 

Un  groupe  d'une  infînité  de  fonctions 

/,(-),    /»(-)»     •••,     /i(5),     ... 

est  discontinu  si  Ton  peut  diviser  le  plan  ou  une  partie  du  plan  en  régions 
H,,  R,,  ...,  Rj,  ...,  telles  que  fi{z)  parcoure  R^,  quand  z  parcourt  R„  et  la 
fonction  uniforme  K(2)  admettra  ce  groupe,  si  Ton  a  identiquement 

^•[/(=)]  =  F(-)• 

Cela  posé,  soit  un  groupe  discontinu  quelconque;  envisageons  les  deux  séries 


1   =   00 


«//(s)!" 


e(.)=2"f/.(^>][^] 


I  =  o 
i  =  « 


«.(^;=2h.[/(-)][^]"; 


1  =  0 


dans  CCS  deux  séries  m  est  un  entier  plus  grand  que  1;  H  et  \\^  sont  les  algo- 
rithmes de  deux  fonctions  rationnelles  quelconques. 
Ces  séries,  «lui  convergent  indépendamment  de  l'ordre  de  leurs  termes,  déûnis- 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  i83 

scDt  deux  fonctions  uniformes  de  a,  jouissant  de  la  propriété  suivante  : 


IN 


e.[/,(.)]  =  e.(.)[^]- 


La  fonction  x-V-v-  =  f  (-*)  sera  uniforme  et  jouira  de  la  propriété 

F[/i(')]  =  K(«); 

elle  admettra  donc  le  groupe  proposé. 

«  Il  existe  donc  une  infinité  de  fonctions  uniformes  admettant  un  groupe 
discontinu  donné.  » 

N«  24-,  13  JBio. 

Brioschi.  —  Sur  un  système  (Inéquations  différentielles.  (iSSg). 
Halphen,  —  Sur  certains  systèmes  d'équations    différentielles. 

(i4o4). 

Les  Communications  des  deux  géomètres  concernent  le  système 

analogue  au  système  étudié  par  M.  Halphen  (g  mai)  et  déjà  rencontré  par 
M.  Darboux  {Annales  de  l'École  Normale,  2*  série,  t.  VII,  p.  149). 

M.  Brioschi  traite  directement  les  équations  et  montre  leur  liaison  avec 
l'équation  hypergéométrique.  M.  Halphen  montre  qu'elles  peuvent  être  ramenées, 
par  un  changement  de  variables,  à  celles  qu'il  avait  déjà  étudiées,  et  que  la 
même  propriété  (comme  aussi  celle  de  l'invariance)  subsiste  pour  le  système 
plus  général 

du, 

-^=^r(M|,"i,  •.•»"«)-+-?(»)      (r=I,2,  ...,/l), 

OÙ  les  symboles  ^r,,  ^„  U^,  désignent  des  formes  quadratiques  à  n  variables 
ii,,i/„  . ..,  u,,  dont  les  coefficients  sont  tels  que,  si  Ton  y  fait 


a,  =  M,  =  ...  =  a,  =  U, 
00  ait 

AW  AW  AMf 

=  2XU, 


d^\  _  ô^\  _       _  d>V^ 


ôu^        âu^  dun 

et  que,  en   même  temps,  les  autres  dérivées  du  premier  ordre  soient   toutes 
nulles. 
Alors,  en  déterminant /(a)  par  l'équation 

/'(a)  =  X/^a)-h?(a), 
en  posant 

%4 
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puis  effecluant  lé  wifigement  de  variables 


fj=  rF(a)aa,     #/,  =  /(») -h  i;,F( a), 


on  retombe  sur  des  équations  analogues  aux  proposées,  où  le  v  remplace  les  u 
et  où  le  terme  9  (a)  manque. 

Examinant  plus  particulièrement  le  cas  où  /i  =  3,  M.  Halphen  montre  que  les 
équations  différentielles  s'intégrent  alors  par  les  fonctions  hypergéométriques 
\y  \\  Z  définies  dans  sa  Communication  du  4  avril. 

Fuchs,  —  Sur  les  fonctions  des  deux  variables  qui  naissent  de 
rinversion  de  deux  fonctions  données.  (  i4oi  ). 

N°  25;  20  joJD. 

Jordan  (C).  —  Observations  sur  la  réduction  simultanée  de  deux 
formes  bilinéaires.  (i438). 

Réponse  à  une  critique  formulée  par  M.  Kronecker. 

NO  26;  27  jiiii. 

Mouchez,  —  Observation  de  la  comète  &  1881  (comète  de  1807) 
à  l'Observatoire  de  Paris,  par  MM.  Bigourdan,  Wolf  et 
Thollon. 

Poincaré  (//.).  —  Sur  les  fonctions  fuchsiennes.  (  i484)- 

L'auteur  donne  l'analyse  d'un  nouveau  Mémoire  qu'il  a  présenté  à  rAcadémic 
sur  rc  sujet;  nous  en  détachons  le  passage  suivant  : 

«  Soient  2w  cercles  C,,  C»,  ...,  C^;  C',,  C, ,  C^,  qui  sont  extérieurs  l'un 

à  l'autre  ou  se  touchent  extérieurement;  tout  groupe  dérivé  de  n  substitutions 
linéaires  dont  la  i'*"**  change  la  partie  du  plan  extérieure  à  Q  en  la  partie 
intérieure  à  CJ-  sera  discontinu.  Cela  arrivera  en  particulier  si  Icsa/i  cercles  se 
louchent  deux  à  deux  de  manière  à  circonscrire  un  polygone  curviligne  limité 
par  des  arcs  de  cercles  a,,  a,,  . . .,  a^;  a',  a',,  . . .,  a^,,  appartenant  respectivement 
aux  cercles  C,,  Cj,  ...,  C„;  C',,  C',,  ...,  C^,  et  si  la  «'*■"•  substitution  change  a, 


en  a^. 


»  Il  existe  des  fonctions  qui  ne  sont  pas  altérées  par  les  substitutions  de  ce 
groupe  et  que  je  propose  d'appeler  fonctions  kleineennes,  puisque  c'est  à 
M.  Klein  qu'on  en  doit  la  découverte.  Il  y  aura  aussi  des  fonctions  thétaklei- 
nécnnes  et  zétakleinéennes,  analogues  aux  fonctions  thétafuchsiennes  et  zéta- 
fuchsienncs. 

»  ...  Les  fonctions  kleinéenncs  intégrent  un  grand  nombre  d'équations 
linéaires  à  coefficients  algébriques,  et  entre  autres  des  équations  à  intégrales 
irrégulières.  » 
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Saint-Loup.  —  Influence  des  variations  de  la  prirfplibn  atmosphé- 
rique sur  la  durée  des  oscillations  d'un  pendule.  (1490). 

Tresca.  —  Observations  relatives  à  la  Communication  précédente. 
(1490). 

Flammarion  (  C).  —  Observations  sur  la  comète,  et  principa- 
lement sur  l'aspect  physique  du  noyau  et  de  la  queue.  (  1491  )• 

Darboux  (G.).  —  Sur  la  surface  à  seize  points  singuliers. 

L'auteur 'commence  par  reconnailre  les  droits  de  priorité  de  M.  Roho  sur  une 
partie  des  propositions  relatives  à  la  surface  de  Kummer  qu'il  a  signalées  dans 
une  Communication  précédente.  [  Voir  le  Mémoire  de  M.  Rohn,  Transforma- 
tion der  kyperelliptischen  Funciionen  />  =  2  und  ihre  Bedeutung  fur  die 
Kummer'sche  Flàche  {Afathematische  Annalen,  t.  XV,  p.  3i5)].  11  indique  en- 
suite une  méthode  pour  développer  les  relations  entre  la  surface  de  Kummer 
et  les  fonctions  6,  méthode  applicable  à  d'autres  surfaces  du  quatrième  ordre  à 
points  singuliers. 

Considérons  une  surface  du  quatrième  ordre  admettant  un  point  singulier; 
une  droite  mobile  passant  par  ce  point  rencontre  la  surface  en  deux  points;  si 
Ton  détermine  cette  droite  par  le  point  où  elle  rencontre  un  plan  fixe,  on  aura 
représenté  la  sur/ace  sur  un  plan  double.  La  courbe  de  passage  sera  en  général 
une  courbe  du  sixième  ordre,  aura  des  points  multiples  ou  se  décomposera  dans 
certains  cas  spéciaux  :  dans  le  cas  de  la  surface  de  Kummer,  elle  se  réduira  à 
six  droites  tangentes  à  une  même  conique  (K).  Mettons  l'équation  de  cette 
conique  sous  la  forme 

y*  —  xz  =  o; 

une  tangente  aura  une  équation  de  la  forme 

xm'  -+-  2ym  -i-  z   -  o, 

et  un  point  quelconque  du  plan  poura  être  déterminé  par  les  valeurs  p,  p,  du 
paramètre  m  relatives  aux  deux  tangentes  issues  de  ce  point;  alors  le  point 
de  la  surface  de  Kummer  correspondant  au  point  p,  p,  du  plan  de  représentation 
sera  défini  par  les  formules 

'kx=  («  _  p)(a  —  p,), 

\yr-.(b-p)ib    -p,), 

"k  Z-  (C  -  p)(c  —  p,), 


*A^(p-  p,)  -  y/(a  — p)(6-p)(c-p)(c/— p,Hc-p,)(/-p,) 

-v'(«--p.)(^-P,)(c-p,)(rf-p)(e-pH/-p), 

Xj  Xf  Zy  t  désignant  les  coordonnées  homogènes  du  point  et  X  un   facteur  de 
proportionnalité;  a,  6,  c,  d,  e,  /  sont  les  paramètres  des  six  tangentes  à  la  co- 
nique qui,  prises  ensemble,  constituent  la  courbe  de  passage. 
Fn  remplaçant,  pour  abréger,  «  —  p,  <?,  -  p;  6  —  p,  6  —  p,  ;   ...  par  a, a',  b,b\ 
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les  équations  de  ta  forme 


(a  —  p)  )/abc'd'e'/'z^{a  —  p,)  yja'b'cdef  _ 

P-P. 

où  a  est  un  paramétre  variable,  représentent  les  courbes  de  contact  d'un  système 
de  quadriques  et  de  la  surface.  On  obtient  ainsi  quinze  systèmes;  les  quinze  autres 
sont  représentés  par  des  équations  un  peu  plus  compliquées. 

Le  lieu  des  points  pour  lesquels  l*une  des  coordonnées  p,  p,  est  constante  est 
une  section  plane  de  la  surface,  section  passant  par  un  des  points  singuliers  et 
enveloppant  le  cône  des  tangentes  en  ce  point. 

Picard.  —  Sur  les  surfaces  pour  lesquelles  les  coordonnées  d'an 
point  quelconque  s'expriment  par  des  fonctions  abéliennes  de 
deux  paramètres. 

L'auteur  considère  des  surfaces  n'ayant  pas  d'autres  singularités  que  des  courbes 
doubles,  le  long  desquelles  les  deux  plans  tangents  à  la  surface  sont  distincts. 
Le  genre  d'une  surface  d'ordre  n  est,  d'après  Clebsch,  le  nombre  des  coeffi- 
cients restant  arbitraires  dans  une  surface  d'ordre  n  —  4  passant  par  la  courbe 
double. 

M.  Picard  montre  que,  si  une  telle  surface  jouit  de  cette  propriété,  que  les 
coordonnées  de  l'un  quelconque  de  ses  points  puissent  s'exprimer  par  des  fonc- 
tions abéliennes  de  deux  paramètres,  son  genre  est  au  plus  égal  à  l'unité;  il  étend 
par  là  aux  surfaces  une  propriété  bien  connue  des  courbes  planes,  propriété  dont 
il  donne  d'ailleurs  une  démonstration  nouvelle  extrêmement  simple. 

Dillner  (G.).  —  Sur  un  moyen  général  de  déterminer  les  relations 
entre  les  constantes  contenues  dans  une  solution  particulière,  et 
celles  que  contiennent  les  coefficients  rationnels  de  l'équation 
différentielle  correspondante.  (1498). 

Tome  XGIIl;  1881,  a*  semestre. 

]N«  1  -,  4  JDillet. 

La  séance  est  levée,  en  signe  de  deuil,  à  cause  de  la  mort  de 
M.  Henri  Sainte-Claire  Deville. 


r^^'S^   11  JHillet. 

Faye.  —  Sur  la  formation  des  queues  des  comètes.  (11). 

Villa rceaa  (  Y\),  —  Théorie  de  la  flexion  plane  des  solides,  et 
conséquences  relatives  tant  à  la  construction  des  lunettes  astro- 
nomiques   qu'à    la  réglementation    de    ces  appareils,   pour  les 
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affranchir  des    déviations   de    Taxe    optique   produites   par   la 
flexion.  (i4)* 

Janssen.  —  Note  sur  les  photographies  de  la  comète  b  1881  et 
sur  les  mesures  photométriques  prises  sur  cet  astre.  (28). 

Cruls.  —  Sur  la  comète  de  1881,  observée  à  l'Observatoire  impé- 
rial de  Rio-Janeiro.  (3^). 

Trépied  (C).  —  Observations  de  la  comète  b  1881,  faites  à  l'Ob- 
servatoire d'Alger.  (34). 

Wolf  {C»\  —  Observations  de  la  comète  b  1881.  (36). 
Thollon.  —  Observations  speclroscopiques  de  la  comète  b  1881. 

(37). 

Picart  (A.).  — Essai  d'explication  des  queues  de  comètes.  (Sg). 
Prazmoivski.  —  Sur  la  polarisation  de  la  lumière  des  comètes. 

(4i). 

Gruey.  —  Nouvelle  méthode  pour  déterminer  certaines  constantes 
du  sextant.  (40* 

Poincaré  (H,).  —  Sur  les  groupes  kleinéens.  (44)« 

L'auteur  montre  comment  ses  recherches  sur  les  groupes  fuchsiens  et  klei- 
néens se  relient  à  la  géométrie  pseudo-sphérique  de  Lobatchefsky. 

Dillner  (C).  —  Sur  un  moyen  général  de  déterminer  les  relations 
entre  les  constantes  contenues  dans  une  solution  particulière  et 
celles  que  renferment  les  coefficients  rationnels  de  l'équation 
différentielle  correspondante.  (47)- 

Brassine.  —  Sur  les  trois  axes  centrifuges.  (49)« 

N"»  3^  I8jiillet. 

Tisserand  et  Bigourdan.  —  Observations  de  la  comète  b  1881 
faites  à  l'Observatoire  de  Paris.  (106). 

Villarceau  {Y.),  —  Théorie  de  la  flexion  plane  des  solides,  et 
conséquences  relatives  tant  à  la  construction  des  lunettes  astro- 
nomiques  qu'à  la   réglementation  de    ces  appareils,    pour  les 
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affranchir   des   déviations   de   Taxe   optique   produites    par   la 
flexion.  (107). 

Jordan  (C).  —  Sur  la  réduction  des  formes  quadratiques.  (1 13). 

Dans  trois  Communica lions  successives  (18  juillet,  a5  juillet,  i*  août),  Fauteur 
traite  de  la  réduction  des  formes  quadratiques,  de  leur  équivalence,  et  de  la 
représentation  d'un  nombre  ou  d'une  forme  quadratique  par  une  autre  forme 
quadratique. 

Voici  d'abord  son  point  de  départ  : 

Une  substitution 


S^ 


de  déterminant  8  est  réduite  si  Ton  a  identiquement 
N  (a,,  x, -!-...-+- a„x„)  -f-...-i-N(«„,a7,-l-...-i-flt«,x,) 

N  (x)  représentant  la  norme  de  x,  |x,,  . . .,  {x^  étant  des  quantités  positives  satis- 
faisant aux  relations 

et  £,,,  ...,  6^.,,„  des  quantités  complexes  dont  la  norme  ne  surpasse  pas  — 

Toute  substitution,  multipliée  par  une  substitution  convenable  à  coefTicients 
entiers,  donne  une  substitution  réduite. 

Une  forme  G,  algébriquement  équivalente  à  une  forme  F,  sera  dite  réduite  par 
rapport  à  F  si,  parmi  les  substitutions  qui  transforment  F  en  G,  il  en  est  une 
qui  soit  réduite. 

Soient  maintenant  F  une  forme  quadratique  à  n  variables,  à  coefficients 
quelconques  et  de  discriminant  A  <  0,  et  G  une  forme  quadratique  à  coefficients 
entiers  complexes,  de  même  déterminant,  et  qui  soit  la  transformée  de  F  par  la 
substitution  réduite  S;  M.  Jordan  montre  que  deux  cas  peuvent  se  présenter: 
ou  bien  tous  les  coefficients  de  la  réduite  G  sont  limités  (les  réduites  de  cette 
sorte  sont  dites  ordinaires)  ;  ou  bien  certains  coefficients  cessent  d'être  limitée, 
et  en  revanche  d'autres  coefficients  sont  nécessairement  nuls  (réduites  singu- 
lières). 

Une  fois  cette  étude  faite,  le  problème  :  Étant  données  deux  formes  qua- 
dratiques V,  G  à  n  variables  et  de  même  discriminant  A  ^  o,  reconnaître  si 
elles  sont  équivalentes,  et  déterminer  les  substitutions  à  coefficients  entiers  qui 
transforment  F  en  G,  se  trouve  résolu  par  le  théorème  suivant  : 

Toute  substitution  à  coefficients  entiers  qui  transforme  V  en  G  est  un  pro- 
duit de  substitutions  à  coefficients  entiers  et  limités  {en  fonction  des  coeffi- 
cients de  F  et  de  G  ),  dont  la  première  transforme  F  en  G,  chacune  des  sui- 
vantes transformant  G  en  elle-même. 

Enfin  le  problème  général  de  la  transformation  d'une  forme  quadratique  en 
une  autre  de  même  nombre  de  variables  et  celui  de  la  recherche  des  représen- 
tations d'une  forme  à  m  variables  par  une  forme  à  n  variables  (//»</i)x' 
ramènent  immédiatement  an  cas  de  l'équivalence  dont  le  ihcorème  prcrédmt 
donne  la  solution. 
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Gvldén.  —  Sur  Tintégration  d'une  équation  différentielle  linéaire 
du  deuxième  ordre  dont  dépend  l'évection.  (127). 

Il  s*agit  d'une  équation  de  la  forme 

qu'on  veut  intégrer  pour  les  petites  valeurs  de  p,  les  T  étant  des  séries  de  la 
forme 

?.-t-  ^iCosCX.i'u-h  6,)  ~  3,cos(X,i^,-f-  6,)  -4-...; 

Tauleur  montre  comment  l'intégration,  par  approximation,  dépend  de  l'intégra- 
tion d'une  équation  de  Lamé. 

Flammarion,  —  Sur  les  queues  des  comètes.  (i35). 

André  {C).  —  Sur  la  vision  des  étoiles  à  travers  les  comètes. 

(.37). 

Poincaré,  —  Sur  une  fonction  analogue   aux  fonctions  modu- 
laires. (i38). 

Considérant  Féquation 


ou 


rf»y 

^y 

Z^  x~ 
_l  =  0 

1 

R  = 

\n 

-  f 

et  où 

a^—  o,     a,  =  I,     a,—  5, 

l'auteur  définit  une  suite  de  fonctions  qui  jouent,  par  rapport  anx  intégrales  de 
l'équation  différentielle,  le  même  rôle  que  les  fonctions  modulaires  par  rapport 
aux  intégrales  elliptiques. 

N^  4;  25  juillet. 

Mouchez.  —  Sur  la  comète  6  de  1881.  (173). 

Lœwy  et  Périgaud.  —  Détermination  de  la  flexion  horizontale,  de 
la  flexion  latérale  et  de  la  flexion  de  Taxe  instrumental  du 
cercle  méridien  de  Bischoffsheim,  à  Taide  du  nouvel  appareil. 

(•74). 

Jordan   (C).    —    Sur   Téqui valence    des   formes  quadratiques. 

(181). 
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Sylsrester.  —  Sur  les  covariants  irréductibles  du  qnantic  binaire 
du  huitième  ordre.  (192). 

Dans  cette  Communication  et  dans  une  Communication  postérieure  (33  août) 
M.  Sylvester  cherche  à  établir  que,  pour  la  forme  binaire  du  huitième  ordre,  nul 
covariant  irréductible  du  degré-ordre  10.4  ne  peut  exister  :  M.  Von  Gall  avait 
rencontré  un  tel  covariant  qu'il  n'avait  pas  réussi  à  décomposer.  {Math,  Anna- 
Un,  1880  et  1881). 

Bigourdan  (C).  — Éléments  paraboliques  delà  comète  6,  1881. 

(ï97)- 

Bigourdan  (G.).  —  Observation  de  la  comète  c  1881  (découverle 
par  M.  Schaeberle  à  Ann-Arbor),  faite  à  l'Observatoire  de  Paris. 

(«98)- 

Henry.  —  Observation  de  la  comète  Schaeberle  (c  1881),  failc 
à  Téquatorial   ouest    du  jardin    de  l'Observatoire    de    Paris. 

(«99)- 

Picart{A.),  —  Considérations  sur  les  forces  de  la  nature.  Inad- 
missibilité de  l'hypothèse  proposée  par  M.  Faye  pour  l'explica- 
tion des  queues  des  comètes.  (199)* 

Callandreau  (O.).  —  Remarques  sur  le  calcul  des  perturbations 
relatives,  d'après  la  méthode  de  M.  Gyldén.  (201). 

N°  55  1"  toit. 

Faye.  —  Seconde  Note  sur  la  formation  des  queues  des  comètes. 

(229). 

Jordan  {C).  —  Sur  la  représentation  d'un  nombre  ou  d'une 
forme  quadratique  par  une  autre  forme  quadratique.  (234). 

Bigourdan  (C).  —  Eléments  et  éphémérides  de  la  comète  c  1881 
(Schaeberle).  (aSB). 

Tliollon.  —  Observations  speclroscopiques  sur  les  comètes  c  et 
b  1881.  (259). 

Tacchini,  —  Sur  les  spectres  des  comètes  Cruls  et  Schaeberle. 

(261). 

Prazmowski.  —  De  la  constitution  des  comètes.  (262  ). 
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Le  Paige{C.). —  Sur  la  théorie  des  formes  trillnéaîres.  (264). 

Sur  la  liaison  entre  la  théorie  de  ces  formes  et  celle  des  cubiques. 

N«  6-,  8  aoiit. 

Wolf.  —  Les  étalons  de  poids  et  mesures  de  FObservatoîre  et 
les  appareils  qui  ont  servi  à  les  construire;  leur  origine,  leur 
histoire  et  leur  état  actuel.  (297). 

Poincaré.  —  Sur  les  fonctions  fuchsîennes.  (3oi). 

L*auteur  est  parvenu  à  cette  conclusion,  que  les  Communications  précédentes 
avaient  fait  pressentir  : 

Toute  équation  différentielle  linéaire  à  coefficients  algébriques  s'iptégre  par  les 
fonctions  zétafuchsiennes. 

Les  coordonnées  des  points  d'une  courbe  algébrique  quelconque  s'expriment 
par  des  fonctions  fuchsiennes  d'une  variable  auxiliaire. 

Bjerknes,  —  Sur  Timitation,  par  la  voie  hydrodynamique,  des 
actions  électriques  et  magnétiques.  (3o3). 

N«  7;  16  aoit. 
Jamin. —  Sur  les  apparences  cométaires. 

N^  8^  22  aott. 

Mouchez,  —  Observations  méridiennes  des  petites  planètes  et  de 
la  comète  b  de  1881,  faites  à  l'Observatoire  de  Paris  pendant  le 
deuxième  trimestre  de  l'année  1881.  (SS^). 

Paye.  —  Remarques  au  sujet  d'une  Note  de  M.  Jamin  sur  les  co- 
mètes. (362). 

Paye.  —  Sur  l'analyse  spectrale  appliquée  aux  comètes.  (36i). 

Paye.  —  Sur  la  nature  de  la  force  répulsive  exercée  par  le  Soleil. 
(362). 

Sylvesler,  —  Sur  les  covariants  irréductibles  du  quantic  binaire 
du  huitième  ordre. 

Schwedoff  [Th,).  —  Sur  les  lois  de  la  formation  des  queues  co- 
métaires. (3^3). 
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tf  illotie.  —  Sur  un  cas  particulier  de  la  théorie  du  mouvemenl 
d*un  solide  invariable  dans  un  milieu  résistant.  (^76). 

Tacchini.  —  Observations  solaires  faites  à  l'Observatoire  rovaldu 

*  — 

Collège  Romain,  pendant  le  premier  trimestre  de  1881 .  (38o). 

Tacchini,  —  Observ^ations  des  taches  et  des  facules  solaires,  du 
mois  d'avril  au  mois  de  juillet  1881.  (382). 

Thollon.  —  Etudes  spectroscopiques  sur  les  comètes  b  eX,  c  1881. 
(383). 

Egoroff,  —  Recherches  sur  les  raies  telluriques  du  spectre  so- 
laire. (385  ). 

^^^  9;  29  aoit. 

Paye,  —  Note  accompagnant  la  présentation  du  premier  Volume 
de  son  «  Cours  d'Astronomie  à  l'École  Polytechnique  ».  (397). 

Govi[G.).  —  Sur  une  très  ancienne  application  de  l'hélice  comme 
organe  de  propulsion.  (400). 

N^  10-,  5  septeibre. 

Zenger,  —  Le  spectroscope  à  vision  directe  appliqué  à  TAstrono- 
mie  physique.  (4^'9)- 

Coggia,  —  Observations  de  la  comète  de  Schaeberle  (c  1881), 
faites  à  l'Observatoire  de  Marseille  à  l'aide  d'un  équatorial  de 
o"',26  d'ouverture.  (43^^). 

Tempel.  —  Observations  de  la  comète  d'Encke.  (438). 

Lœwy,  —  Remarques  sur  des  observations  de  la  même  comèlr» 
faites  par  M.  Otto  Struve,  par  M.  Winnecke  et  par  M.  Hartwif^. 

(438). 

Respiglii.  —  Sur  la  lumière  des  comètes.  (429). 

Cruls.  —  Sur  les  observations  des  météores  du  aS  juillet  au  3o  juil- 
let 1881.  (44o). 
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N<>  11;  12  seplfibre. 

Villarceaii  [Y.).  —  Remarques  à  Toccasion  du  Mémoire  de 
MM.  Lœwy  et  Périgaud  sur  la  flexion  des  lunettes.  (449)- 

JN""  12;  19  septeibre. 

Thomson  {^V.).  —  Sur  les  résistances  relatives  que  l'on  doit 
donner,  dans  les  machines  dynamo-électriques,  aux  bobines 
actives,   aux  électro-aimants  inducteurs  et  au  circuit  intérieur. 

(4:4). 

Melsens.  —  Sur  le  passage  des  projectiles  à  travers  les  milieux 
résistants,  sur  Técoulement  des  solides  et  sur  la  résistance  de  Pair 
au  mouvement  des  projectiles.  (485). 

N'^  13;  26  septeibre. 
Le  Paige.  —  Sur  les  formes  trilinéaires.  (Sog). 

Suite  des  recherches  de  l'auteur  sur  la  liaison  entre  la  théorie  des  formes  tri- 
linéaires  et  celle  des  cubiques  circonscrites  à  un  triangle;  formules  qui  con- 
duisent à  l'expression  des  coordonnées  d'un  point  de  la  cubique  au  moyen  des 
fonctions  elliptiques. 


JOURNAL  FUR  DIE  REINE  UND  ANGEWANDTE  Mathematik,  hefBusgegeben  von 

C.-W.  BORCHARDT. 

Tome  LXXXIX;  1880. 

Weierstrass  (AT.).  —  Recherches  sur  les  fonctions  ar-uplement 
périodiques  de  ar  variables.  (1-8). 

Ce  Mémoire  se  rattache  à  la  publication,  faite  par  le  regretté  M.  Borchardt, 
des  Leçons  de  M.  Liouville  sur  les  fonctions  doublement  périodiques.  Insistons 
sur  ces  deux  théorèmes  : 

«  Soit/(a„  ...,  u^)  une  fonction  quelconque  2r-uplement  périodique;  suppo- 
sons qu'au  nombre  de  ses  systèmes  de  périodes  il  se  trouve  aussi  tous  les  sys- 
tèmes des  fonctions  y,, /„..., y),  (des  mêmes  variables  et  qui  forment  un  sys- 
tème de  r  fonctions  :xr-uplcment  périodiques  appartenant  à  la  même  classe  et 
indépendantes  les  unes  des  autres)  :  cela  étant,  il  subsiste  entre  /  et/,,  /,,  . . ., 
f^  une  équation  irréductible  dont  le  degré  par  rapport  à/  est  égal  à  m  ou  à  un 
diviseur  de  m  (où  m  est  un  nombre  préalablement  défini).  » 

Bull,  des  Sciences  math.^  i*  Sério,  t.  V.  (Novombre  iSSi.)  P 
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M  An  nombre  des  fonctions  2r-uplement  périodiques  de  la  classe  à  laquelle/,, 
/j,  . .  .,/r  appartiennent, il  y  en  a  une  infinité  qui  sont  liées  avec/,,/,, . .  .,/^  par 
une  é(ïuation  irréductible  de  m'*"*  degré  ;  soil/^,  upe  quelconque  d'entre  elles  : 
toute  fonction  /(m,,  a,, .. .,  w^,)  qui  jouit  de  la  propriété  signalée  dans  le  théo- 
rème précédent  est  rationnellement  exprimable  par  les  r  -m  fonctions /,,/,, .... 

Hermite  (Ch,).  —  Sur  Tinlégration  de  réqualion  différentielle  de 
Lamé.  (Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  E.  Heine).  (9-18). 

La  Lettre  s'occupe  de  la  question  que  M.  Heine  avait  adressée  à  M.  Hermite  : 
comment  l'intégrale  de  l'équation  de  Lamé 

Dry  =  [n{n  -+-  i)A-"sn*^  -+■  h]y 

peut  se  déduire,  .dans  le  cas  limite  du  module  égal  à  Tunité,  de  la  solution  qae 
M.  Hermite  en  a  donnée  au  moyen  des  fonctions  elliptiques.  Cette  solution  est 
représentée  par  la  formule  y  —  CF(^)  -f-C'F(  —  4)  où  F  (4),  est  une  fonction 
doublement  périodique  de  seconde  espèce;  il  s'agit  donc,  si  l'on  introduit  la  va- 
riable a:  =  sn^,  de  voir  quelle  transformation  analytique  se  trouve  amenée  par 
la  supposition  de  Ar  =  i.  C'est  cette  recherche  que  M.  Hermite  fait  en  se  plaçant 
à  un  point  de  vue  moins  particulier  et  en  considérant  en  général  les  fonctions 
uniformes  possédant  la  propriété  caractéristique  de  F($),  à  savoir  : 

où  {x  et  {x'  sont  des  facteurs  constants. 

Heine  {E,),    —  Quelques  applications  du   calcul  des  résidus  de 
Cauchy.  (iQ-Sg). 

I.  Sur  les  intégrales  eulériennes.  —  M.  Heine  étudie  une  fonction  G  {a)  défi- 
nie par  Téquation 


X*  '  dx  — 


«■  o 


C(«) 

où  a  est  un  nombre  complexe  à  partie  réelle  positive.  L'équation 

G(a)— -rtG(rt4-i), 

à  lîuiueilc  elle  satisfait  pour  les  nombres  «  à  partie  réelle  positive,  sert  à  la  défi- 
nir pour  les  autres  valeurs  de  a. 

II.  Sur  les  fonctions  coniques.  —  Pour  faciliter  le  traitement  de  problèmes 
sur  le  polonliel  d'un  cône,  M.  Melilcr  a  introduit  des  fonctions  dont  il  a  déc(^u- 
vcrt  certaines  transformations  importantes  pour  leur  application  et  déduites  par 
lui  au  moyen  de  <liff«^rentcs  méthodes.  (  Voir  à  ce  sujet  :  Heine,  Handbuch  der 
Kugel/unctioneny  1,  î^  70.)  Ces  transformations  s'obtiennent  sans  beaucoup  de 
ralnil  par  un  prorèdc  uniforme,  à  savoir  par  la  méthode  de  Cauchy  mise  à  protit 
comme  dans  le  premier  num<.^ro. 

III.  La  for  m  nie  d'interpolation  de  La  grange.  —  Sur  la  possibilité  de  rempla- 

^^{x)dx  par  rintéjîrale    /        'ç{x)d.T  9>\  -oix)  est  la  fonction 
(lonurf  par  la  foriniilc  d'interpolation  de  Laj;ran2:e. 


cor 
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IV.  Développement  en  séries  des  /onctions  d'une  variable.  —  W  s'agit  de  dé- 
velopper une  fonction  quelconque /(^)  suivant  une  espèce  donnée  de  fonctions 
^  («»  Ç)  [p^r  exemple  cos(a$),  sin(a;),  J^(a^),  ...]  qui  conlienl  un  paramèire  a 
qu'on  a  à  remplacer  par  toutes  les  racines  d'une  équation  transcendante  donnée 
o  (a)  —  o  (par  ex.,sina7:  r-  o,  . . .). 

Dans  tous  les  cas  connus  on  peut  trouver  le  développement  môme,  pourvu 
qu'on  en  ait  démontré  la  possibilité  et  que  la  série  cherchée  converge  unifor- 
mément. Mais  Heine  fait  voir  que  ces  théorèmes  ont  une  telle  liaison  avec 
les  théorèmes  de  Cauchy  que,  pour  un  certain  nombre  de  fonctions,  il  en 
résulte  la  possibilité  de  les  développer  suivant  les  fonctions  6(a,  \). 

Frobenius(G.).  —  Contribution  à  la  théorie  de  la  transformation 

des  fonctions  thêta.  (/\o-/\6). 

Signalons  ces  deux  théorèmes  :  «  D'une  substitution  qui  transforme  une  forme 
bilinéaire  alternée  au  déterminant  i  dans  le  n-uple  d'elle-même,  on  obtient 
toutes  les  formes  équivalentes,  en  la  composant  avec  deux  substitutions  qui 
changent  cette  forme  en  elle-même.  »  —  «  Si  deux  substitutions  transforment 
une  forme  bilinéaire  unimodulaire  de  v  paire  de  variables  dans  le  n-uple  d'une 
autre  forme  unimodulaire,  le  produit  du  a'**"*  invariant  de  l'une  et  du 
(v  —  ot  H-  !)•*•»•  invariant  de  l'autre  est  égal  à  n. 

Hunyady  [E,).  —  Contribution  à  la  théorie  des  surfaces  du  second 

ordre.  ( 47-^39 ). 

Le  Mémoire  étudie  les  différentes  formes  analytiques  de  la  condition  qui  ex- 
prime que  dix  points  sont  situés  sur  une  surface  du  second  ordre;  en  particulier, 
M.  Hunyady  développe  la  dépendance  mutuelle  qui  subsiste  entre  les  équations 
de  condition  et  qui  est  souvent  difficile  à  démêler  en  présence  de  déterminants  à 
un  nombre  excessif  de  termes. 

Hunyady  {E,),  — Sur  les  critères  donnés  par  Moebius  dans  la 
théorie  des  sections  coniques.  (  70-78). 

Démonstration,  à  l'aide  des  méthodes  de  Géométrie  analytique,  des  critères 
donnés  par  Moebius  dans  son  ouvrage  «  Der  barycentrische  Calcul  »  et  qui  font 
reconnaître  :  i**  si  une  parabole  peut  être  tracée  passant  par  quatre  points  don- 
nés; 1?  si  cinq  points  donnés  déterminent  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  3**  si 
cinq  tangentes  données  enveloppent  une  ellipse  ou  une  hyperbole. 

Quelques  erreurs  qui  se  sont  glissées  dans  cette  Note  ont  été  signalées  par 
M.  Durège  (Sitzungsberichte  der  Wiener  Akademiey  juin  1880). 

Hunyady  (E,).    —   Le  théorème  de  Desargues  concernant  des 
triangles  perspectifs.  (79-81). 

Borchardt{C.  TV,).  — •'"ïlemarque relative  au  Mémoire  de  M.  Syl- 
vester  sur  les  déterminants  composés.  (82-85). 

Voir  Bulletin,  q»  sér.,  V,,  p.  102. 

Furstenau  {E.).  —  Contributions  à  la  théorie  des  déterminants. 

(86-88). 


iqg  seconde  partie. 

Kônigsberger  {Léo).  — Sur  la  réduction  trintégrales  abéliennes 
à  des  formes  d'intégrales  moins  élevées,  en  particulier  à  des  inté- 
grales elliptiques.  (89-1 26). 

D'abord  M.  KOnigsberger  établit  ce  théorème  qui  s'attache  à  une  formule  de 
réduction  préalablement  développée  :  «  Toute  intégrale  elliptique  de  première 
espèce  qui  appartient  à  une  des  intégrales  elliptiques  de  la  formule  de  réduction 
doit  être  égale  à  une  des  intégrales  abéliennes  de  première  espèce  qui  appar- 
tient à  Tintégralc  abélicnne  en  question,  ou  bien  il  faut  qu'il  subsiste  la  relation 

r^  dx  r'* 

I      -, -^  =    /       ¥{Xyy)dx, 

où  \  est  une  fonction  rationnelle  de  x^  et  y,,  si^r,  désigne  la  valeur  de  ^  pour 

X  —  x^  et  où  l'irrationnelle  Tj  =  ^/(i  —  J^^)  (i  —  c^^*)  est,  de  même,  rationnelle- 
ment exprimable  par  a?,  et  >',.  »  Ainsi  la  question  de  la  réduction  générale  des 
intégrales  abéliennes  se  trouve  réduite  à  celle  de  la  réduction  d'une  intégrale 
de  première  espèce  à  une  intégrale  elliptique  de  première  espèce.  Un  autre  théo- 
rème donne  les  conditions  nécessaires  pour  la  réduction  :  «  Pour  une  fonction 
algébrique  déterminée  par  une  équation 

Ko(x)  Y*- -t-  F„(.r) ¥(*-«)"-}-  F,„(a:)Y(»-'^-  +  ...-}-  Vk^{x)  =  o, 

l'intégrale  de  première  espèce  \'dx  ne  peut  être  réductible  à  une  intégrale 
elliptique  que  lorsque  m  est  égal  à  a,  3,  4,  6,  et  alors  les  intégrales  de  réduction 
elliptiques  seront  dans  les  trois  derniers  cas  : 


/dz  r     dz  r     dz      _  j_    r       dt 


Puis  M.  KOnigsberger  étudie  les  conditions  suffisantes  pour  la  solution  du  pro- 
blème; cette  rcclicrclie  se  fait  séparénifnt  et  au  long  pour  les  valeurs  différentes 
de  m.  Knfin  la  dernière  Partie  du  iMéinoire  est  consacrée  à  une  généralisatioQ 
(les  rerhcrches  antérieures. 

Pctersen  (Julius).  —  La  solution   sleinérienne  du  problème  de 
Malfalli.  (1  2J-i3j). 

La  solution  du  problème  de  Malfatli,  publiée  par  Sleiner  en  ,1826  au  Tome  I 
(lu  même  Journal,  sans  analyse  et  sans  démonstration,  a  été  démontrée  pour  la 
première  fois  par  M.  Schroeler  en  1873,  t.  77  du  Journal,  à  l'exclusion  d'autres 
moyens  (juc  les  considérations  qui  précèdent  chez  Steiner  la  commnuication  de 
sa  S(dutiou. 

Mais  la  déluction  de  M.  Schroeter  n'est  guère  plus  simple.  C'est  pourquoi  l'au- 
teur fait  part  aux  lecteurs  du  Journal  de  deux  méthodes  pour  déduire,  par  la 
voie  (le  la  (léométric  syntluHique,  la  solution  sleinérienne.  L'une  de  ces  mè- 
Ihodes  était  déjà  coiitcuut*  dans  le  KecuLil  de  |)roblèmes  de  M.  I*etersen  :  «  Mé- 
thodes et  Théories  pour  la  résolution  des  problèmes  de  constructions  géomélri- 
(jues  ».  (Voir  iiitllctin.  \  ^.  y.  ?(l.'i  ).  tandis  (pic  Taiitro  n'a  pas  encore  été  piihliéf 
ju«;«|ii(-là 
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Milinowski,  —  Sur  la  théorie  des  polaires  des  courbes  et  surfaces 
du  troisième  ordre.  (i36-i5o). 

M.  Sturm  a  établi  (t.  88  du  Journ.,  nulletin\\,  p.  107)  ce  théorème  :  «  La  sur- 
face satellite  d'un  point  P  par  rapport  à  une  surface  de  troisième  ordre  touche 
la  première  surface  polaire  de  ce  point  suivant  une  section  conique  située  dans 
le  plan  polaire  de  P.  »  Kn  coupant  par  un  plan  les  surfaces  nommées,  on  obtient 
le  théorème  suivant  :  «  La  section  conique  coordonnée  d'un  point  P  par  rapport 
à  une  surface  du  Iroisièmc  ordre  louche  la  première  polaire  de  ce  point  dans 
ses  points  de  rencontre  avec  la  «leuxicme  polaire.  » 

I^a  déduction  de  M.  Slurm  pour  les  surfaces  cubiques  ne  se  prête  pas  à  la 
démonstration  du  théorème  dans  le  plan.  M.  Ocmona  l'a  ttémontré  par  le  ca'cul 
dans  son  livre  Introduzione,  etc.  .M.  Milinowski  déduit  actuellement  la  proposi- 
tion par  des  considérations  toutes  nouvelles  et  qui  ne  sortent  pas  du  plan;  en 
même  temps  il  parvient  à  établir  ainsi  les  propriétés  principales  des  polaires  et 
des  centres  des  moyennes  harmoniques. 

Fitclis  (L.),  —  Sur  une  classe  de  fonctions  à  plusieurs  variables 
qui  doivent  leur  naissance  à  Tinversion  de  solutions  des  équa- 
tions différentielles  linéaires  à  coefficients  rationnels.  (loi-iGg). 

C'est  le  Mémoire  cité  par  M.  Fuchs  dans  les  Notes  qui  ont  paru  au  Bui- 
letin^  2*  sér.,  t.  IV, ,  p.  328.  Voici  comment  il  annonce  le  but  qu'il  a  eu  en  vue  : 

«  Les  fonctions  de  plusieurs  variables,  qu'on  nomme  abéliennes,  doivent  leur 
naissance  aux  intégrales  de  fonctions  algébriques,  où  l'on  conçoit,  d'après  Jacobi, 
les  limites  supérieures  de  p  intégrales  d'une  fonction  algébrique  convenable 
comme  étant  des  fonctions  de  la  somme  de  ces  intégrales  et  de  />  —  i  autres 
sommes  formées  d'une  manière  semblable.  De  même  une  nouvelle  classe  de 
fonctions  de  plusieurs  variables  prend  naissance  lorsqu'on  parle  des  intégrales 
qui  forment  les  solutions  d'équations  différentielles  linéaires  à  coefficients 
rationnels.  J'ai  posé  d'abord  le  problème  de  rechercher  la  propriété  des  solu- 
tions d'une  équation  différentielle  linéaire  ht>mogène  de  m'*"»  ordre  si  les  m 
équations 


m 


^,1      /a(-)^'^-"«»      (rt    --  1,2,  ...,  m). 


Xi 
■ 

[où  ^,,  ÎJj,  ...,  ÎJ„  désignent  des  constanlcs, /,  (5), /jC^),  .••»/,«(*')  ""  système 
fondamental  de  solutions  de  l'équation  différentielle J  servent  à  définir  5,, 
5,  . . .,  5„  comme  fonctions  analytiques  de  m,,  i/^,  . . .,  u^. 

»  J'ai  achevé  ce  problème  pour  les  é(|ualions  différentielles  «lu  second  ordre  et 
je  me  permets  do  publier  les  résultats  uu\(iuels  je  suis  parvenu.  »> 

Slahi  (Ifrrmann),  —  Sur  la  solution  du  problème  d'inversion  de 
Jacobi  (170-18/1). 

Le  problème  consiste,  d'après  lliemiinii.  à  repré>cnlcr  dans  les  équations 

>  .   /  f/it, .     \  t.  k       I .  • ///  1  • 


I 
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des  quolieiils  simples  des  Sr  aux  arguments  i»,,  i^^,  .. .,  Vgj  augmentés  de  parties 
fractionnaires  de  systèmes  de  périodes  ayant  le  dénominateur  //i  d'une  manière 
algébrique  et  symétrique  par  les  coordonnées  (*„  s,)  des  limites  supérieures.  — 
La  solution  simple  et  symétrique  de  M.  Stahl  correspond  exactement  aux  équa- 
tions finales  de  M.  Weierstrass  pour  les  intégrales  hyperelliptiqùes  et  pour 
m  =  a.  Une  idée  de  Riemann  et  cette  façon  des  équations  du  problème  d'inversion 
dont  MM.  Prym  et  Weber  se  sont  servis  ont  montré  à  M.  Stahl  le  chemin  qu'il 
fallait  prendre  pour  obtenir  la  fonction  algébrique  symétrique  dans  les  coordon- 
nées des  limites  supérieures. 

§  I.  Relations  entre  les  fonctions  2r  et  les  fonctions  radicales.  —  §  2.  Relations 
algébriques  entre  des  fonctions  radicales.  —  §  3.  La  solution  du  problème  d'in- 
version. 

Frobeniits{G,).  —  Sur  le  théorème  d^addition  des  fonctions  2r  de 
plusieurs  variables.  (i85-22o). 

§  1.  Définitions.  —  Caractéristique  est  le  nom  d'un  système  de  2p  nombres 
entiers 


A:^ 


rangés  en  deux  lignes  et  p  colonnes.  Une  caractéristique  s'appelle  paire  ou  mt- 
pairCy  suivant  que  l'expression  |  A  |  —  jx,  v,  -^  {i,v,  -+-...  -4-  jx  v  est  paire  ou  im- 
paire. Deux  caractéristiques  sont  nommées  c^a/e^  si  leurs  nombres  correspondants 
sont  égaux  ;  congrues  si  ces  nombres  sont  congrus  (  mod.  2  ),  etc.  —  §  2.  Systèmes 
gôpéliens  de  caractéristiques.  —  §  3.  Le  théorème  d'addition.  —  Soient  donnés 
un  système  gôpélien  de  r  =  2^  caractéristiques  et  les  fonctions  ^^  («)  qui  leur 
correspondent  (a  =  o,  i, . .  .,r  —  i).  Cela  étant,  chacun  des  r  produits 

est  rationnellement  exprimable  par  les  quantités  2r^(  w -h  i^  4- tv),  2r^(t' -f- iv). 
&*(m),  2ra(v'),  2f,(«'),  âr^Co).  En  appliquant  ce  théorème  à  la  déduction  donnée 
par  M.  Weber  dans  son  travail  sur  la  théorie  de  la  transformation  des  fonctions 
thêta,  on  trouve  que  chacune  des  r  fonctions  transformée  0  peut  être  représen- 
tée (  onunc  fonction  entière  du  degré  k  des  r  fonctions  2r^  (où  k  est  le  degré  de 
la  transformation).  En  même  temps  on  obtient  le  théorème  analogue  sur  la  mul- 
tiplication sans  qu'on  ait  liesoin  de  la  composer  de  deux  transformations  supplé- 
mentaires. —  §  \.  Conséquences  du  théorème  d'addition.  —  §  5.  Systèmes  fon- 
damentaux de  caractéristiques.  —  §  0.  —  Le  théorème  d'addition.  —  Les  deux 
derniers  paragraphes  s'occupent  de  la  formule  établie  par  M.  IL  Stahl  {Journ., 
t.  88,  p.  177)  et  désignée  parce  géomètre  comme  théorème  d'addition  des  fonc- 
tions 2r. 

I/e(tner(G.).  —  Contribution  à  la  tbrorie  de  la  movenne  arithmé- 
tico-géonu'lrique  de  quatre  éléments  (221-246). 

L'auteur  développe,  par  une  méthode  qui  lui  est  particulière  et  qui  est  en 
quelque  sorte  plus  générale  que  celle  de  Borchardt,  le  résultat  principal  de  cette 
théorie. 

Pasch.   —    Sur  certains  déterminants  qui   se  produisent  dans  la 
théorie  des  sections  coniques.  (247-251). 
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Pasch,  —  Une  proposition  algébrique  avec  ses  applications  géo- 
métriques. (252-256). 

Soit  G(j7)  ==  a,J7"4-  a^af*-^  -h. .  .-f-  a^  une  fonction  entière  de  x  du  degré  n  et 
suit  a^ar"' -+- a, x^~' -h  . . .  H- a„(/n  <w)  un  diviseur  de  G(;r)  du  degré  m  :  il 
s'évanouira  tous  les  déterminants  du  degré  n —  m  -+-  2  pris  dans  le  système  de 
/i  —  m  -f-  2  lignes  : 


a« 

». 

• 

^n, 

() 

0 

• 

•                           ■ 

0 

0 

3t., 

2, 

3t/»,-. 

^n, 

0 

0 

•                           • 

0 

1) 

i> 

• 

• 

. 

• 

•        »,«-. 

»«i 

fl. 

t'x 

• 

■ 

■ 

• 

•        3t,._, 

»« 

Radicke  {A.),  —  Sur  la  théorie  des  nombres  d'Euler.  (207-261). 

Les  formules  récurrentes,  connues  depuis  longtemps  pour  les  nombres  de  Ber- 
noulli,  exigeaient,  pour  le  calcul  de  la  valeur  d'un  quelconque  d'entre  eux,  la 
connaissance  de  la  valeur  de  tous  ceux  qui  précèdent.  MM.  Seidel  et  Stern  en  ont 
découvert  d'autres  qui  ne  demandent  que  la  connaissance  de  quelques-uns  des 
nombres  de  Bernoulli  qui  précèdent  immédiatement.  M.  Radicke  montre  qu'il 
existe  des  formules  récurrentes  analogues  à  celles-ci  pour  les  nombres  d'Euler 
ainsi  que  pour  les  sommes  des  puissances  de  tous  les  nombres  entiers  depuis  i 
jusqu'à  un  nombre  quelconque  x, 

Frobenius  (G.).  —  Sur  la  série  de  Leibnitz  (262-264). 

Soit  S„  une  quantité  dépendant  de  n;  supposons  que,  n  croissant  indéfiniment, 

S   -H  S  H-  ...  -h  S 
le  quotient  — ° ' '-^ ^^^  tende  à  une  limite  finie  déterminée;  alors,  si  j; 

tend  en  croissant  continuellement  vers  i,  (i  —  a:),(S,  +  S,  J7-^SjX'-+- . ..)  con- 
vergera vers  la  même  limite. 

Killing  (  IF,).  —  Le  calcul  dans  les  formes  non  euclidiennes  de 
Tespace.  (265-28-). 

Outre  la  formule  euclidienne  de  l'espace,  il  faut  distinguer  celle  de  Loba- 
tchefsky  où  la  droite  est  infinie  et  la  somme  des  angles  d'un  triangle  différente 
de  deux  angles  droits  ;  celle  de  Uiemann  où  lu  droite  est  fermée  et  le  plan  sépare 
l'espace;  et  la  troisième  appelée  par  M.  Killing  la  forme  polaire  de  l'espace  de 
Hiemann  et  qui  n'est  pas  séparée  par  le  plan.  Les  procédés  qui  ont  fait  décou- 
vrir ces  trois  formes  ne  tranchent  pas  la  question  de  savoir  si  les  quatre  formes 
connues  sont  les  seules  qui  satisfassent  aux  hypothèses  d'Euclide,  à  l'exception 
des  deux  derniers  axiomes,  ou  si  l'on  peut  en  trouver  de  nouvelles.  M.  Killing 
démontre  que,  pour  le  domaine  du  réel,  il  nexiste  que  ces  quatre  formes,  mais 
que,  dans  la  Géométrie  de  Lobatchefsky,  plusieurs  possibilités  sont  imaginables 
pour  un  domaine  idéal  qui  se  lie  avec  le  réel  à  l'infini. 

Introduction.  —  Formes  de  l'espace  à  deux  dimensions.  —  Formes  de  l'espace 
à  trois  dimensions.  —  Appendice. 

Voigt  (  W.).  —  Théorie  du  point  lumineux.  (288-321). 

Examinant  radmissibiliié  de  la  théorie  des  phénomènes  de  diffraction  d'après 
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Fresnel,  M.  Voigt  s'est  trouvé  amené  à  traiter,  à  l'aide  de  la  théorie  de  Félasti- 
cité,  la  loi  suivant  laquelle  un  point  lumineux  propage  ses  vibrations  en  tous 
sens.  —  En  tirant  avec  Fresnel  ordinairement  de  la  loi  de  vibration /(<)  d'un 
point  lumineux   celle   qui   subsiste  pour   un   endroit  à  la  distance  r,  à  savoir 

-'  fit jy  où  a  désigne  la  vitesse  de  propagation,  on  emploie  on  procédé  qui 

n'est  presque  point  fondé  :  c'est  ce  qu'on  voit  déjà  en  considérant  que  celte  for- 
mule n'a  pas  égard  à  la  position  mutuelle  de  r  et  de  la  direction  du  mouvement. 
Toutefois  cette  direction  doit  nécessairement  être  d'une  grande  influence,  sur- 
tout quand,  en  Optique,  on  suppose  le  milieu  comme  incompressible.  Dans  ce 
cas,  on  est  même  aisément  porté  à  penser  que  pour  les  directions  différentes  le 
mouvement  pourrait  se  propager  non  seulement  avec  des  intensités  différentes, 
mais  encore  avec  des  vitesses  différentes,  par  exemple  avec  une  vitesse  infini- 
ment grande  dans  la  direction  du  déplacement  même. 

Le  problème  traité  par  M.  Voigt  a  été  énoncé  par  lui  comme  il  suit:  «  Dans  un 
milieu  illimité,  élastique,  mais  incompressible  (éther)  qui,  pour  le  temps  <  =  o, 
ne  possède  nulle  part  ni  déplacements  ni  vitesses,  une  sphère  fait  des  oscillations, 
selon  une  loi  donnée,  mais  indépendante  de  la  longitude  géographique  sur  elle. 
Les  molécules  de  Téther  contiguës  à  la  sphère  lui  adhérent  fortement.  Détermi- 
ner l'état  du  milieu  entier  à  une  période  quelconque.  »  On  a  supposé  que  les 
molécules  voisines  se  meuvent  avec  la  sphère,  pour  pouvoir  appliquer  les  ré- 
sultats au  cas,  bien  imaginable  pour  un  point  lumineux,  qu'une  partie  globi- 
forme  de  l'éther  même  ait  un  mouvement  donné.  La  méthode  d'intégration  dont 
l'auteur  s'est  servi  a  été  inventée  par  Riemann  et  se  trouve  dans  son  Mémoire 
sur  la  propagation  d'ondes  planes  de  l'air  à  amplitude  fînie  d'oscillations 
{Œuvres  complètes,  p.  i^S). 

l.  Propagation  de  vibrations  tordantes.  —  La  sphère  rigide  exécute  des  oscil- 
lations tordantes  données  auquelles  se  conforment  complètement  les  parties 
immédiatement  contiguës  du  milieu.  Déterminer  l'état  du  milieu  en  un  endroit 
quelconque  à  une  période  quelconque.  —  IL  Propagation  d'oscillations  reclili- 
gncs.    1.   Construction  des  équations  différentielles  et  séparation  des  inconnues. 

2.  Intégration  générale  des  équations  pour   X   et   ç.   3.   Déterminations  de  o^y 

— ^  et  de  X  par  les  grandeurs  données,  'i.  Calcul  des  quantités  cherchées  p  et  w 
au  moyen  des  quantités  trouvées  tp  et  X. 

Voigt  (  \\  ,),  —  Sur  la  llicorie  de  la  diffraction  de  Fresnel.  (Saa- 
33 1). 

La  théorie  de  Fresnel  {Afém.  de  VAcad.,  t.  V)  fournit  des  résultats  qui  con- 
viennent complètement  avec  l'expérience,  eu  égard  aux  intensités  de  la  lumière, 
mais  elle  entraîne  un    paradoxe  eu  égard  à  la  phase  de    la    lumière  propagée, 

puisciu'ellc  la  laisse  indctcninnce  à  un  multiple  quelconque  de -|^  près.  Cette  cir- 

ronslancn  a  été  pleinement  discutée  par  M.  Voipt  (t.  111  des  Annales  de  Wiede- 
mann)  el  en  iiièine  temps  il  a  prouvé  <(ue  nulle  hypollu'se  auxiliaire  qui  laisse 
subsister  lidéc  fondamentale  de  Fresnel  ne  permet  de  réparer  la  faute;  de  plus 
il  a  développé  des  formules  qui  donnent  les  mêmes  intensités  que  celles  de 
Fresnel,  mais  aussi  la  phase  véritable.  Depuis  la  publication  de  ces  recherches, 
qui  parlaient  des  é(|uations  différentielles  d'élasticité,  M.  Voigt  a  découvert  un 
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chemin  beaucoup  plus  court  que  celui  dont  il  s'était  alors  servi  pour  parvenir 
aux  équations  du  problème,  et  cette  nouvelle  méthode  fait  l'objet  du  Mémoire 
que  nous  avons  sous  les  yeux.  —  M.  Voigt  insiste  encore  sur  l'origine  de  la  faute 
commise  par  Fresnel  ;  il  la  trouve  dans  la  méthode  employée  par  Frcsnel,  pour 
calculer  l'effet  d'une  surface  lumineuse,  ou  plus  généralement  dans  la  disconve- 
nance du  principe  de  la  coexistence  de  petits  mouvements  comme  base  uni- 
verselle de  l'Optique. 

Mertens  {F,) —  Contribution  à  la  théorie  des  formes  quadratiques 
à  déterminant  positif.  (332-338). 

Nouvelle  démonstration  de  la  proposition,  qui  est  fondamentale  dans  la  théorie 
des  formes  binaires  quadratiques  à  déterminant  positif,  non  carré,  que  deux 
formes  réduites  de  déterminants  égaux  ne  peuvent  être  proprement  équivalentes 
que  quand  elles  appartiennent  à  la  même  période. 

Laguerre  (-£*.).  —  Sur  quelques  théorèmes  de  M.  Hermite;  extrait 
d^une  Lettre  adressée  à  M.  Borchardt.  (339-342).     • 

Stieltjes.  —  Note  sur  un  nouvel  algorithme.  (343-344)« 

E.  Lampe. 


•  •  

OFVERSIGT  AF  KoNGL.  Vetenskaps-Akademiens  Fôruandlingar  (  *  ). 

Tome  XXXffl;  1876. 

Edlund  {E,).  —  Remarques  touchant  la  dilatation  galvanique. 
(N«l,5-i6). 

Bjorling  (C.'F.-E.).  —  Sur  les  lignes  réciproques  des  foyers. 
(N«  1,  17-24). 

On  donne  dans  un  plan  une  courbe  algébrique  réelle  du  /i'*"*  ordre  C,  =  o,  en 
même  temps  qu'un  point  O,  dont  les  coordonnées  rectangulaires  sont  x  —  h, 
j"  =  Ar.  Si  I,  J  sont  les  points  circulaires  à  l'infini,  et  que  les  points  où  les  lignes 
01,  OJ  coupent  la  courbe  soient  respectivement  désignés  par 

•  •  •  •  •  • 

l'auteur  appelle  les  n*  lignes 

•      •  •      •  •      • 


^nJti   ^nJl^    •  •  •»    '»»y«' 


(M  \n\r  Buffet  in,  I,.  71. 
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les  lignes  réciproques  des  foyers,  ou  les  lignes  K  de  la  courbe  C„  par  rapport 
à  O. 

Dunér  (jY.-C).  —  Recherches  sur  le  noyau  et  sur  les  parties  les 
plus  voisines  du  noyau   de  la  grande  comète  de   1874.  (3N°1, 

25-28). 

Gvldén  (//.).  —  Transformation  d'une  expression  contenant  des 
transcendantes  elliptiques,  et  application  de  cette  transforma- 
tion au  développement  de  la  fonction  perturbatrice.  (N°  2,  S-g). 

Jàderin  (E,),  —  Détermination  de  lieux  géographiques  dans  l'ex- 
pédition suédoise  à  la  Novaïa  Zemlia  et  à  la  mer  de  Kara  en 
1875.  (N"  2,  39-56). 

Gvldén  (H.),  —  Sur  l'influence  des  inégalités  à  longues  périodes 
sur  l'expression  des  perturbations  absolues  des  comètes  pério- 
diques. (N^S,  5-19). 

lijorlin g {C .-F .'E .).  —  Sur  les  covariants  simultanés  de  quatrième 
ordre  et  de  quatrième  classe   relatifs  à   deux  coniques.  (N"  3, 

21-27). 

Mittag-Lefjler  (C).  —  Méthode  pour  représenter  analytiquemenl 
une.  fonction  de  caractère  rationnely  qui  reste  toujours  infinie 
seulement  en  quelques />om^.ç  d'inji ni  désignés  d'avance,  dont 
les  constantes  sont  données  à  volonté.  (N^  6,  3- 16). 

Mittag-Lefjler  {G,).  —  Méthode  pour  déduire,  dans  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques,  les  doubles  produits  infinis  des  formules 
de  multiplication.  (j\"  (),    17-2.}). 

Nvstrbm  (C.-A.).  —  Comparaison  quantitative  entre  l'électricité 
de  frottement  et  rélectricité  galvanique,  au  point  de  vue  de  la 
tension.  (N^'O,  61 -65). 

Daug  {II. -Th.).  —  Sur  la  marche  des  changements  qu'éprouve  une 
surface  lorsqu'on  la  déforme.  (N"  8,  3-^). 

L'auteur  tire  des  méthodes  de  Gauss  le  résultat  suivant  : 

H  Dans  la  déformation  d'une  surface,  chaque  tangente  consen'e  sa  place 
dans  le  plan  tangent,  et  au  point  de  contact  et  dans  son  voisinage  immédiat 
toutes  les  courbes  gui  ont  une  tangente  commune  se  touchent  sur  une  seule  et 
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même  sphère,  dont  la  grandeur  varie  par  suite  de  la  déformation,  mais 
dont  le  centre  reste  toujours  situé  sur  la  normale  à  la  surface^  tandis  qu'en 
même  temps  chaque  courbe  en  particulier  se  transporte  sur  sa  sphère  spé- 
ciale, dont  le  rayon  est  constant,  et  dont  le  centre  est  situé  dans  le  plan 
tangent  à  la  sur/ace.  » 

Thiele  (  T.-N,),  —  Quelques  théorèmes  géométriques  se  rap- 
portant à  un  problème  d'Astronomie  théorique.  (N**  9,  3-6; 
danois). 

II  s'agit  du  problème  connu  de  la  détermination  de  l'orbite  elliptique  d'un  corps 
céleste,  supposé  se  mouvant  autour  du  Soleil  suivant  les  lois  de  Kepler,  lorsqu'on 
connaît  deux  lieux  héliocentriques  et  les  époques  correspondantes  t^j  t^. 

Lindman  (C,-F.),  —  Remarques  sur  les  Tables  d^ intégrales 
définies  du  D*"  Bierens  de  Haan    (Amsterdam,    i858).  (N°  9, 

Indication  d'un  certain  nombre  de  fautes  qui  s'étaient  glissées  dans  la  première 
édition  de  cet  important  ouvrage. 

Dahlander  (G.-H.).  —  Expériences  sur  le  refroidissement  des  corps 
dans  les  liquides.  (N®  9,  29-57). 

L'auteur  résume  ainsi  les  résultats  de  son  travail  : 

La  vitesse  avec  laquelle  un  corps  se  refroidit  dans  un  liquide  est  à  peu  près 
indépendante  de  sa  profondeur  au-dessous  de  la  surface  du  liquidV;;  elle  est  tou- 
tefois plutùt  moindre  que  plus  grande,  lorsque  le  corps  est  situé  tout  près  de  la 
surface. 

La  nature  de  la  surface  du  corps  plongé  n'exerce  qu'une  minime  influence 
sur  la  vitesse  du  refroidissement.  Si  Ton  rcvèt  la  surface  d'un  enduit,  le  refroi- 
dissement se  ralentit,  tandis  que  la  résistance  au  passage  de  la  chaleur  aug- 
mente. 

La  vitesse  de  refroidissement  v  pour  un  excès  de  température  x  au-dessus  de 
la  température  ambiante  peut  s'exprimer,  au  moins  approximatixement,  par  la 
formule 

V  =  ax  -{-  bx^j 

a  tt  b  étant  indépendants  de  Xy  mais  dépendants  au  contraire  de  la  nature  du 
fluide  environnant  et  de  la  température,  ainsi  que  de  la  forme  du  corps  qui  se 
refroidit.  D'après  cela,  l'excès  de  température  au  bout  du  temps  t  peut  être  repré- 
senté par  la  formule 

1 


X  — 


\x^   ^  a]  a 


Ces  formules  sont  applicables  au  moins  jusqu'à  un  excès  de  température  de  60*». 
La  vitesse   de   refroidissement  pour  un  même  corps  et  un  même  fluide,  avec 
un  même  excès  de  température,  croit  très  rapidement  avec  la  température  du 
fluide. 
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chaque  in/îni,  outre  tous  les  coefficients  d'indice  négatif,  on  connaît  un  certain 
nombre  des  coeffîcicnts  d'indice  positif.  » 

Uttag'LefJler  (C).  —  Sur  la  représentation  analytique  d'une 
fonction  de  caractère  rationnel,  aj'ant  un  point-limite  arbitrai- 
rement choisi.  (N®  1,  33-43). 

Une  fonction  de  caractère  rationnel  perd  en  général  ce  caractère  pour  prendre 
an  caractère  entier^  lorsque  la  variable  indépendante  croit  à  Vinjini,  ou  lors- 
qu'elle passe  par  le  point  x  ■=  -*  Par  une  simple  substitution,  on  peut  faire  en 

sorte  que  la  fonction  conserve  son  caractère  rationnel  pour  x  —  -•%  mais  qu'elle 

le  perde  pour  une  valeur yî/iic  arbitrairement  désignée  de   cette  variable.  Cette 
valeur  a  reçu  de  M.  Weierslrass  le  nom  de  point-limite. 

\{itta g'Leffler  (G.).  —  Sur  la  représentation  d'une  fonction  de 
caractère  rationnel  avec  un  nomhre/ini  de  points-limites  arbitrai- 
rement désignés.  (N**  2,  3i-40- 

\fittag"Lef/ler  (G.).  —  Sur  la  question  de  la  représentation  ana- 
lytique d^  une  fonction  de  caractère  rationnel  par  le  quotient 
de  deux  séries  convergentes  de  puissances,  (N®  3,  5-i3). 

3jl>rting  (C.'F.-E,).  —  Sur  le  lieu  des  centres  de  courbure  des 
surfaces  du  second  degré,  exprimé  sous  la  forme  d'un  contrava- 
riant  simultané  de  deux  formes  quadratiques  quaternaires.  (N®  4, 
3-7). 

^orssman  (L.-A.),  —  Sur  l'induction  unipolaire  par  l'action  des 
solénoïdes.  (N°  4,  iS-ig). 

Edlund  {E,).  —  Sur  la  liaison  entre  l'induction  unipolaire  et  les 
phénomènes  électromagnétiques  de  rotation.  (N"  7,  3- 12). 

istrand  (J.-J.),  —  Nouvelle  méthode  pour  la  résolution  des  équa- 
tions trinômes.  (N"  7,  49-56). 

Lorsqu'une  équation  peut  se  ramener  à  la  forme  trinùme 

x^dz  (H-ax'»)  zb  6  =  0, 
on  commence  par  la  ramener,  à  l'aide  de  substitutions  très  simples,  à  la  forme 

yi:ty±:P  =  0. 
On  peut  ensuite  développer  le»  racine»^^'  ■  ^orme  de  radi- 
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faux  continus,  ce  (|ui  donne 

r^\.zzPzii[j^Pz^{qzFz^y)hm^ 

^^ j 

7^y,^^.P-y 

-~iP-[zpP-(=^P-j'^)^]' 


•^'•=(-'-1) 


^4  = 


py/-i  _ 
I      — ... 

r/ 

P  n=P 


•^  ifc      l-h 


/         14^  P    y-' 


En  s'aidant  des  logarithmes,  oo  parviendra  souvent,  par  cette  méthode  «^^ 
calcul,  à  déterminer  au  moins  une  partie  des  racines,  ce  qui  facilite  la  déter* 
minalion  des  autres. 

Miitag-Lefjler  (G.).  —  Sur  la  représentation  analytique  de  fonC' 
lions  de  caractère  rationnel,  de  plusieurs  variables  indépendante^- 
(NMO,  3-1 3  et  i:-3i). 

Tome  XXXV;  1878. 

Liîuhiian   (C,-f\).   —   Remarques  sur    les    Tables  d'intégrale.^ 
(iéjinies  du  D*"  Bierews  oe  FIa^n.   (Amsterdam,  i858).   Suite. 
{"S^'X.  3-46). 

Pctterson  {  O.)  et  Iledelius  (  Km.),  —  Sur  la  chaleur  spécifique  du 
fer  el  du  mercure.  (N"  î2,  35-5 1). 

Pctterson  (O.).  —  Sur  la  chaleur  latente  de  l'eau  à  des  tempéra- 
tures au-dessous  de  o",  avec  quelques  remarques  sur  la  formation 
des  glaces  dans  la  mer.  (IN"  2,  53-6 1). 

Edlitnd  (/*'.)•  —  Remarques  sur  la  force  éleclromotrice  qui  se 
produit  dans  l'écoulement  des  liquides  à  travers  un  tube.  (N**  3, 

Ilaniberg  (H.-E.).  —  Sur  le  degré  variable  de  la  transparence  de 
Taira  Upsal.  (iV  3,  87-103). 

Cronstrand{Baltz.),  —  Journal  météorologique  d'un  voyage  dans 
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l'Egypte,    rArabit»  el  la  Nubie  pendant  les  années  i83()-i837. 
(N"  X  15-45). 

GrUlén  (II')'  —  Lois  de  la  rotation  d'un  corps  solide  dont  la  sur- 
face est  recouverte  d'un  fluide.  (N"  7,  3- 18). 

«  L.C  problème  traité  dans  ce  Mémoire,  en  vertu  de  la  nature  même  des  don- 
nées, n'est  pas  complètement  déterminé,  et  parlant  n'est  pas  susceptible  de  solu- 
tion sans  l'établissement  de  quelque  hypothèse.  »  Il  en  serait  tout  autrement  si 
Ton  indiquait  la  constitution  du  corps  solide,  c'est-à-dire  sa  figure  extérieure  et 
la  distribution  intérieure  de  la  masse,  ou,  en  d'autres  termes,  son  potentiel  par 
rapport  aux  points  situés  sur  la  surface  ou  dans  son  voisinage,  ainsi  que  la  quan- 
tité et  la  pesanteur  spécifique  du  fluide. 

Dans  le  cas  qui  intéresse  le  plus  les  physiciens,  c'est-à-dire  dans  la  question  de 
la  rotation  de  la  Terre,  de  pareilles  déterminations  sont  impossibles.  On  connaît 
certainement  avec  une  assez  grande  exactitude  la  valeur  de  la  différence  entre 
les  moments  d'inertie,  dans  l'hypothèse  toutefois  de  l'égalité  de  deux  de  ces 
moments;  mais,  sur  la  nature  de  la  fonction  potentielle  relative  à  la  surface,  il 
règne  encore  une  grande  incertitude,  si  l'on  ne  veut  pas  se  contenter  d'admettre 
•  que  la  masse  terrestre  soit  un  ellipsoïde  de  révolution  homogène.  Cette  suppo- 
sition n'est  pas  non  plus  applicable  ici,  puisque  l'eau  des  océans  n'est  pas,  de 
fait,  distribuée  symétricjuement  par  rapport  à  l'axe  de  rotation.  Ajoutons  à  cela, 
ce  qui  est  d'une  importance  capitale  pour  notre  objet,  que  l'on  n'est  en  aucune 
sorte  autorisé  à  a4mcttre  que  la  constitution  de  la  surface  terrestre  a  été  tou- 
jours identique,  même  approximativement. 

Il  est  au  contraire  tout  à  fait  vraisemblable  qu'elle  n'a  acquis  que  successivement 
et  dans  les  dernières  périodes  de  son  développement  sa  forme  actuelle,  qui  corres- 
pond assez  exactement  à  sa  figure  d'équilibre,  et  cela  par  suite  de  l'action  de 
l'eau  et  de  l'atmosphère  sur  ses  parties  solides.  L'action  simultanée  d'autres  cir- 
constances sur  la  configuration  de  la  surface  terrestre  est  une  conséquence  indu- 
bitable de  la  présence  des  continents  et  des  hautes  chaînes  de  montagnes. 

On  peut  très  bien  s'imaginer  une  transformation  des  vallées,  des  continents  et 
des  Océans,  dans  les  limites  de  leurs  différences  de  hauteur  actuelles,  telle  que 
le  moment  d'inertie  actuel  du  solide  terrestre  ait  éprouvé  des  variations  essen- 
tielles dans  sa  grandeur  et  dans  sa  direction,  d'où  il  serait  résulté  alors  un 
changement  de  position  de  Taxe  de  rotation  de  la  masse  de  la  Terre.  Nous  ne 
pouvons  donc  nous  représenter  autrement  la  forme  de  la  surface  terrestre  dans 
les  périodes  antérieures,  qu'en  admettant  qu'elle  n'a  jamais  été  très  différente 
d'une  sphère.  A  mesure  que  la  position  de  l'axe  de  rotation  dans  l'intérieur 
de  la  masse  terrestre  ci^t  devenue  plus  constante,  la  forme  ellipsoïdale  s'est  des- 
sinée; mais  rien  ne  nous  force  à  admettre  que  cette  forme  ait  toujours  été 
aussi  nettement  accusée  qu'elle  l'est  maintenant.  Les  influences  exercées  sur 
la  position  de  l'axe  de  rotation  dans  le  solide  terrestre  et  dans  l'espace  par  les 
changements  de  direction  et  de  grandeur  des  axes  des  moments  d'inertie  ont 
été  étudiés  par  l'auteur  dans  un  Mémoire  intitulé  Recherches  sur  la  rotation 
de  la  Terre  y  Upsal,  1871. 

«  Le  rapport  entre  les  masses  solides  et  fluides  du  globe  terrestre  peut  certai- 
nement s'évaluer  avec  approximation;  rien  ne  dit  cependant  <jue  ce  rapport  ait 
toujours  été  le  même.  D'une  pari,  l'eau  peut  avoir  élé  chimiquement  combinée 
avec  la  masse  solide;  d'autre  part,  une  portion  considérable  des  particules  d'eau 
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peut  avoir  été  séparée  du  globe  terrestre  par  la  force  centrifuge,  tandis  que  la 
masse  des  particules  solides  a  pu  être  accrue  par  la  chute  de  corps  recueillis  dans 
l'espace.  Mais  lors  même  que  le  rapport  entre  les  parties  solides  et  liquides  delà 
masse  serait  fixé  avec  toute  la  certitude  désirable,  ce  serait  encore  un  problème 
très  difficile  que  celui  de  déterminer  la  variation  de  la  direction  des  axes  prin- 
cipaux et  des  moments  d'inertie,  qui  aurait  lieu  par  suite  d'un  changement  de 
position  de  Taxe  de  rotation  dans  l'intérieur  du  globe  terrestre.  Il  est  évideot 
toutefois  que,  si  la  masse  solide  de  la  Terre  était  une  sphère  homogène,  la  gran- 
deur des  moments  d'inertie  resterait  invariable,  tandis  que  leurs  axes  suivraient 
l'axe  de  rotation,  et  cela  de  telle  manière  que  l'un  des  axes  principaux  coïncidât 
toujours  avec  l'axe  de  rotation.  Si,  au  contraire,  la  fonction  potentil^lle  du  globe 
terrestre  était  de  telle  nature  que  les  différences  entre  les  composantes  des  forces 
fussent  infiniment  grandes  par  rapport  aux  produits  de  la  force  centrifuge  et  au 
rapport  de  la  masse  des  eaux  à  la  masse  solide  de  la  Terre,  la  distribution  des 
eaux  serait  évidemment  la  même,  quelque  position  que  prit  l'axe  de  rotation 
relativement  aux  axes  principaux.  » 

BjbrlingiC ,-F,'E ,),  —  Sur  les  équivalents  aux  singularités  d'ordres 
supérieurs  des  courbes  algébriques  planes.  (N°  7,  33-44  )• 

Môller  (Ax.),  —  Éléments  et  éphéméride  pour  le  retour  de  la  comèle 
de  Faye  en  1880.  (N^  7,  45-52). 

Petterson  (O.).  —  Sur  la  variabilité  de  la  chaleur  spécifique  du 
mercure  avec  la  température.  (N°  9,  3- 16). 

Backlund  (J.-O.),  —  Sur  une  formule  de  la  théorie  des  perturba- 
tions. (N»9,  35-41). 

A  l'aide  d'une  formule  donnée  par  M.  Gyldén  dans  son  Recueil  de  Tabler, 
l'auteur  montre  comment  on  peut  obtenir,  avec  une  merveilleuse  facilité,  le  déve- 
loppement de  la  fonction  perturbatrico. 


Tome  XXXVI;  1879. 

Gyldén  {H.),   —  Lois  de  la  rotation  d'un  corps  solide,  dont  la 
surface  est  recouverte  d'un  fluide.  Seconde  Communication.  (N**  3, 

5-i5). 

«  Le  résultat  de  cette  élude  peut  se  résumer  brièvement  comme  il  suit.  Un 
corps  solide  animé  d'un  mouvement  de  rotation,  et  dont  la  surface  est  recouverte 
d'un  fluide,  tend,  en  vertu  du  frottement  des  particules  fluides  contre  les  parti- 
cules solides,  à  prendre  un  état  d'équilibre,  dans  lequel  l'axe  instantané  de 
rotation  coïnciderait  avec  un  axe  principal.  Avant  que  cet  état  d'équilibre  soit 
atteint,  la  rotation  s'cfTeclue  suivant  la  même  loi  que  celle  qui  a  lieu  pour  un 
corps  solide,  avec  cette  différence  toutefois  que  le  coefficient  jj./i  a  une  autre 
signification  que  dans  le  cas  d'un  corps  entièrement  solide,  et  de  plus  que  les 
quantités  a^  n  et  /*,  ainsi  que  le  module  A,  dépendant  de  a  et  de  /t,  ne  sont  plus 
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des  coDStanles,  mais  des  fonctions  du  temps,  dont  il  a  été  trouvé,  dans  ce  qui 
précède,  des  expressions  approchées.  » 

Mittag-Lefjler  {G.),  —  Intégration  d'une  classe  d'équations  diffé- 
rentielles linéaires.  (N°  3,  17-40). 
Si  Ton  considère  une  équation  difTérentielle  de  la  forme 

Tauteur  examine  d'abord  à  quelles  conditions  doivent  satisfaire  les  fonctions 
/, (x),  ...,/M(a:)  pour  que  chaque  intégrale  de  Téquation  soit  de  caractère 
rationnel. 

Cette  question  étant  résolue,  l'auteur,  considérant  que  toute  fonction  de  carac- 
tère rationnel  peut  toujours  se  mettre  sous  la  forme  normale  d'un  quotient  de 
deux  séries  convergentes  de  puissances,  se  pose  le  problème  suivant  : 

Les  fonctions /^{x),  ...,/,(ar)  étant  supposées  satisfaire  aux  conditions 
obtenues,  construire  un  système  fondamental  de  n  intégrales  particulières  de 
Véquation  (i),  qui  soit  tel  que  chacune  des  intégrales  particulières  soit  le 
quotient  de  deux  séries  de  puissances,  procédant  suivant  les  puissances  en- 
tières et  positives  de  la  variable  x,  et  absolument  convergentes  pour  toutes  les 
valeurs  finies  de  cette  variable. 

Pettersson  (O.)  et  Larsson  (II.).  —  Sur  la  dilatation  de  la  glace. 

(N°  3,  65-74). 

Moller  {Ax,),  —  Nouveaux  éléments  de  la  planète  Pandore,  déduits 
des  observations  de   16  oppositions,  1858-1877.  (N**  4,  3-4o). 

Wenstroni  («/.).  —  Contribution  à  la  théorie  de  la  chaleur  rayon- 
nante. (N°  4,  41-48). 

Gyldén  (//.).  —  Détermination  des  rapports  différentiels  de  l'ano- 
malie vraie  et  du  rayon  vecteur  dans  une  orbite  elliptique  relati- 
vement à  l'excentricité.  (N°  6,  3-8). 

laindman  {^C-F,),  —  Réduction  de  quelques  intégrales  définies 
aux  intégrales  elliptiques.  (N"  6,  9-1 5). 

Fagerholm  (J.-A .).  —  Nivellement  et  recherches  sur  les  hauteurs 
au-dessus  du  niveau  de  la  mer  d'une  partie  des  phares  de  la 
Suède,  exécutés  dans  l'été  de  1878.  (N"  7,  21-87). 

Hosén  {P,-G.).  —-  Sur  la  hauteur  du  pôle  à  Stockholm.  (N°  8, 

3-.7). 

Les  résultats  obtenus  sont  les  suivants  : 

Hauteur  du  pôle,  i"  pour  la  tour  de  l'Observatoire  de  l'État-Major, 

r)c/2o'35',9Gi^o%i',5; 
Bull,  des  Sciences  math.,  2*  Série,  t.  V.  (Décembre  1881.)  l\  .  1  5 
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2'  pour  le  cercle  méri«lk'n  de  rObscrvatoire, 

59"  20' 32*,  93  ±0",  145. 

Enes(rom(G.),  —  Un  critrrium  de  convergence  du  coramencemenl 
du  xviii'  siècle.  (N^  9,  71-84). 

Il  s'agit  d'un  critérium  de  convergence  donné  par  Stirling  dans  son  Traité 
intitulé  :  Methodits  differcntialis  sive  tractatus  de  summatione  et  interpola- 
tione  serieram  (Londini,  1730,  p.  37-39).  Ce  critérium  est  non  seulement  le  plus 
ancien  que  Ton  connaisse,  mais  il  a  l'avantage  de  s'appliquer  immédiatement 
aux  produits  infinis. 

Jâderin  {Edv,).  —  Méthode  pour  la  mesure  géodésîque  d'une  base 
à  l'aide  d'un  ruban  d'acier.  (N°  9,  io3-i26). 

Eneslrom  (G.).  —  Sur  la  découverte  de  la  formule  sommatoire 
d'Euler.  (NMO,  3-17). 

Cette  formule  a  porté,  depuis  sa  découverte,  tantôt  le  nom  d'Euler,  tantôt 
celui  de  Maclaurin,  ces  deux  grands  géomètres  l'ayant  trouvée  chacun  de  leur 
côté.  Mais  jusqu'ici  on  n'avait  pas  fait  de  recherches  assez  complètes  pour  déci- 
der auquel  des  deux  appartient  réellement  la  priorité.  M.  Enestrôm  s'est  occupé 
de  cette  question  historique,  et  il  est  parvenu  à  établir  que  la  première  publi- 
cation de  cette  formule  est  due  à  Euler,  qui  l'a  fait  paraître,  en  1738,  dans  les 
Mémoires  de  Pétersbourg,  tandis  que  le  Treatise  on  Fluxions  de  Maclaurin 
n'a  vu  le  jour  que  quatre  ans  plus  tard,  en  1743.  C'est  donc  à  tort  que,  suivant 
les  indications  de  Jacobi,  on  avait  attaché  à  cette  série  le  nom  du  géomètre  écos- 
sais à  la  place  de  celui  d'Euler,  qui  avait  prévalu  jusque-là. 

Tome  XXXVU;  1880. 

Lindman   {C-F.).    —    Sur   quelques   équations   différentielles. 
(N«  1,3-8). 

Mitlag'LefJler   (G.),    —    Sur   l'intégration   de    certaines  classes 
d'équations  différentielles  linéaires  et  homogènes.  (N"6,  59-77). 

Intégration  de  l'équation  de  Brioschi, 


r/i(/i  -h  a)  ,,      -         ,1 
y  =    — ^-^ k* sn'x-{-  h\y. 


Edliind{E,),  —  Sur  la  détermination  quantitative  du  développe- 
ment de  chaleur  d'un  courant  galvanique.  (N**  8,  3-6). 

Edlund  {E .).  - —  Sur  la  dépendance  entre  la  force  élcctromotrlcr 
provenant  de  l'écoulement  d'un  fluide  à  travers  un  luho  et  lo 
rayon  de  ce  luhc,  (N°  9,  3-i  i). 
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Lindman  (C-F.).  —  Quelques  intégrales  définies.   (N°  9,   i3- 

3i). 

Gyldén  {H.),  —  Sur  l'orbite  d'un  point  qui  se  meut  dans  le  plan 
de  l'équateur  d'un  sphéroïde  sous  l'influence  d'une  force  attrac- 
tive suivant  la  loi  de  Newton.  (N°  10,  5-22). 

«  En  général,  les  différents  corps  du  système  solaire  sont  à  de  telles  distances 
les  uns  des  autres,  par  rapport  à  leurs  dimensions  propres,  que  l'on  peut,  dans 
le  calcul  de  leur  attraction  mutuelle,  les  considérer  comme  des  points  matériels. 
Il  y  aurait  toutefois  exception  pour  les  cas  où  une  telle,  hypothèse  sur  la  figure 
des  corps  attirants  ne  serait  pas  compatible  avec  la  précision  qui  doit  être  pour- 
suivie dans  les  calculs  de  cette  nature.  Dans  la  théorie  de  la  Lune,  par  exemple, 
la  Terre  ne  saurait  être  considérée  comme  une  sphère  homogène,  ce  qui  revien- 
drait à  considérer  toute  sa  masse  comme  condensée  en  son  centre  de  gravité; 
l'influence  de  son  aplatissement  se  fait  sentir,  au  contraire,  dans  le  mouvement 
lunaire  d'une  manière  si  remarquable  que  Laplace  a  pu  calculer  cet  aplatisse- 
ment en  se  fondant  sur  les  observations  de  la  Lune.  On  constate  une  action 
encore  plus  sensible  de  l'aplatissement  très  considérable  de  la  planète  princi- 
pale dans  le  système  de  Jupiter,  et  le  même  phénomène  se  réproduit  aussi  dans 
le  système  de  Saturne. 

yt  En  dehors  de  l'intérêt  mathématique  que  peut  présenter  le  problème,  objet 
de  ce  Mémoire,  il  est  encore,  comme  cela  résulte  des  considérations  précédentes, 
d'une  importance  très  grande  au  point  de  vue  astronomique.  L'ancienne  manière 
de  traiter  cette  question,  telle  qu'on  la  trouve  dans  la  Mécanique  céleste,  et  dont 
Hansen  lui-même,  dans  sa  Théorie  de  la  Lune,  ne  s'est  pas  essentiellement 
écarté,  peut  être  très  suffisante  pour  le  calcul  numérique  de  l'influence  de  l'apla- 
tissement terrestre  sur  le  mouvement  de  la  Lune,  mais  elle  n'éclaire  en  rien  sur 
la  nature  de  cette  influence.  A  plus  forte  raison,  lorsqu'il  est  question  des  théo- 
ries des  systèmes  de  Jupiter  et  de  Saturne,  une  étude  plus  rigoureuse  de  la 
nature  du  problème  devient-elle  d'absolue  nécessité.  C'est  particulièrement  en 
vue  de  ces  considérations  que  l'auteur  a  entrepris  cette  étude.  » 

Berger  (Aléa;.).  —  Démonstration  élémentaire  de  quelques  for- 
mules du  calcul  des  difl'érences.  (N**  10,  39-53). 

§  1.   Introduction.  —  §  2.  Les  nombres  de  Bernoulli.  —  §  3.  Sur  la  somme 
/^  k^y  m  étant  un  nombre  entier  et  positif.  —  §  4.  Sur  la  somme  ^  k^,    pour 

A=l  A=l 

kr=x 


—  Qc<pL<  +  i.— §5.  Sur  la  somme  ^  log  k. 
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Stringham  {W,'I,),  — Des  figures  régulières  dans  un  espace  à 

n  dimensions.  (1-14). 

M.  Slringham  généralise  d'abord  pour  les  polyèdres  d'un  espace  à  n  dimen- 
sions la  formule  d'Euler  relative  aux  polyèdres  de  l'espace  à  trois  dimensions. 
Si  Ton  désigne  respectivement  par  N„  N,,  N„. .,,  N^_,  les  nombres  des  sommets, 
arêtes,  faces  à  deux  dimensions,...,  faces  à  n  —  i  dimensions  du  polyèdre,  la 
relation  dont  il  s'agit  est 

où  l'on  doit  prendre  N^=i  si  la  figure  considérée  n'est  pas  composée  de  plu- 
sieurs figures  simples. 

Dans  tous  les  espaces,  d'un  nombre  n  de  dimensions,  on  retrouve  les  trois 
types  de  corps  réguliers  suivants  : 

i"  Le  type  (/i  — i)édroïde,  pour  lequel 

«ï,  =  (,_ï)--^^.,    N^=  ('ï  +  O! 


(A:-hi)!(/i-A)!' 
j"  Le  type  (a/i)  édroïde,  pour  lequel 


<|»  =  I  — (2  —  i)",     N, 


a""*/ïî 


*       ^!(Ai-A)!' 
3"  Le  type  (2'')édroïdc,  pour  lequel 

c|>  =  (i-2)-q::i,     N» 


2*+'/ï: 


(Â-4-i)!(/i  — A-Hi)! 

Les  corps  de  l'espace  à  trois  dimensions  qui  appartiennent  à  ces  trois  types 
sont  respeclivenicnl  le  tétraèdre  régulier,  le  cube  et  l'octaèdre  régulier. 

Le  polyèdre  3*  est  toujours  le  réciproque  du  polyèdre  a®,  c'est-à-dire  qu'il  est 
formé  par  les  centres  des  faces  à  «  —  i  dimensions  du  polyèdre  2*.  Les  points 
où  n  diamètres  mutuellement  perpendiculaires  d'une  sphère  de  l'espace  à  n  dimen- 
sions percent  cette  surface  forment  les  sommets  d'un  polyèdre  régulier  3°. 

Pour  la  détermination  de  tous  les  corps  réguliers  de  l'espace  à  quatre  dimen- 
sions, M.  Stringham  procède  comme  il  suit.  Il  remarque  d'abord  que  les  faces 
à  trois  dimensions  d'un  corps  régulier  adjacentes  à  un  sommet  constituent 
autour  de  ce  sommet  un  angle  solide  régulier,  qu'on  obtient  en  projetant  de  cn' 
sommet  une  des  cinq  figures  régulières  de   l'espace   à   trois  dimensions.   Mais 


(')  Voir  litiUetin.  \\,  ij.'). 
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comme  ces  faces  à  trois  dimensions  sont  elles-mêmes  des  figures  régulit^res,  le 
nombre  de  ces  faces  qui  sont  adjacentes  à  un  même  sommet  du  polyèdre  est 
limité  par  le  nombre  des  corps  réguliers  égaux  qu'on  peut  disposer  autour  d*un 
même  point  dans  l'espace  à  trois  dimensions,  de  manière  qu'ils  n'empiètent  pas 
les  uns  sur  les  autres. 

On  trouve  ainsi  que  dans  l'espace  à  quatre  dimensions  les  seuls  corps  régu- 
liers possibles  sont  ceux  dont  les  angles  solides  sont  formés  respectivement  par 
quatre  tétraèdres,  quatre  cubes,  huit  tétraèdres,  six  octaèdres,  quatre  dodé- 
caèdres, vingt  tétraèdres.  Les  premiers  des  corps  ainsi  constitués  appartiennent 
aux  trois  types  précédemment  définis  et  sont  appelés  pentaèdroide,  octaé- 
droîde,  décaexaédrotde.  Les  trois  derniers  ont  respectivement,  pour  caracté- 
ristiques N,,  N,,  N„  N„  les  nombres 

24»  9^»  9^»  ^4 î     >2o,  720,  1200,  (ioo;    600,  1200,  720,  lao; 

et  sont  appelés  icosatétraédroîde,  hexacosiaédro'ide,  hécatonicosaédroide. 

En  procédant  de  même  pour  les  espaces  à  un  plus  grand  nombre  de  dimen- 
sions, M.  Stringham  trouve  que  pour  tous  ces  espaces  il  n'y  a  que  trois  corps 
réguliers  possibles,  ceux  qui  appartiennent  aux  trois  types  1%  2",  3*. 

Peirce  (C.-S.).  —  Sur  Talgèbre  de  la  logique.  (i5-57). 

M.  Peirce  expose  dans  ce  travail  ses  recherches  sur  les  applications  de  nota- 
tions symboliques  à  la  logique,  et  présente  en  même  temps  des  considérations 
nouvelles  sur  plusieurs  points  de  cette  science.  Plusieurs  résultats  de  ce  travail 
avaient  déjà  été  publiés  par  M.  Peirce,  soit  en  anglais  {Clcusi/ication  0/  Argu- 
ments, 1867;  On  an  Jmprovement  in  Boole'ê  Calculas  0/  Logic,  1867;  Logic  0/ 
Belatives,  1870),  soit  en  français  (dans  la  Bévue  Philosophique). 

Dans  la  première  partie  de  ce  travail,  M.  Peirce  traite  de  la  syltogistique. 
Pour  dénoter  l'inférence  de  P  au  C  on  emploie  le  symbf^le  P.'.f^  Si  l'on  fait 
attention  à  la  légitimité  de  celte  infércncc  on  doit  écrire  P  <  C  (  P  implique  C). 
On  écrira  P<  C  (P  n'implique  point  C),  si  rinfércnrc  de  P  au  C  n'est  pas  tou- 
jours légitime.  Les  signes  <  cl  ^  sont  employés  par  M.  Peirce  non  seulement 
lorsqu'il  s'agit  de  passer  d'un  antérédent  (ou  une  prémisse;  P  à  un  consf'qiient 
(ou  une  conclusion)  C,  mais  aussi  p^>ur  exprimer  le  passage  du  sujet  au  prédicat 
d'une  proposition.  Il  identifie  ainsi  en  quelque  sorte  la  prop^^sition  avec  l'infé- 
rence, et  le  terme  avec  la  proposition. 

Si  Ton  désigne  par  B  la  négation  de  B,  A  <  B  signifiera  que  B  ne  sul^siste  pas 
en  même  temps  que  A. 
La  copule  <  donne  lien  à  one  algèbre,  dans  laquelle  on  a 

X  <  X,  [x  <  (y  <  z)]  -  \X  <,  {x  <  z )], 

Le  syllogisme  Barbara  est  ei primé  par 

X  <y^  y  <ii    •''  jp  <  i' 

De  même  00  arrive  à 


M<P, 

M-^P, 

.S--M, 

•  •  *  f 

S     M, 

S-  P, 

H-P, 

•  '  'f 

S  -  P, 

.'.  S-^  M, 

.'.  M  -  P, 

'  '  '» 

qoi  r^pr<^«^ot^nr  r^^p^rf  iv^m«*nr  1^  *%\\u%%^m*^  fMrii,  fktfôfÂf,  tk/eordo,  0k/^ 


ai4 
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Dans  la  seconde  partie,  M.  Peirce  traite  de  la  logique  des  termes  mm  rtla- 
U/m.  Si  Ton  a  deux  classes  d'objets  a  et  bj  on  peut  représenter  par  a  -«-  6  la  classe 
qui  comprend  tous  les  objets  de  ces  deux  classes  et  par  a  x  6  la  classe  (ormét 
par  les  objets  communs  aux  classes  a  et  b.  M.  Peirce  appelle  les  deux  opéra- 
tions a  -h  b  el  a  X  bj  addition  et  multiplication  non  relatives,  et  il  ea  donne 
les  définitions  suivantes  : 


a  +  6  est  tel  que  si 

a  <,x    et    b  <ix 

on  a 

a  -Jf  b  <,x'f 

et  réciproquement  si 

a  -h  6  <  j; 


on  a 


a<.x    et    b  <,x 


a  X  6  est  tel  que  si 

X  <,a    et  x<  6 

on  a 

X  <a  X  6; 

et  réciproquement  si 

x<a  X  6 


on  a 


X  <,a    et    X  <.b. 


L'algèbre  des  termes  non  relatifs  a  été  donnée  par  Boole  {Mathematical 
Analysis  of  Logic ,  Cambridge,  18/17;  ^/i  investigation  0/  the  Laws  0/  Thought 
on  which  are  founded  the  mattiematical  théories  0/  Logic  and  Probabili- 
ties,  1854  );  mais  l'addition  de  Boolc  diffère  de  la  précédente,  puisqu'il  prend 
a  -h  a  =  la  au  lieu  de  =  a.  Les  opérations  d'addition  et  de  multiplication, 
comme  elles  sont  tfaitées  par  M.  Peirce,  ont  été  présentées  par  De  Morgan  {On 
the  Syllogisme,  n"  III;  Cambridge  Philos.  Transactions,  i858),  Stanley  levons 
{Formai  Logicy  1864 )  et  Peirce.  Ces  opérations  ont  été  aussi  étudiées  par 
MM.  Robert  Grassmann  {Die  Formenlehre  oder  Mathematik,  1872),  Schrôder 
{Der  Operationskreis  des  Logikkalkuls,  1877),  Hugh  McColl  {Calculus  0/ 
Equivalent  Statements  dans  les  Proceed.  0/  the  London  Mathematical  So- 
ciety, 1877). 

Dans  la  troisième  partie,  M.  Peirce  traite  de  la  Logique  des  relatifs.  Le  signe 
d'une  certaine  relation  entre  A  et  B  est  : ,  de  sorte  que,  si  A  désigne  acheteur 
et  B  chevaly  A  :  B  signifiera  acfieteur  du  cheval. 

A  chaque  relatif  /  =  (A:  B)  correspond  un  autre,  converse  du  premier, 

A:-/=  (B:A). 
Le  symbole  A"  représente  lui-même  un  relatif 


On  a  pour  ce  symbole 


A'  =  [(A:B):  (B:A)]. 


k-k-l  =  l,    k-k  =  i, 


Il  y  a  quatre  opérations  diverses  pour  la  composition  des  relatifs  : 


a(|||)e: 
a{\-)e 
a{-\-)e 
a{--\)e 


ae  multiplication  relative  ou  extérieure, 
:  "e  involution  régressive, 
e"  involution  progressive, 
:  aoe  transaddition. 


Les  trois  premières  de  ces  opérations  ont  été  considérées  par  De  Morgan  {On 
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the  SyllogUm,  n"  IV).  M.  Peirce  présente  l'exemple  suivant  pour  illustrer  ces 
opérations. 

Si  a  désigne  amant,  et  e  servante, 

ae  signifiera  tout  amant  d'une  servante  de  —, 

a*  tout  amant  de  chaque  servante  de  — , 

*a  tout  amant  de  quelque  servante, 

aof  toute  personne  qui  n'est  un  non-amant  que  seulement  d'une  servante 
de  —,  etc. 

Ces  opérations  satisfont  entre  autres  aux  lois  suivantes  : 

(a -h  6)c  =  ac  H- 6c,  a(6 -hc)  =  aô -h  oc 

(a  X  by  =  a*  X  6*,  a*^«  —  a^  x  a^ 

«+*c       =  «c  X  *c,         '{b  -hC)z=  'b  x'c 

{a  X  b)oC=  (aoc)-+-(6oc);  ao{b-\-c)  —  {aob)  -h  (aoc). 

Sylvester  {J.'J.).  —  Sur  certaines  équations  ternaires  de  forme 
cubique.  Sur  la  dérivation  rationnelle  de  points  sur  une  cubique. 
(58-88). 

De  même  que  la  théorie  de  résiduation  de  M.  Sylvester  a  pris  naissance  à 
l'occasion  de  recherches  arithmétiques,  de  même  la  théorie  remarquable  exposée 
dans  cet  Excursus  vient  à  propos  de  son  Mémoire  sur  certaines  équations 
ternaires  de  /orme  cubique,  dont  une  partie  a  déjà  paru  dans  ce  Journal. 

En  partant  d'un  point  arbitraire  d'une  cubique  plane,  on  peut  construire  sur 
la  courbe  un  système  de  points  qui  dérivent  rationnellement  du  premier,  en 
prenant  les  points  tangentiels  successifs  du  point  considéré,  ainsi  que  les  points 
où  une  droite  joignant  deux  des  points  ainsi  obtenus  va  rencontrer  de  plus  la 
courbe.  On  peut  continuer  cette  dérivation  par  l'application  de  ces  mêmes  pro- 
cédés. Les  points  auxquels  on  arrive  ainsi  peuvent  être  rangés  en  une  seule  suite 
oiichatne,  qui  est  en  général  infinie,  mais  qui,  pour  certaines  positions  du  point 
initial,  peut  venir  à  s'arrêter,  tandis  que  dans  d'autres  cas  elle  se  replie  sur  elle- 
même  et  reproduit  toujours  un  nombre  limité  de  points. 

En  dénotant  le  point  initial  de  la  suite  par  i,  ses  points  tangentiels  succes- 
sifs par  2,  4,  8,  . . .,  et  en  désignant  par  (m,  n)  le  troisième  point  de  la  courbe 
situé  en  ligne  droite  avec  les  points  m  et  n,  on  pose 

1,4  =  5;    3,5  =  7;     '»7  =  8;    2,8  =  10;     1,10  =  11;    2,ii  =  i3;.... 

Les  points  i,  2,  4,  5,  7,  8,  ...  (où  l'on  n'a  que  des  indices  non  divisibles 
par  3),  sont  les  seuls  qui  entrent  dans  la  formation  de  la  suite. 

On  peut  démontrer,  en  effet,  que,  si  m  et  /i  sont  deux  nombres  non  divisibles 
par  3,  le  point  {m,  n)  a  pour  indice  celui  des  deux  nombres  m  -k-  n,  m  —  n  qui 
n'est  pas  divisible  par  3. 

M.  Sylvester  démontre  que  les  expressions  des  coordonnées  de  tout  point /> 
de  cette  suite  sont  d'un  ordre  égal  au  carré  de  l'indice  p  par  rapport  aux  coor- 
données du  point  initial  i.  Cette  proposition  importante  est  désignée  par  lui 
sous  le  nom  de  la  loi  des  carrés. 

Citons  ici  une  remarque  très  ingénieuse  de  M.  Sylvester  sur  la  nature  de  cette 
suite.  Puisque  le  3/i'*'"*  point  où  une  courbe  algébrique  de  degré  n,  passant  par 
3a  —  I  points  d'une  cubique,  coupe  de  plus  cette  cubique  est  détermiDé  par  des. 
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conslructioDS  linéaires,  il  s'ensuit  que,  si  lesSn — i  points  sont  pris  parmi  les 
points  de  la  suite  considérée,  le  3/i'*"«  point  appartiendra  encore  à  cette  suite.  S'il 
y  a  donc  des  points  qui  dérivent  rationnellement  du  point  i  autres  que  ceux 
contenus  dans  la  suite  considérée,  on  ne  conçoit  pas  comment  on  pourra  les 
obtenir  ou  même  les  définir;  il  y  a  donc  une  extrême  probabilité  que  Texi- 
stence  d'autres  points  dérives  rationnels  de  i  est  impossible. 

La  théorie  de  celte  suite  est  complétée  par  l'adjonction  d'un  point  d'inflexion 
I  de  la  cubique.  On  est  ainsi  conduit  à  un  groupe  de  points  formé  :  i*  par  le 
point  I;  2**  les  points  p  de  la  première  suite;  3*  par  les  opposés  p'  des  points /?, 
c'est-à-dire  par  les  points  de  la  cubique  situés  sur  une  droite  joignant  I  et/>; 
4"  par  les  points  (i',  3i  —  i)  =  3i;  5"  par  les  opposés  (3i)'  de  ces  points.  Tous 
les  nombres  entiers  avec  ou  sans  accent  sont  ainsi  utilisés  comme  indices  de 
points  de  la  nouvelle  suite.  Ici  encore  les  expressions  des  coordonnées  d'un 
point  de  cette  suite  par  rapport  aux  coordonnées  du  point  initial  sont  d'un  ordre 
égal  au  carré  de  l'indice  du  point  considéré.  L'indice  p  d'un  point  dérivé  a 
encore  cette  signification  géométrique,  que  le  nombre  des  points  initiaux  ayant 
pour/?'*"*  dérivé  un  point  donné  est  égal  à  /?". 

Vient  ensuite  l'étude  des  lois  qui  régissent  la  composition  des  dérivations. 
Ainsi,  en  désignant  par  «  i  dej»  le  i'*"*  dérivé  du  point  y  considéré  comme 
point  initial,  on  a 

m  de  n  =  nde  m  =  m'  de  n'  =  n'  de  m'  =  mn, 
m  de  n'  =  n  de  m'  =  m'  de  /i  =  n'  de  m  =  (m/i), 

pour  le  cas  où  les  nombres  m,  n  sont  à  la  fois  divisibles  par  3  ou  non,  ou  que 
l'un  de  ces  nombres  est  divisible  par  3  tandis  que  l'autre  est  de  la  forme  3y +i. 
De  même  on  a  dans  le  cas  restant 

mde  n  =  n  de  m  =  m'  de  n'  =  n'  de  m'  =  (/w/i)', 
m  de  n'  —  «'  de  m  =  m'  de  /i  =  n  de  m'  =  mn. 

Cette  théorie  est  appliquée  à  la  détermination  du  nombre  des  points  «  pertac- 
tiles  »  d'une  cubique,  c'est-à-dire  des  points  de  la  cubique  où  viennent  se  réunir 
les  3/1  points  d'intersection  de  la  cubique  avec  une  courbe  de  degré  n. 

La  théorie  est  aussi  appliquée  à  l'étude  des  polygones  à  la  fois  inscrits  et  cir- 
conscrits à  la  (  ubiquc. 

liowland  (II.-A .).  —  Sur  les  équations  générales  de  Taction  élec- 
tromagnétique a\cc  application  à  la  nouvelle  théorie  des  attrac- 
tions magnétiques  et  à  la  théorie  de  la  rotation  magnétique  du 
plan  de  polarisation  de  la  lumière.  (89-113). 

Cralg  (  T'A.).  —  Projection  conforme  de Tellipsoïde  sur  la  sphère. 

(114-127). 

Gauss  avait  déjà  traite  comme  exemple  de  sa  théorie  générale  de  la  représen- 
tation ortlioiiiorphe  des  surfaces  (avec  conservation  de  la  similitude  des  aires 
infiniment  petites)  la  représentation  d'un  ellipsoïde  de  révolution  sur  une  sphère. 
M.  Craig  entreprend  l'élude  de  ce  même  problème  pour  le  cas  plus  compliqué 
d'un  ellipsoïde  quelconque. 
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Son  analyse  conduit  d'abord  à  Tintégration  de  l'équation  des  lignes  de  longueur 
nulle  d'un  ellipsoïde  par  le  moyen  des  fonctions  elliptiques.  En  passant  ensuite 
à  la  représentation  orthomorphe  d'un  ellipsoïde  sur  une  sphère,  il  examine  en 
particulier  un  cas  bien  remarquable  de  cette  représentation  dans  lequel  les 
lignes  de  courbure  de  l'ellipsoïde  situées  sur  des  hyperboloïdes  homofocaux  à 
deux  nappes  sont  transformées  en  méridiens  de  la  sphère,  tandis  que  les  lignes 
de  courbure  de  l'ellipsoïde  qui  appartiennent  au  second  système  sont  transformées 
en  parallèles  de  latitude. 

■ 

Franklin  {F.),  —  Sur  le  calcul  des  fonctions  génératrices  et  des 
tables  des  formes  fondamentales  pour  les  formes  binaires.  (ia8- 
i53). 

M.  Franklin  présente  un  exposé  des  récentes  méthodes,  dues  à  MM.  Cayley  et 
Sylvester,  pour  l'énumération  des  diverses  formes  fondamentales  appartenant  au 
système  des  covariants  (et  invariants)  d'une  ou  plusieurs  formes  binaires.  Il 
insiste  surtout  sur  le  c6té  calculatoire  de  ces  méthodes. 

Nous  croyons  répondre  au  désir  de  plusieurs  lecteurs  de  ce  Bulletin  en 
donnant  ici  un  résumé  des  principes  de  cette  théorie  d'après  l'exposé  de 
M.  Franklin.^ 

Le  théorème  fondamental  de  cette  théorie,  énoncé  d'abord  par  M.  Cayley  et 
démontré  rigoureusement  par  M.  Sylvester  {Journal  de  Borchardt,  t.  85,  p.  io4, 
1878;  Philosophical  Magazine,  t.  V,  p.  178),  consiste  en  ceci  : 

Si  Von  dénote  par  {iyjl  g)  le  nombre  des  manières  dont  on  peut  considérer  le 

nombre  w  —  J- — ^  comme  somme  de  J  nombres  de  la  suite  o,  i,  2,  . . .,  1  (/e« 

répétitions  étant  permises),  le  nombre  n^f  des  covariants  linéairement  indé- 
pendants d'ordre  g  et  de  degré  J  d'une /orme  binaire  d'ordre  i  est  égal  à 
{h  j ' g)  —  {i>  J ''  g  -^  "i)'  Ce  nombre  n^j  est  donc  égal  au  coefficient  de  af  x^ 
dans  le  développement  de 

I  —  x~* 

"^^^^  "  {i  —  axi){i  —  ax*-*)...{i  —  ax-*-^*){i  —  ax-*y 

suivant  les  puissances  ascendantes  de  a. 

On  utilise  ce  résultat  pour  la  détermination  du  nombre  des  covariants  fonda- 
mentaux des  divers  ordres-degrés  {g,j)  de  la  manière  suivante.  Supposons 
que  Ton  connaisse  le  nombre  des  covariants  fondamentaux  pour  tous  les  ordres- 
degrés  inférieurs  à  un  ordre-degré  déterminé  (g,j)'  Soient  a  le  nombre  des  cova- 
riants linéairement  indépendants  d'ordrc-dcgré  {gjj)i  et  ^  le  nombre  des  cova- 
riants de  ce  même  ordre-degré  qu'on  peut  composer  avec  des  covariants 
d'ordres-degrés  inférieurs.  Si  la  diiTérence  a  —  p  est  positive  ou  nulle,  elle  doit 
être  égale  au  nombre  des  covariants  fondamentaux  de  l'ordre  degré  {g^j)  con- 
sidéré; mais  si  cette  différence  est  négative  = — p,  il  n'y  a  pas  de  covariants 
élémentaires  de  cet  ordre-degré,  mais  en  revanche  il  existe  un  nombre/?  àcsyzy- 
^/C5  (c'est-à-dire  d'identités)  de  cet  ordre-degré  entre  covariants  plus  simples.  Ces 
régies  ne  sont  pas  encore  démontrées  en  toute  rigueur,  mais  reposent  sur  ce 
postulat,  établi  par  une  forte  induction,  qu'il  ny  a  jamais  de  covariants 
fondamentaux  et  de  syzygies  qui  soient  à  la  fois  d'un  même  ordre-degré. 

Cette   méthode    primitive    de   l'énumération   des  covariants    fondamentaux, 


ai8  SECONDE  PARTIE. 

désigna  par  M.  STUestcr  sous  le  nom  de  tamùagCy  n'offre  aucune  indication  sur 
la  limîtatKMi  du  STStème  des  corariants  fondamentaux  d'une  forme.  Mais  on 
peut  atteindre  à  ce  but  en  maniant  convenablement  la  fonction  génératrice 

Le  développement  de  la  fonction  génératrice  ^{x)  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  a  est  composé  d*nne  infinité  de  termes  contenant  des  puis- 
sances tant  positives  que  né^tives  de  x.  Mais  pour  le  but  actuel  on  ne  doit 
retenir  que  les  termes  à  puissances  non  né^tives  de  x.  Pour  obtenir  directement 
cette  partie  du  développement  de  9(x)  deux  méthodes  ont  été  proposées Ja 
première  par  M.  Svivester,  la  seconde  pins  expéditive  par  M.  Cayley  (M.  Syl- 
Tester  a  donné  par  la  suite  une  antre  méthode  où  la  fonction  génératrice  est 
prise  sous  une  tont  autre  forme).  Par  le  moyen  de  ces  méthodes  on  parvient  i 
déterminer  une  fonction  rationnelle 

dont  le  développement  suivant  les  puissances  ascendantes  de  a  coïncide  avec 
la  partie  du  développement  de  9(x)  qui  renferme  les  puissances  non  négatives 
de  X. 

Dans  le  cas  où  la  forme  binaire  y,  dont  on  considère  les  covariants,  est  d'ordre 
pair  I  =  1  «,  le  dénominateur  Y  de  Ç  est  égal  à 

(i  — a*;i»(i  — a*)(i  — a*)  ...  (i  — a^*"*)(i  —  ax*)(i  — ox*)  ...  (i  — ox*^, 

tandis  que  dans  le  cas  où  Tordre  dey  est  impair,  c  =  sji  -<- 1,  le  dénominateur  Y 
est  égal  à 

(I  — a')(i  — a*)(i  — o*)  ...  (i  — a*-)(i  — ax)vi  — «X*)  ...  (i  — ox»^). 

Dans  l'un  et  dans  Tautre  de  ces  deux  cas  le  degré  de  \  par  rapport  à  x  est 
nftoindre  de  deux  unités  que  celui  de  Y  :  de  même  le  degré  de  \  par  rapport  à.  a  ni 
moindre  de  i  —  i  unités  que  celui  de  Y.  Mentionnons  ce  fi^it  que.  dans  lesca^oii 
I  =  3,  S.  7.  9,  4,  S,  le  facteur  1  —  a'  se  pnHiente  4u>>i  bien  dans  \  que  d«in>  Y:  il 
n'en  e>l  pas  de  in«^me  djins  les  ca*  où  i  —  3.  '>.  i'>. 

G>n>idèr«>D>  maintenant  \à  t'onoiitvn  L  =  "Lm,  ,a<jc*^  «mi  m. .  es-t  le  n«»nibre  »!•*■* 
covariants  linéairement  indépendants  de  Fooire-deire  \  5".y  ».  II  est  ai>é  de  ^oir 
que.  si  V  est  covariant  d'ordre-desre  <  5.  r.  le  n»>nttbre  des  ci>\ariant*  d'onlre- 
degré  i  g.j)  qui  ne  contiennent  pas  Y  comme  fa»"tear  est  eiral  au  «-r^ftioent  de 
a^x*  dans  la  forme  (  i  —  a'x*)L.  Le  facteur  \i  —  aTx*}  est  appelé  nrpnrsfntoAt 
du  covariant  {s,  r). 

De   même,    si   Ton    a    k    covariants   Y,.  Y^ Y^  d\>nlres-*iecrés    /j.r,  ■. 

<*j.  r.  ».  — ,  (  s^,  r^')  respectivement,  le  nombre  des  »*o\jnanLs  •i''*nlre-«l**ï:re 
*?'  J  '  *!'''*  "**  contiennent  o^ninie  facteur  aucun  des  covariants  Y.  est  e^al  aa 
coefficient  de  a^.x^  dans  la  fonction 

A  =  1 1  —  o^tx*!  V  t  —  ci'ix'»)     ...  \\  —  ar^x'\    L. 

étant  suppo-îé  qu'il  n  y  a  pas  de  syiysie  de  lordre-de^re  ^  z^j  •  entre  co^variants 

composés  de  Y,,  Y,. Y,. 

Quoi  qu'il  en  soit,  on  peut  arriver  à  la  détermination  du  nombre  des  covanants 
fondamentaux  de  rordre-degré  i^.y  *  en  appliquant  le  procède  àm  ni  mi'irr  t 
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l'indication  fournie  par  la  fonction  A.  Si  Ton  est  conduit  par  là  à  «n  nombre  po- 
sitif ou  nul,  ce  nombre  sera  bien  égal  au  nombre  des  covariants  fondamentaux 
cherchés;  autrement  on  sera  sûr  qu'il  n'y  a  que  des  syzygies  de  cet  ordre-degré. 
On  voit  maintenant  que,  si  l'on  peut  choisir  les  covariants  Vp  V,,  . . .;  de  telle 
manière  que  la  multiplication  de  L  =  ^{a^x)  par 

(i  — a'"iJ7'i)(i  — ûfix*!),  ... 

amène  la  disparition  de  tous  les  facteurs  du  dénominateur  de  ^f  la  fonction 

A  =  (i  — a''iar'i)(i  —  artx't)..,  4*, 

à  laquelle  on  sera  ainsi  conduit,  sera  formée  par  un  nombï-e  limité  de  termes. 
Cette  fonction  A  pourra  servir  par  conséquent  à  la  détermination  complète  du 
système  limité  des  covariants  fondamentaux  considérés. 

Ce  résultat  peut  être  atteint  en  général  effectivement.  Voici  de  quelle  manière. 
En  multipliant  d'abord  les  deux  termes  de  la  fraction  4^  par  des  facteurs  conve- 
nables, on  peut  remplacer  chaque  facteur  (i  —  ax^)  du  dénominateur  de  ^  par 
le  représentant  (i  — a*x'^)  du  seul  covariant  d'ordre-degré  (aX,  2).  De  même 
chaque  facteur  (i  —  a^)  du  dénominateur  de  ^  peut  être  remplacé  en  général 
par  le  représentant  (i  —  ai*^)  d'un  covariant  d'ordre-degré  (o,  jiX),  (invariant 
de  degré  (iX).  Tous  les  facteurs  du  dénominateur  de  ^  étant  ainsi  transformés  en 
représentants  de  covariants  V,,  V,,  . . .,  on  voit  que  l'on  peut  prendre  pour  fonc- 
tion A  le  numérateur  de  cette  forme  particulière  de  ^.  L'application  du  procédé 
du  tamisage  aux  indications  fournies  par  cette  forme  A  conduira  à  la  détermi- 
nation complète  de  tous  les  covariants  fondamentaux  autres  que  ViiV^,  .... 

La  méthode  précédente  a  été  aussi  appliquée  avec  de  légères  modiûcations  à 
l'énumération  des  divers  covariants  du  système  de  plusieurs  formes  binaires. 

Faà  de  Bruno,  —  Notes  sur  rAJgèbre  moderne.  (i54-i63). 

1.  Démonstration  de  cette  proposition  : 

Si  C^  est  le  dernier  coefficient  d'un  covariant  ^  de  la  forme 

f={a.,a„  ...)(^,^r, 

le  covariant  4»  est  égal  à  ce  que  devient  C^  lorsqu'on  y  rempUice 

a,  par  A,  =  a„ 

a,  par  A,  =  a,  -+-  a,a:, 

a,  par  A,  =  a,  -f-  a  a,  a:  -f-  a^x\y 


2.  Applications  diverses  de  ce  fait  que,  lorsqu'on  a  un  déterminant 


D  = 


A,  AA,  A  A,  ...,  A"A 

B,  AB,  A'B,  ...,  A'B 


dont  les  éléments  de  chaque  colonne  sont  déduits  des  éléments  correspondants 
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de  la  précédente  par  le  moyen  de  Topération  A,  et  que  l'on  suppose 

A-+*A  =  A»+«B=...=  o, 
on  a  AD  =  o. 

3  et  4.  Démonstration  et  application  d'une  formule  de  Clebsch  (  Théorie  der 
binàren  Formen,  p.  119)  sur  le  carré  du  déterminant  fonctionnel  de  deux 
formes  binaires. 

5.  Sur  la  résolution  de  la  quartique. 

6.  Sur  la  résolution  de  la  quintique  dans  le  cas  où  son  invariant  gauche  du 
dix-huitiéme  degré  est  nul. 

Hammond  («/.).  —  Sur  la  dérivation  à  indices  quelconques.  (164- 
«73). 

En  adoptant  la  relation 

(.)  D-x-=      /(^^')      ^», 

^  '  /(m  — /i-hi) 

pour  définir  la  dérivée  à  l'indice  quelconque  n,  on  est  conduit  à  autant  de 
systèmes  de  dérivation  qu'il  y  a  de  fonctions/ satisfaisant  à  l'équation 

(2)  /(m+i)  =  m/(m). 

Peacock  admet  /(m)  =  r(m).   Cependant  la  relation  (a)  est  satisfaite  par 
toute  fonction  f{m)  =  C'"r(m),  pourvu  que  l'on  ait  C,„+j  =  C^. 
Ainsi  la  formule  de  M.  Liouville 


^       '       r(— m) 


correspond  à 


f{m)  =  (_,)«-«-  ^  -  r(m)  =  (-1)"-' 


La  dérivée  DS-o,  dans  le  cas  où  n  est  un  nombre  entier  positif,  est  égale  à  0; 
elle  est  égale  à  un  polynôme  de  degré/?  —  i  en  x,  dans  le  cas  où  n  est  un  eotier 
négatif  —  p. 

En  admettant /=  F  (m),  on  a  dans  tous  les  cas 

A/f 1  — B  A         /»■-■  3-— Il  A         /tm—i—H 

D'.o  =      '  '  '  '  ^ 


r(-/i)      r(-i-/i)      r(— 2  — n) 

On  obtient  une  expression  analogue  lorsque/ a  la  valeur  correspondante  à  la 
formule  de  M.  Liouville. 

M.  Hammond  examine  les  valeurs  de  D"  loga:,  D'c^'jDJCx-h^)*.  Il  remarque 
à  l'égard  de  D'e*"  qu'on  ne  peut  pas  prendre  en  général 

mais  qu'on  peut  déterminer  la    fonction   complémentaire  D'.o  de  manière  à 
avoir 

D«+i  g»*  _  ^  p,^x    ^i    i^H^x  _  r  rt»e*'. 
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où  C«+,  =  C^  Cp  =  I.  II  trouve  ainsi  pour  le  cas  de/(m)  =  r(m), 

D"c"=  -7 r  -H  Î77 :  -+-  Trrô :  -h. .  .-H  D".o, 

r(i  — n)      r(2  — /i)      r(3  — /i)  ' 


où 

D".o  = 


a""*j7-*-"  a-»x-"""  a~*j7-*-" 


r(— w)       (r-i  — /i)      r(— 2— n) 

On  a  en  particulier 

r(/i)  y^ 

McClintock  {Emory).  —  Note  sur  un  théorème  relatif  au  déve- 
loppement d'une  fonction  de  fonction.  (173). 

M.  Me  Clintock  fait  remarquer  que  le  théorème  sur  le  développement  des 
fonctions  donné  par  lui  dans  le  vol.  II  de  ce  journal  est  dû  à  M.  S.  Roberts 
{Quarterfy  Journal,  vol.  IV,  p.  igS). 

Loiidon  [James),  —  Notes  sur  le  mouvement  relatif.  (174-^78). 

Formules  diverses  concernant  le  mouvement  d'un  point  rapporté  à  des  axes  de 
coordonnées  mobiles.  Expression  des  divers  éléments  du  mouvement  d'un  corps 
solide  rapporté  à  des  axes  fixes  ou  mobiles  par  rapport  à  ce  corps. 

Syhester  (J.-J,  ).  —  Sur  certaines  équations  ternaires  de  forme 
cubique.  (174-189). 

Digressions  relatives  au  Chapitre  I  de  ce  Mémoire. 

M.  Sylvester  présente  d'abord  une  méthode  simple  pour  obtenir  les  équations 
de  la  trisection  et  quadrisection  des  racines  de  l'unité  correspondant  à  un  nom- 
bre Tpremier  p.  Cette  méthode  repose  sur  le  principe  suivant,  dont  la  seconde 
partie  est  nouvelle  : 

Une  fonction  rationnelle  et  entière  d'un  système  de  périodes  des  racines  />^**** 
de  l'unité  ayant  pour  coefficients  des  nombres  entiers  et  dont  la  valeur  ne  change 
pas  lorsqu'on  permute  entre  elles  les  périodes  est  égale  à  un  nombre  entier.  De 
plus  si  une  pareille  fonction,  tout  en  conservant  sa  valeur  absolue,  change  de 
signe  pour  certaines  substitutions  circulaires  effectuées  sur  les  périodes,  elle  est 

nécessairement  égale  à  un  nombre  entier  multiple  de  ^  ou  de  ^ — p.  suivant 

que  — est  un  nombre  pair  ou  impair. 

Vient  ensuite  une  nouvelle  rédaction  de  la  démonstration  de  la  loi  des  carrés, 
donnée  dans  ce  même  volume,  p.  81-86,  et  dont  nous  avons  parlé  plus  haut. 

Glashan  {J.-C).  —  Sur  le  changement  de  la  variable  indépen- 
dante. (190-191). 

Soient 

et 

1 


a^a 
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Si  Ton  désigne  par  S  m  la  somme  des  termes  de  poids  m  dans  le  déTeloppe- 
ment  de 

\  Xt  "T~  «l-«  "T"  3?»  't'  *  »  m  f     j 


on  aura  (d'après  Caucliy) 


iV=SAD,w-f-Sîi^, 


2!  /il 


n  I>5w 


Quant  aux  valeurs  de 


"'     2I  '     n!         ' 


on  aura 


!>*«*=  ^'    rïD2w  = 


Xj       a! 


«I7|  «J?! 


;^D,«  = 


SI 

G 

0 

■  •  • 

0 

"1 

S} 

sî 

0 

•  •  • 

0 

Wj 

SI 

sî 

Sî 

•  •  • 

0 

"« 

SA-, 

SJ-, 

cS 

•  •  « 

sjil 

W--I 

Si 

SÎ 

^1» 

•  •  • 

sr* 

"• 

w&l  •  tH  *  •  m7  I 


a:?-*. a:? 


Franklin  (F,).  —  Note  sur  l'intersection  de  deux  courbes.  (192). 

Démonstration  de  ce  théorème  :  Si,  parmi  les  mn  intersections  de  deux 
courbes  planes  d'ordres  m  et  n,  il  y  en  a  np  situées  sur  une  courbe  d'ordre 
p{m>  ny  n'> p),  par  les  n{n  — p)  points  d'intersection  restants,  on  peut 
/aire  passer  une  courbe  d'ordre  m — p. 

Newcomb  (Simon).  —  Une   méthode  de  développement  de  la 
fonction  perturbatrice  dans  le  mouvement  planétaire.  (193-209). 

L'objet  de  ce  travail  est  de  présenter  une  nouvelle  méthode  pour  le  dévelop- 
pement de  la  fonction  perturbatrice  suivant  les  puissances  des  excentricités, 
méthode  qui  ofTre  aussi  un  grand  intérêt  au  poini  de  vue  du  calcul  des  opéra- 
tions. 

La  fonction  à  développer  est 

R  =  (r»— 2rr'cosV  — r'»)"'—  -^  cos  V, 

r  ' 


où  r  et  r'  sont  les  rayons  vecteurs  des  deux  planètes  et  V  l'angle  formé  par  les 
deux  rayons  vecteurs.  La  partie  essentielle  du  problème  consiste  à  développer 
le  premier  terme  de  l'expression  R,  terme  que  nous  dénoterons  dans  la  suite  aussi 
par  I{. 

Notations  employées  : 

a  et  a'  sont  les  valeurs  moyennes  de  r  cl  /•', 

i'  et  v'  les  (lislaiires  angulaires  des  deux  planètes  à  leur  ntrud  rdmmun. 
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X  et  X'  les  valeurs  moyennes  de  v  et  v'j 

e  et  e'  les  excentricités, 

g  et  g'  les  anomalies  moyennes. 

S'il  s'agissait  d'orbites  circulaires  {e  =  e'  —  o),  on  aurait  pour  R  le  dévelop- 
pement 

R  =  S^  2:,  A^,^  cos(  {iX  -h  vX'), 

où  (JL  et  V  prennent  toutes  les  valeurs  de  —  00  et  œ  en  restant  cependant  toujours 
de  même  parité.  Les  coefficients  A  de  ce  développement  sont  homogènes  et  de 
degré  —  1  par  rapport  aux  a,  a'y  mais  ils  dépendent  aussi  de  l'inclinaison  des 
deux  orbites. 

Pour  passer  au  développement  de  R  pour  le  cas  où  Ton  a  e'  =  o  (e  étant  quel- 
conque), on  fait  dans  le  développement  précédent 

V  =  X  -h  «p  (e,  ^),    p  =  a  -+-  4/(e,  g)y 

où  p  =  log  r,  a  =  log  a.  Le  calcul  de  cette  transformation  est  fondé  sur  l'emploi 
des  formules 

dR  __  dv  dn       rfp  rfR 

de  "  de  (fk       de  da  ' 

et 

« 

rf-^'R        d  Vdv  rf"R        /n\  d^v  rf--'R        fn\  d^v  d«-«R 


d««+' 


_   d_  Vdv  d^       (n\  d^  rf"~«R        /n\  d^  d'-'R  1 

d^  Vdp  rf^R       (n\  rf»p  d'-'R        //i\  d>p  d*->R  1 


On  arrive  ainsi  à  un  développement  qui  est  égal  à  une  somme  de  termes  de 

la  forme 

c".  117  Aj^^.  cos ( {iX  -h  vX'  -hjg), 

où  Uj  est  un  symbole  opératoire  équivalant  à  une  combinaison  linéaire  des 
symboles  D»,  D",  ...,  D"  où  D  =  j-- 
Ainsi  l'on  a  par  exemple  : 

ni,  =-|jL-iD, 


De  mémo  te  développement  de  R  suivant  les  puissances  de  e',  dans  le  cas  où 
^  =  o,  est  é^al  à  une  somme  de  termes  de  la  forme 


e'"'.  117/  Aj,„.  cosChlX  -h  vV  -hjg'), 
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U'JI  étant  une  fonction  entière  du  symbole  D'  =  ^  »  égale  à  ce  que  devient  Dyî 

si  Ton  y  change  {i.  en  v,  D  en  D'. 

Maintenant  le  développement  complet  de  R  suivant  les  puissances  des  excen- 
tricités e  et  e',  se  trouve  être  égal  à  une  somme  de  termes  de  In  forme 

e-c'-'n7;7/  A^.,.  cos(ïJiX  -h  vV  ^jg^j'g^ 

où  le  symlkole  opératoire  Ily/y/  est  égal  au  produit  des  deux  symboles  D*  tl 

U'J!. 
Il  est  à  remarquer  que  le  coefficient  complet  de 

cos  ({iX  -f  vV-hy^  -^fg') 

dans  ce  développement  est  égal  à 

eJe'J'inj  H-  e^nj^^  -h  e*uj+^  -h. . .) 
X  (U'j',  -+-  e'^U'j'-^^  -+-  e*nf'-^*  -f-. . .)  A^„. 

Ladd  {Miss  Christine).  —  Sur  Textension  des  opérations  algébri- 
ques due  à  De  Morgan.  (aïo-aaS). 

Miss  Ladd  s'occupe  de  Talgèbre  des  symboles,  dans  laquelle  «  les  diverses  ope- 
rations  et  symboles  n'ont  pas  nécessairement  une  signification  déterminée  »,  mais 
«  sont  définies  simplement  par  les  lois  de  leur  combinaison  ».  Les  opérations 
cependant  considérées  dans  cette  étude  sont  susceptibles  d'une  signification  bien 
précise  dans  la  science  des  quantités. 

On  part  d'une  première  opération,  représentée  par  le  symbole  -H  et  dont 
l'inverse  est  représentée  par  le  symbole  — .  On  définit  le  symbole  log  pir 
l'équation 

log  (a  -h  a  -f-a. ..,  à  b  termes)  =  log  a  -+-  log  b. 

Au  lieu  de  log  log  a,  on  écrit  log*a,  au  lieu  de  log  log^a,  on  écrit  log^a,  cl 
ainsi  de  suite.  Le  symbole  log-"  est  défini  par  la  propriété  log-*(log+"fl)  —a. 

En  ne  faisant  usage  que  des  symboles  =,  H-,  — ,  log,  on  peut  arriver  à  une 
série  indéfinie  d'opérations,  considérée  d'abord  par  De  Morgan  (  Cambridge 
Philos.  Transactions,  t.  VU  et  VIII  ),  et  contenant  comme  premiers  représentants 
les  opérations  de  l'Algèbre  ordinaire. 

On  a  d'abord  l'opération 


a-f-6=(a-i-a-f-...^à6  termes)  =  ab, 
1 


puis  celte  autre 


a-^6=  (a-f-a-ha4-...,  à  log  6  termes)  =  a'"»»*, 

s  111 

désignée  sous  le  nom  d'involution,  et  en  général  l'opération 

a  -h  b  ~  (rt  +  a  -h  a  -h. . .,  à  log''^  termes). 
«+I  n        n        n 
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Les  propriélés  les  plus  importantcfi  de  ces  opérations  sont  exprimées  par  les 
relations 

a  -^  b—  log-'(Ioga  +  logô),    a  -\-  b  -^  Iog~"(Iog*a  -H  log''^). 
n+\  n  n 

En  procédant  en  sens  inverse  on  obtient,  avec  de  Morgan,  une  série  descen- 
dante d'opérations  : 

a-h  b  =  log*(log-"a  -f-  log-"ft). 
-/» 

L'opération  a  +  6  a  par  rapport  à  Faddition,  la  même  relation  que  l'addition 
-1 

par  rapport  à  la  multiplication 

De  même  que  dans  l'opération  -4-  (addition)  on  a  a  +  o  =  a,  de  même  la 

0  0 

quantité  log~*  o  a  dans  l'opération  +  la  propriété 

n 

a  -+■  log-"o  =  a. 

Celte  quantité  log~"o  a  pour  valeur  e"'    ,  où  le  nombre  des  e  est  égal  à  n  —  i. 

Plus  généralement  la  quantité  log-"a  a  pour  valeur  e*'      ,  où  le  nombre  des  e 
est  égal  à  n. 
Toutes  ces  opérations  sont  assujetties  aux  lois  de  commutation 


et  d'association 


a  -  -  b  —  b  -^  Of 


(rt  -h  6)  H-  C  =  «  H-  (6  H-  C), 
n  n  n  n 


lois  que  l'auteur  réunit  dans  une  seule  exprimée  par 

(a-i-6)-i-c  =  a-+-(c-+-6), 

n  n  n  n 

ei  qu'il  désigne  sous  le  nom  de  loi  de  distribution.  On  a  encore 

(a  +  6)H-c  =  (a-^c)-h(6-i-c). 
n       «+1  /i+l       n       n+l 

Trois  opérations  successives  de  cette  série  infînie  présentent  des  propriétés 
tout  à  fait  analogues  à  celle  de  Taddition,  multiplication  et  involution.  Miss 
Ladd,  en  complétant  une  proposition  énoncée  par  de  Morgan  (  Trigonometry  and 
double  Algebra,  p.  166),  fait  voir  que  tous  les  théorèmes  de  l'Algèbre  ordinaire  (re- 
latifs à  l'addition,  à  la  multiplication  et  à  l'involution)  subsistent  pour  trois  opéra- 
tions +,  +,  +,  pourvu  qu'on  y  remplace  les  nombres  à  ajouter  et  à  multiplier 

par  les  inverses  de  leurs  /i'»**"  logarithmes  (log-"),  et  les  exposants  numériques 
par  les  inverses  de  leurs  (n  -hi)'*»»"  logarithmes. 
Ainsi  que  la  fonction  5  -h  4  ^^  a  pour  correspondante  cette  autre 

iog-"5  -^  [log-''4  +  ('log-C+MS  -f-  b)]. 
n  /t+i  n+2 

Buti.  de$  Scic/tces  niatli.^  2"  série,  t.  V.  (I)éc(»iïibre  1881.)  R.  16 
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lioivland  (II,'A.).  — Sur  le  mouvement  d'un  fluide  incompres- 
sible quand  il  n'y  a  pas  de  corps  solide  en  présence.  (226-268). 

Craig  (  Th,\  —  Sur  certains  cas  possibles  du  mouvement  dans  un 
fluide  doué  de  viscosité.  (269-293). 

Mitchell  [0,-[l,).  —  Sur  les  congruences  binômes,  comprenant 
une  extension  des  théorèmes  de  Fermât  et  de  Wilson  et  un 
théorème  dont  les  deux  précédents  sont  des  cas  particuliers. 
(294-3i5). 

M.  Mitchell  examine  d'abord  les  solulions  de  la  congrucnce  a7*=x  moàh. 
Il  démonlre  que  si  i  est  le  nombre  des  facteurs  premiers  inégaux  de  Ar,  la  con- 
gruence  x^  ^  x  mod/r  admet  2^  racines  distinctes  x  =  R„  correspondant  aux  1 
produits^  qu'on  peut  former  avec  des  facteurs  premiers  inégaux  de  k.  Chacune 
de  ces  racines  H^  a  la  propriété  de  ne  contenir  que  ceux  des  facteurs  de  k  qui 
divisent  «.  Os  nombres  R^  satisfont  aussi  à  la  congruence  Rf  =  R^  modA:,  et 
sont  appelés  pour  cette  raison  répétants  du  module  k. 

En  étendant  les  propriétés  de  Tunité  (=  R,)  à  ces  nombres  R^,  on  obtient 
d'abord  la  généralisation  suivante  du  théorème  de  Fermât  pour  des  modules 
composés  : 

67  T^(A:)  est  le  nombre  des  entiers  X^  moindres  que  k^  ayant  en  commun 
avec  k  tous  les  /acteurs  de  s  et  ceux-là  seulement,  on  a 

Xji(*)  =  R^    mod  k. 

On  a  de  même  la  généralisation  suivante  du  théorème  de  Wilson  : 

Le  produit  i\,{k)  des  t^(A*)  ew/ter*  X^  (considérés  dans  l'énoncé  précédent) 
est  congru  à  K^  suivant  le  module  A",  toutes  les  fois  que  le  quotient  de  k  par 
le  produit  a  des  facteurs  de  k  représentés  dans  s  n'est  pas  une  puissance  d'un 
nombre  premier  impair,  soit  le  produit  d'une  pareille  puissance  par  2,  soit 

enfin  =  l\.  Le  quotient  -  est  en  même  temps  un  nombre  impair,  toutes  les  fois 

que  l'on  a  n^(A-)  ~  —  R^  modk. 

M.  Mitchell  s'occupe  ensuite  de  diverses  propriétés  des  congruences  binômes 
x^^-Vi  modA"  et  généralise  plusieurs  propositions  connues,  de  manière  à  les 
rendre  applicables  à  tout  nombre  A'.  Il  examine  aussi  tour  à  tour  la  périodicité 
(|ue  présente  la  série  des  résidus  I)  lorsque  n  va  en  augmentant,  le  nombre  des 
racines  de  X*— R^-o  mod  Ar,  et  plus  généralement  de  X"  ^  D  mod  A-,  et  le 
nombre  des  résidus  /î«T'"  relatifs  à  A*.  Il  parvient  enfin  à  une  proposition  qui 
comprend  comme  cas  particuliers  les  deux  généralisations  précédentes  des  théo- 
rèmes de  Fermât  et  de  Wilson. 

FreeUind  [FranK-T.).  —  Systèmes  articulés  pour  x^.  (3i()- 
319,  I  pi.). 
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Description  de  divers  systèmes  articulés  pour  x^  obtenus  en  combinant  des 
réciprocateurs  (donnant  ->  étant  connu  ^)  avec  des  bissecteurs. 

Johnson  (  IV.-IV.).  —  Les  strophoïdes.  (320-325). 

Examen  de  quelques  propriétés  des  courbes  engendrées  par  Tintersection  de 
deux  droites  d'un  plan  tournant  uniformément  autour  de  deux  points.  Parmi 
ces  courbes  sont  comprises  en  particulier  celles  qu'on  désigne  ordinairement 
sous  le  nom  de  strophoïdes. 

Stone  (Ormond).  —  Sur  le  rapport  entre  le  secteur  et  le  triangle 
dans  Torbite  d'un  corps  céleste.  (Sad-SaS). 

Le  rapport  entre  l'aire  d'un  secteur  de  l'orbite  d'un  corps  céleste  et  celle  du 
triangle  correspondant  à  ce  secteur  est  donné  par  la  formule 

I    _  rr'  sin  {v  —  v')  _  sin  2O 

en  négligeant  la   masse  du  corps  et  en  désignant  par  r  et  r'  les  deux  rayons 
vecteurs,  par  v  et  v'  les  anomalies  vraies  correspondantes  et  par  x  le  produit  du 
temps  écoulé  entre  les  deux  positions  par  la  constante  du  système  solaire. 
Une  première  valeur  approchée  de  6  est  fournie  par  la  formule 

s 

.0  =  -L^ 


{r  +  r'Y 
On  atteint  une  approximation  encore  plus  grande  par  la  formule 

cos  Y 


CUI 


('•-1-'-  )'  ,.-!-,■'  -^ 

Hyde  {E,-IV,).  —  Centres  de  gravité  des  surfaces  et  des  solides 
de  révolution.  (Sap-SSi). 

Détermination,  au   moyen  du   calcul   des  quatcrnions,  du  centre  de  gravité 
des  surfaces  et  des  volumes  de  révolution. 

Syhester  (J.-J.),  —  Sur  un  point  de  la  théorie  des  fractions  ordi- 
naires. (332-335). 

Un  nombre  quelconque  Q,  moindre  que  Tunité,  peut  être  représenté  d'une 
seule  manière  par  une  série 

I  I  I 


—     ^ ! 

"0  "1  ''. 
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dans  laquelle  les  u^  sont  des  entiers  déterminés  de  manière  que  la  différence 


Q— (  —  +  -Î-H 1 —  ) 


soit  comprise  entre  et  —  •  Une  pareille  série,  que  M.  Sylvestcr  appelle  nn 

soritCf  ne  peut  avoir  un  nombre  illimité  de  termes  que  si  Q  est  incommensu- 
rable. 
Deux  éléments  consécutifs  u^+^J  u^d'un  soritesont  liés  par  la  relation 

«i+i  >  w?  —  «,. 


I  =    OB 


La  série  limite  ^  —  >  dans  laquelle  u^^^  =  uj  —  u^  +  i  a  pour  somme 

Roberts  {Samuel).  —  Sur  la  généralisation  immédiate  des  théo- 
rèmes relatifs  à  des  lieux  dans  lesquels  le  point  générateur  divise 
un  segment  linéaire  variable  dans  un  rapport  constant.  (336- 
343). 

Lorsqu'un  segment  variable  se  meut  dans  un  plan,  les  points  qui  divisent  ce 
segment  dans  un  rapport  constant  décrivent  des  courbes  qui  sont  en  général  du 
même  ordre  m  et  du  même  genre  g.  Maintenant  si  Ton  construit  sur  le  segment 
mobile  comme  base  un  triangle  mobile  semblable  à  un  triangle  donné,  le  troi- 
sième sommet  de  ce  triangle  décrira  une  courbe  qui  sera  en  général  de  Tordre  m 
et  du  genre  g.  M.  Roberls  démontre  l'égalité  de  l'ordre  de  ces  courbes  en  faisant 
voir  qu'à  chaque  point  à  l'inOni  des  courbes  décrites  par  les  points  de  la  base  du 
triangle  correspond  un  point  situé  à  l'infini  sur  la  courbe  décrite  par  le  sommet 
considéré. 

Wliitcom  {A,'W.).  —  Sur  le  développement  de  ^{x  -\-  h).  (344- 
355). 

Le  coefficient  6  qui  entre  dans  l'expression  du  reste 

A" 

du  développement  d'une  fonction  ç(j;  -h  A)  par  la  série  de  Taylor  est  une  fonc- 
tion égale  à 


I  /dH\  h^/d'^ 

n  H-  1  \dh/^=t 


où  les 

(-) 


'='  ■  (Sb- 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  779 

ont  les  valeurs 


( 


çTO  \        _  3(/l-4-i)  >-(n-t-2)   y(iH-a)(a7) 
dh)^^o~     2{n-\-iy{n-h2)     ?("+')(a:)* 

V//^Va  «-       3(/î+i)M'H-2)(n-4-3)        ç(«-»-')(x) 


(n  -)-i)'(n-l-  2) 


|y(».n)(-r)-| 
U(»-"')(j:)J 


S  tory  (  ÏF!.).  —  Sur  la  théorie  de  la  dérivation  rationnelle  sur  une 
cubique.  (356-388). 

Dans  ce  travail  M.  Story  présente  sous  une  forme  plus  systématique  et  com- 
plète la  nouvelle  théorie  de  M.  Sylvester  sur  les  séries  de  points  d'une  cubique 
plane  qui  dérivent  rationnellement  d'un  point  initial  de  la  cubique,  théorie  dont 
nous  avons  rendu  compte  plus  haut. 

M.  Story,  guidé  par  la  loi  de  l'attribution  de  paramètres  aux  points  d'une 
cubique,  apporte  d'abord  aux  notations  de  M.  Sylvester  les  changements  sui- 
vants. Au  lieu  de  désigner, par  des  iiKlices  positifs  tous  les  points  qui  dérivent 
rationnellement  d'un  point  initial  i,  il  emploie  tantôt  des  nombres  positifs, 
tantôt  des  nombres  négatifs,  de  manière  que  les  indices  de  trois  points  situés  en 
ligne  droite  aient  toujours  une  somme  égale  à  zéro.^  Cette  règle  est  conservée 
même  pour  les  points  du  groupe  qu'on  obtient  par  l'adjonction  d'un  point  d'in- 
tlexion  (point  auquel  on  attribue  l'indice  o). 

De  cette  manière  les  points  dérivés  qui  ne  dépendent  que  du  point  1  ont  pour 
indices  des  nombres  de  la  forme  3/n  +  i  (m  étant  un  entier  positif  ou  négatif), 
tandis  que  les  points  qui  dépendent  à  la  fois  de  i  et  de  o  ont  pour  indices  des 
entiers  de  l'une  et  de  1  autre  des  formes  3  m  —  1  et  3  m. 

Ce  système  de  notations  suffit  pour  l'étude  des  propriétés  d'une  rubique  rus- 
pidale,  qui  n'a  qu'un  point  d'inflexion.  Mais  pour  les  autres  cubiques  chaque 
point  d'inflexion  donne  lieu  à  une  série  de  points  dérivés  ayant  pour  indices  des 
nombres  de  la  forme  3m  —  i  et  3m,  lesquelles  séries  se  complètent  par  d'autres 
dont  les  indices  sont  encore  de  la  forme  3  m  -f- 1 . 

Considérons  trois  points  d'inflexion  o„  o,,  Oj  d'une  cubique,  situés  en  ligne 
droite,  désignons  par  a,  les  points  à  indice  a  qui  dérivent  d'un  point  i  =  i„  et 
de  l'inflexion  Oo,  et  attribuons  les  symboles  —  a,  et  —  a,  aux  points  de  la  cu- 
bique situés  sur  les  droites  qui  joignent  le  point  a^  aux  points  o.^  et  o,  respective- 
ment. Tous  ces  points  forment  un  groupe.  On  a  en  effet  pour  les  indices  de  trois» 
points  a^,  6^,  c,.  situés  en  ligne  droite 

a  -I-  ô  -+-  c  =  0    et    /;  -i-  7  -I-  r  j:  o     (  mod  3  ) . 

En  passant  à  la  considération  de  neuf  points  d'inflexion  de  la  cubique  on 
cumraence  par  attribuer  à  ces  points  les  symboles 

Opo»    Og,,    0,j,       0,„    O,,,    0,2,       0.j„,    Oj,,    Ojj 

de  telle  manière  que  Ton  ait  pour  trois  de  ces  points 

Smfi  '     a*«éne,  t.  V.  (Décembre  1881O         R.  16. 


p  —  r  ^  t  -T  Q,     //—*  —  »  — o    (Bod3). 

En  di^M^sçu^nt  mauUenaat  par  %«,  o^^  o^,  o,^  «,«,  o^  les  points  désignés  pré- 
ceiiemsKiit  par  a^  o,.  o*.  o^  <x^^  a,.  <m  pe«t  alfiîliii  les  indiees 

*«'  ^»*  *»•    *«•  *»•  •ss 

4>ii  trot:M«m<$  potAC5  de  la  cmbinpK  siCaês  icj^cUictttt  sur  les  droites  qai 
loîsikeni  ks  poinu  o^  et  o^,  a«x  points  a^„  a^^  a,«.  Toms  ces  noa^eaux  points 
forBKttt  emeore  ■■  grovpe.  Trois  points 

i«>nt  «itnrr»  **■  li|pK  droite  si  Ton  a 

a  —  ^--  c  =  o, 
/>  — r-i-/~o,    q  -^s  -r-  u  =  o    (modS). 

M.  Storr.  m  riamiBanC  les  lois  de  la  composition  des  dérivations,  démontre 
qo«ï  l'on  a 

•  MJ 

p-^ar  =  tj    q-rcu^u    (mod3). 

Il  est  iDtéressaoC  de  saToir  qnels  sont  les  sons-groupes  contenus  dans  ce  système 
"i  étendu  de  points  dérÎTés.  Citons,  à  c6té  des  sons-groupes  déjà  indiqués,  ceux 
form»*-?  par  le-^  p«iint« 

(3m-r-i)^,     (3m  — i)^,,     (3in)^ 

où  p,  r,  /,  et  qj  s,  t  sont  les  nombres  o,  i,  a  pris  dans  des  ordres  quelconque* 
Si  l'on  a  représenté  les  coordonnées  des  points  d'une  cubique  plane  comme 
fonotion<i  elliptiques  d'un  paramétre  ji,  de  manière  qu'à  un  point  d'inflexion 
corresponde  la  valeur  ji  =  o,  les  autres  points  d'inflexion  correspondent,  comme 
on  sait,  aux  valeurs 

I  r> 

1,1  1,2  I        , 

3,1  2,2  2        , 

».>  et  oi'  étant  les  deux  périodes  des  fonctions  considérées. 
Tout  point  de  la  cubique  dont  le  paramétre  ne  diffère  d'un  multiple  entier  du 

jMra mètre  d'un  point  donné  que  par  des  multiples  entiers  des  périodes  / 1  »  «I 
-  o>'  )  des  points  d'inflexion  est  un  dérivé  rationnel  du  point  donné.  0»W  ^ 
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sens  la  théorie  des  points  qui  dérivent  rationnellement  d'un  point  donné  coïn- 
cide avec  la  théorie  des  paramétres  commensurables. 

M.  Story  applique  cette  théorie  à  la  détermination  des  points  qui  coïncident 
avec  leur  dérivé  apç,  ainsi  qu'à  la  détermination  des  polygones  à  la  fois  inscrits 
et  circonscrits  à  la  cubique. 

Ce  Mémoire  est  suivi  d'une  «  Note  on  Totients  »  dans  laquelle  sont  touchées 
diverses  questions  relatives  aux  Arithmetical  loties,  c'est-à-dire  à  la  Science  qui 
joue  par  rapport  à  la  Théorie  des  nombres  le  même  rôle  que  la  Géométrie 
énumérative  par  rapport  à  la  Géométrie. 

Sylvester  (J.-J,),  —  Addition   à  la  Note  sur  les  fractions  ordi- 
naires. (388-389). 

M.  Sylvester  indique  comment  on  peut  reconnaître  si  un  nombre  entier  p 
entre  en  facteur  dans  quelque  nombre  de  la  suite 

"•»  ^\t  ^»  •  •  •> 

où  Kg  entier  et  k^i  =  i^}  —  i|-f-i,  suite  qu'il  a  eu  à  considérer  dans  sa  Note 
«  On  a  Point  in  vulgar  Fractions  »  insérée  dans  ce  même  volume. 

Sylvester  {J.'J.),  —  Preuve  instantanée  d'un  théorème  de  La- 
grange  sur  les  diviseurs  de  la  forme  A^^  -f-  Br^  -h  G^^,  avec  une 
addition  sur  les  diviseurs  des  fonctions  qui  divisent  les  racines 
primitives  de  l'unité.  (390-392). 
Démonstration  simple  de  ce  théorème  de  Lagrange  que  la  congruence 

Aâ;*-f-Bj'*-hC-5»=  o    (mod/7) 

est  toujours  soluble. 
M.  Sylvester  énonce  aussi  cette  proposition  : 

Lorsqu'on  a  un  nombre  premier  p  —  ef  -\-  \^  où  e  est  un  nombre  premier  te 
que  e-^i  ne  contient  aucun  carré  de  nombre  impair,  tout  diviseur  autre  que 
p  de  la  /onction  ayant  pour  racines  les  e  périodes  des  y^ww  racines  primi- 
tives de  l'unité  est  un  résidu  e*f^  de  p,  Q^  St. 


REVUE  D'ARTILLERIE  ('). 

Tome  XVI;  avril-septembre  1880. 

Ce  Volume  a  été  déjà  signalé  au  Bulletiny  mais  certaines  applications,  non 
indiquées  dans  un  précédent  article,  nous  ont  paru  mériter  une  mention  spé- 
ciale. 


^4%  11,,  127  et  IV,,  ao6. 


>i>  SECONDE  PARTIE. 

Ileintz  (A.).  —  Mesure  des  distances  dans  les  batteries  de  côtf . 
(6o-63,  1  pi.  et  p.  234?  '  %-)• 

Ortaines  côtes  jKiSsèdenl  une  batterie  haut«  et  urne  batterie  bssse  qui  se  cor- 
nr^p<>ad<.-flt  et  qui  ont  à  peu  [>rès  les  mêmes  mes.  La  batterie  hante  employaaL 
fxiur  la  mesure  des  distances,  un  télémètre  à  dépression,  Tautear  a  redicrriif 
un  moyen  pratique  de  faire  profiter  la  batterie  basse  des  obserrations  faile«  à 
l'autre  batterie. 

I^;s  expériences  exécutées  en  Italie  donnent  pour  le  lélèiDétrc  ParraTÎciiio  et 
l'autostadiomètre  Plebani,  une  erreur  moyenoe  de  g»  et  de  ii'",9  avec  une  base 
de  So",  f>our  une  dislance  de  looo*.  Il  faut  compter  sur  Qoe  approximatioa  «a 
moins  double  [jour  les  batteries  dont  l'altitude  dépasse  loo*. 

La  formule  qui  donne  la  distance  du  but  à  deux  batteries  peut  se  réduire  es 
tables,  ou  être  traduite  par  un  graphique  spéciale.  La  courbe  qa>lle  représestf 
•  st  une  hyperiKile  équilatérc,  mais,  pour  éviter  l'emploi  de  celte  ligne,  on  peut 
lui  substituer  une  circonférence  qui  représente  le  lieu  de  tous  les  points  qui  c<»r- 
respondent  à  une  même  abscisse,  lorsque  l'inclinaison  de  la  liçne  de  visée  prei»d 
toutes  les  valeurs  possibles. 

/ironffniart  {P-)-  —  Exécution  du  tir  en  brèche  à  grande  distance. 

Détermination  du  point  de  Tcscarpe  le  plus  bas  à  atteindre. 
(  On  trouve  que  ce  point  est  au  milieu  de  la  hauteur). 
<:hoix  de  la  trajectoire  moyenne. 
iJétermination  de  l'angle  de  chute. 
Déterniination  de  la  charge  et  de  l'angle  du  tir. 
Kxéculion  du  tir  d'essai  et  réglage  du  tir. 
Cas  parliruiiers  suivant  les  profils  d'escarpe. 

Srhcrt.  —  Appareils  halisliques.  (J99-G20,  4  %•>  '  p'-)- 

|)es(ri|»ti<>ii  de  deux  appareils  enregistreurs  destinés  à  faire  connaître  : 

1"  La  loi  <hi  nioiivenient  de  recul  d'une  bouche  à  feu  et  celle  du  mouvement 

«lu  projeclile  (  vriociiiuHrc)  ". 

»"  La  loi  du  rnouvcinent  d'un  projectile  soit  dans  l'àme  d'une  bouche  à  feu,  soit 

<ians  un  rniii(  11  ri'si>lanl. 

V  regard  du  premier  appareil,  l'inventeur  en  attribue  la  précision  à  lutili- 
^alion  lies  récents  perfcetionnements  d'appareils  électriques  dus  à  M.  Marcel 
heprez. 

Tome  XVII;  octobre  1880-mars  1881. 
Sun-ci    (F,).    —    Balistique    rationnelle   et    balistique    pratique. 

V  (|U()i  serl  la  (léomélrie*?  Celte  question,  adressée  à  GaliléCi  provoqoil 
réponse  (|ui  pourrait  fort  bien  être  faite  à  qui  demanderait  :  à  quoi 
Mique?  Mais  ^i  les  artilleurs  se  gardent  bien  de  faire  une  ptrefflf 
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tefois  on  ne  peut  pas  nier  que  la  Balistique  ne  soit  pas  aussi  employée  dans  la 
pratique  qu'elle  pourrait  et  devrait  Tètre. 

Sur  le  champ  de  bataille,  certaines  théories  balistiques,  comme  tant  d'autres 
choses,  si  elles  ne  sont  pas  tout  à  fait  inutiles,  servent  certainement  fort  peu. 
Mais  l'utilité,  la  nécessité  des  choses  ne  doit  pas  être  mesurée  à  cette  aune.  Les 
canons,  la  poudre,  les  projectiles  et  le  reste  ne  se  trouvent  pas  tout  faits  sur  les 
champs  de  bataille;  tout  cela  demande  à  être,  à  l'avance  et  mûrement,  étudié, 
apprêté  et  éprouvé.  C'est  précisément  dans  cette  préparation  et  dans  ces  études 
que  la  Balistique  est  appelée  à  rendre  d'utiles  et  importants  services. 

Ces  réflexions  judicieuses,  dont  nous  voudrions  donner  ici  le  développement, 
forment  l'introduction  du  Mémoire  de  M.  Siacci.  L'auteur  s'est  proposé  de  pré- 
senter sous  une  forme  accessible  à  tous,  sous  la  forme  d'une  table  numérique, 
tout  ce  que  la  Balistique  peut,  dans  l'état  actuel,  offrir  de  plus,  pratique  et  de 
plus  sûr. 

Voici  quelques-uns  des  problèmes  que  cette  table  permet  de  résoudre  : 

I.  Un  projectile  de  poids  p{KG)  et  de  diamètre  a  (M)  doit  être  lancé  à  la 
distance  x  avec  la  vitesse  initiale  V.  On  demande  la  vitesse  d'arrivée,  l'angle  de 
projection  et  l'angle  de  chute. 

II.  A  quelle  distance  le  même  projectile  aura-t-il  une  vitesse  quelconque  V? 

III.  Avec  quelle  vitesse  doit  être  lancé  un  projectile  pour  que,  à  la  distance  Xj 
il  ait  la  vitesse  V  ? 

IV.  On  veut  construire  un  projectile,  de  poids  et  de  diamètre  à  déterminer, 
mais  semblable  à  un  autre  de  poids  je?  et  de  diamètre  a.  Le  nouveau  projectile, 
lancé  avec  la  vitesse  V,  doit  avoir,  à  la  distance  Xf  la  vitesse  V. 

Après  avoir  expliqué  le  mode  d'emploi  de  cette  table,  l'auteur  expose  la  base 
scientifique  de  ses  recherches. 

Percin  {A,),  —  Essai  sur  le  lir  fusant  des  projectiles  de  campa- 
gne. (ii3-i38,  6  fig.). 

L'auteur  se  propose  d'étudier  les  conditions  et  le  réglage  du  tir  fusant, 
c'est-à-dire  du  tir  des  projectiles  explosifs.  Il  s'appuie  sur  les  faits  d'expérience 
suivants  : 

La  gerbe  d'éclatement  est  assimilable  à  un  cône  de  révolution  dont  l'axe  est 
à  peu  près  dirigé  suivant  la  tangente  à  la  trajectoire,  et  dont  la  demi-ouverture 
est  égale,  en  moyenne,  à  iS""; 

La  gerbe  est  beaucoup  plus  dense  vers  son  contour  extérieur  qu'en  son  mi- 
lieu; 

Enfin,  de  toute  la  portion  nourrie  de  la  gerbe,  la  plus  meurtrière  est  la  nappe 
inférieure. 

Gaudin  {A,),  —  Effets   de   la  poudre   dans  les   bouches  à  feu. 

(234-^40* 

Coosidérations  simples  pouvant  servir  de  guide  pour  l'emploi  de  la  poudre 
dans  les  bovd^t  à  UMf  et  permettant  d'arriver  à  des  formules  qu'on  ne  peut 


^      —\  -M  r  I 
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ChapeL  —  Calcul  des  éléments  balistiques.  (437-453,  i  fig.). 

Dans  les  limites  de  vitesses  utilisées  par  l'artillerie,  la  parabole  p  =  CV'  serre 
d'assez  près  la  loi  expérimentale  de  résistance,  pour  qu'on  puisse  chercher  à  la 
lui  substituer  dans  la  détermination  des  fonctions  balistiques. 

La  substitution  devient  toute  légitime  si  l'on  détermine,  pour  chaque  portée, 
le  coefficient  moyen  c  par  la  valeur  expérimentale  de  l'angle  9  correspondant. 

Ainsi  entendue,  la  substitution  conduit,  pour  les  angles  de  chutç  et  les  vitesses 
restantes,  dans  lesjimites  où  la  comparaison  peut  se  faire  simplement,  à  des 
résultats  peu  différents  de  ceux  que  Ton  obtiendrait  en  partant  de  la  loi  expéri- 
mentale de  résistance. 

Talayrach  (/^.).  —  Essai  sur  le  tir  fusant  de  campagne.  (SôS-Sjg, 

5  fig.). 

Dans  le  précédent  travail  de  M.  Percin  sur  le  même  sujet,  il  a  été  admis  que 
l'on  ne  chercherait  à  utiliser  que  la  nappe  inférieure  de  la  gerbe.  L'artillerie 
allemande  préconise  plutôt  la  gerbe  supérieure. 

L'auteur  du  nouveau  travail  a  cherché  à  déterminer  la  hausse  et  la  durée  à 
donner  à  la  fusée  'de  manière  que  tous  les  éclats  viennent  concourir  au  résultat. 

Il  admet,  d'après  des  faits  d'expérience,  que  la  gerbe  est  comprise  entre  deux 
cônes  de  révolution  ayant  même  axe  et  pour  angles,  au  sommet,  l'un  20  à  a5*, 
l'autre  10  à  12**.  En  outre,  la  distance  au  sommet  des  cônes  pour  laquelle  les 
éclats  sont  répartis  à  raison  de  i  par  mètre  carré  est  d'environ  3o  à  35".  11  en 
résulte  que  la  courbe  des  efficacités  du  tir  diffère  de  la  courbe  de  probabilités 
du  tir,  en  ce  que  son  tracé  présente  une  sinuosité  rentrante. 

Le  réglage  du  tir  que  l'on  en  déduit  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Conserver  la  hausse  du  tir  percutant  réglé  à  3  coups  longs  contre  3  coups 
courts. 

Placer  le  point  d'éclatement  moyen  à  30"*  environ  en  avant  du  but. 


Tome  XVllI;  avril-septembre   1881. 

Wuich  (A.).  —  Tables  de  tir  des  mortiers  rayés.  (4o-63). 

Réduction,  en  tables,  de  diverses  formules  paraboliques. 

Application  au  tir  du  mortier  raye  de  220™"  et  du  canon  de  24  de  siège. 

Labhcz,  —  Télémètre  à  miroirs.  (64-98,  1  fig-)- 

Description  cl  mode  d'emploi  du  télémètre  à  miroirs,  inventé  par  M.  Labbez, 
et  adopté  pour  le  service  de  l'infanterie. 

Percin  (^i.)-  —  Conduite  du  tir  fusant.  (i^3-i8.i). 

Modifications  aux  conclusions  du  premier  travail  de  l'auteur,  en  tenant  compte 
de  nouvelles  proportions  attribuées  à  la  gerbe  d'éclatement  et  au  rectangle  enve- 
loppe des  éclats. 
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Silvestre.  —  Application  de  la  méthode  Sîacci  à  divers  projec- 
tiles. (236-248). 

La  méthode  employée  par  M.  Siacci  pour  la  résolution  des  divers  problèmes 
de  Balistique  présente  au  moins,  sur  toutes  les  méthodes  connues,  l'avantage  de 
la  rapidité  et  de  la  simplicité.  Comme  il  n'a  pas  été  fait,  sur  la  résistance  opposée 
par  l'air  au  mouvement  des  nouveaux  projectiles  de  l'artillerie  française,  d'ex- 
périences permettant  d'établir  une  nouvelle  table,  la  présente  note  a  pour  but 
d'indiquer  un  moyen  d'utiliser,  pour  des  projectiles  de  formes  diverses,  la  table 
calculée  par  M.  Siacci  pour  les  projectiles  de  l'artillerie  italienne. 

De  Barberin,  —  Considérations  sur  le  tir  indirect  de  campagne. 
(335-347,  7  fig.). 

Examen  des  conditions  les  plus  favorables  pour  l'application  du  tir  indirect 
sur  le  champ  de  bataille. 

Sihestre.  —  Étude  théorique  sur  les  shrapnels.  (409-436,  a  fig.). 

Dans  un  Mémoire  du  même  auteur  (p.  336)  la  méthode  imaginée  par  M.  Siacci, 
pour  résoudre  les  problèmes  de  tir,  avait  été  appliquée  à  des  projectiles  de  formes 
diverses. 

Le  présent  travail  a  pour  objet  l'application  de  la  même  méthode  aux  balles 
sphériques  des  shrapnels. 

Chapel,  —  Table  de  logarithmes  balistiques.  (484-487). 

Extension  de  celle  qui  a  été  publiée  dans  le  travail  de  l'auteur  sur  le  même 
sujet  (t.  XVII,  p.  437). 

Chapel,  —  Sur  une  percussion  spéciale  aux  armes  rayées.    (497" 
5o3). 

Si  une  bouche  à  feu  était  montée  sur  des  colliers  concentriques  à  l'âme,  elle 
subirait  pendant  le  tir,  en  même  temps  qu'un  recul  longitudinal,  une  sorte  de 
recul  de  rotation,  et  elle  prendrait  un  mouvement  hélicpïdal  dans  ses  colliers. 
L'appui  des  tourillons  empêche  ce  mouvement  d'être  sensible,  mais  la  percussion 
de  rotation  n'en  existe  pas  moins. 

Les  effets  de  cette  percussion  sont  devenus  particulièrement  sensibles  avec  les 
armes  actuelles,  à  grandes  vitesses  initiales  :  ils  s'étendent  à  toutes  les  parties 
du  système,  bouche  à  feu,  affût,  châssis,  plate-forme. 

Cette  cause  de  dégradations  dissymétriques  s'est  nettement  manifestée  dans  de 
récentes  expériences  de  Krupp,  à  Meppen. 

D'intéressants  extraits  de  divers  rapports  de  commissions  d'expériences  de 
Tarbes,  Calais,  Bourges,  etc.,  ont  également  confirmé  l'importance  de  ces  effets. 

L'auteur  se  propose  d'en  indiquer  la  mesure  théorique.    Il  établit  que,  dans 

une  pièce  rayée  à  gauche,  le  rapport  des  percussions  exercées  sur  le  tourillon  de 

I    •.  •    •    I  •  •       5În(9  H-  T,)         ... 

droite  et  sur  celui  de  gauche  a  pour   expression  -.-         -    ,  »  t,  désignant   un 

'^  '^  sin(9  —  Ti) 

angle  auxiliaire  convenablement  choisi. 
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M.  le  colonel  Hojel  a  établi,  de  son  côté,  que  le  rapport  des  impulsions  de 
recul  à  droite  et  à  gauche  a  pour  expression -^ r«  Elle  n'est  pas  à  né- 
gliger, car  elle  explique  le  fait,  bien  connu,  de  la  déviation  vers  la  droite,  de  la 
crosse  de  l'affût,  si  la  pièce  est  rayée  à  gauche. 


FIN  DB  LA   SECONDE   PARTIE  DU   TOME   CINQUIEME. 
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